e3a PSI B (4 heures)

Exercice 1.

1. Etudier la convergence de 'intégrale fR e dy = fj;o e da.

2. Pour tout n € N* et z € R on pose f,(x) = (1 - %)n si |z| < y/n et fn(x) =0 sinon.
2.1. Donner, sur un méme schéma, l’allure des représentations graphiques de f1 et fs.
2.2. Etudier la convergence simple sur R de la suite de fonctions (f;,)nen+-
2.3. Montrer que si n € N* et si u est un réel strictement supérieur a —n alors (1 + %)n < e
2.4. Prouver l'existence de u, = [72° f,(z) dx.

2.5. Montrer que la suite (u,)nen+ converge vers une limite ¢ que l'on exprimera sous la forme
d’une intégrale.

3. On pose, pour tout k € N, J, = fgr/2 cosk(t) dz.
3.1. Calculer Jy, J1, Jo.
3.2. Trouver une relation de récurrence reliant Ji et Jyio.

2.4.6.8....(2
3.3. Montrer que Vn € N*, Jont1 =[]}, zliku = 1.3.5.7....-(2(711)1)'

3.4. En déduire une expression de Ja, ;1 faisant intervenir (n!)? et (2n + 1)!.

3.5. Rappeler la formule de Stirling et déduire de ce qui précede un équivalent de Jo,11 lorsque
n — +00.

4. A l'aide d’un changement de variable, donner, pour tout n € N*, une relation simple entre Jay, 1
et Uy.

5. En déduire la valeur de fjoooo e~ dr.

Exercice 2.

1. Dans R3 euclidien orienté usuel, on note u I’endomorphisme dont la matrice canoniquement

0 0 1
associée est B = 0 —1 0 |. Donner la nature géométrique de u et ses éléments ca-
1 0 0

ractéristiques.

2. Soit d € R et P(X) = X3 + X? + d. Déterminer les valeurs de d telles que le polynéme P soit
scindé sur R.

3. Soit Q(X) = X3+ aX? +bX + ¢ € R3[X] dont on note a, 3 et v les racines dans C.

3.1. Exprimer les coeflicients a, b et ¢ a I'aide des racines a, 3 et 7.

a By
3.2. Déterminer tous les triplets (a,b,c) € R? tels que la matrice A = 8 7 « soit la
v oa B

matrice d’une rotation de R? euclidien orienté usuel.

Exercice 3.

Soit (ap)nen+ une suite de nombres réels. On dit que la suite (a,,) vérifie la propriété (P) si
-a; > 1,
- la suite (a,) est bornée,
- Vn € N*, a, >0,



- la série > (a,) diverge.

On note alors
n

1

Vn € N7, Zak et Y/n>2,b (A,

k=1

A
A
=1k

Dans tout l'exercice, on utilisera sans la démontrer la propriété suivante, notée (R) :

Soient (uy) et (v,) deux suites réelles a termes strictement positifs.

(@) w, ~ vy ” "
Sl{ ) +oo alors E U ol E Vg
k=1 k=1

la série Y (uy) diverge

1. Pour tout n entier naturel supérieur ou égal & 1, on pose H, = %
En utilisant les séries de terme général u,, = 2 et v, = In(n + 1) — In(n) et la propriété (R),
prouver que :
H, ~ In(n)
+o00

2. 2.1. De facon analogue, montrer que

1
T, = ; ) £ In(In(n))

2.2. En déduire la nature de la série de terme général w,, = m (n>2).
2.3. Retrouver ce résultat sans utiliser la propriété (R).

3. Etude de deux exemples.

3.1. On prend dans cette question : Yn € N* a,, = 1. Vérifier que la suite (a,) vérifie la propriété
(P) et déterminer la limite en 400 de by,.

3.2. On prend dans cette question : Vn € N* a, =
propriété (P). En utilisant la propriété (R) et la s
+o00 de by,.

. Vérifier que la suite (a,) vérifie la
ie Y (wp)n>2, déterminer la limite en

CAERIn

4. On revient au cas général et on considere une suite (ay) qui satisfait & la propriété (P).

An 1 An
A, 400\ A,

4.3. Déterminer alors la nature de la série > (an/An)n>2-

4.1. Montrer que A, o A1,

o0

4.2. Prouver que

4.4. A Daide de la propriété (R) et des questions précédentes, déterminer alors la limite de b,
en +oo.

5. Soit u,, le terme général d’une série a termes strictement positifs divergente. Montrer qu’il existe
une suite (v,) & termes positifs tels que v, = o(uy) et > (vy,) diverge.

6. Soit (a,) une suite vérifiant la propriété (P). Donner le rayon de convergence de la série entiere
2 nz1 ant"
Exercice 4.

Soit n un entier naturel supérieur ou égal a 2 et (G, x) un sous-groupe de GL,(C).
On suppose qu’il existe p € N* tel que

VX edG, XP=1,



ou I, désigne la matrice unité de M, (C).

Soit E = Vect(G) le sous-espace vectoriel de M,,(C) engendré par la partie G.

Une matrice N € M,,(C) est dite nilpotente s’il existe k& € N* tel que N¥ = O,, (matrice nulle de
My (C)).

1.
2.
3.

Quelle est le spectre d’une matrice nilpotente 7

Quelles sont les matrices nilpotentes diagonalisables ?

Soit A € My(C).

3.1. Déterminer deux nombres complexes a et 3 tels que A2 = a A + BIs.

3.2. Prouver I’équivalence
A nilpotente <= Tr(4) = Tr(4%) =0

On admettra dans toute la suite de [’exercice que cette propriété se généralise pour tout entier
naturel n supérieur ou égal a 2, c’est a dire que pour toute matrice A € My (C) :

A nilpotente <= Tr(A) = Tr(A%) =--- = Tr(4A") =0

. 4.1. Vérifier que F est un espace vectoriel de dimension finie.

4.2. Montrer qu'il existe r € N* et une famille (M, ..., M,) d’éléments de G qui soit une base
de E. On ne cherchera pas a calculer r ni a déterminer les matrices M;.

. On note U, 'ensemble des racines p-iemes de 'unité.

5.1. Préciser le cardinal de U, et expliciter ses éléments.

5.2. Soit X une matrice élément de G et A une valeur propre de X. Montrer que A € U,.

. Prouver que tout élément de GG est diagonalisable.

. Prouver que ’ensemble S = {Tr(X), X € G} est fini. Donner un majorant du cardinal de S.

On considere alors 'application

o XeGr o(X)=(Te(XM),...,Te(XM,)) € C"

. Soient A et B deux éléments de G tels que ¢(A) = ¢(B). On note N = AB~! — I,,.

8.1. Justifier que AB~! € G. En déduire que N est diagonalisable.

8.2. Montrer que
Vie{l,...,r}, Tr(AM;) = Tr(BM;)

En déduire que
VX € B, Tr(AX) = Tr(BX)

8.3. Soit k € N. En écrivant que (AB~')¥ = AB™'... AB~! (k facteurs) et en utilisant la
question précédente, montrer que

Tr((AB~V)F) = n

8.4. Calculer alors Tr(N), Tr(N?),..., Tr(N™). Que peut-on dire de la matrice N ?

8.5. Montrer que ¢ est injective.

. Montrer que ¢(G) C §".
10.

Que peu-on en déduire pour G'7



