Mines 2012 MP Maths 2 : Formule sommatoire de Poisson
corrigé par Marc Fleury

A. Préliminaires

)

Soit f € Let g: (z,6) € R? s f(x)e™2m¢,

Pour tout & € R, la fonction g(.,£) est continue par morceaux sur R car f et x — e~27¢ Je sont.
Pour tout x € R, la fonction g(z,.) est continue sur R.

On a pour tous z,§ € R, |g(x,&)| = |f(x)| et | f| est intégrable sur R.

Donc par le théoréme de continuité des intégrales & paramétre, la fonction fest définie et continue sur
R.

L’énoncé admet que L et L£* sont des sous-espaces vectoriels de ’espace des applications de R vers C.
L* C L par comparaison aux fonctions de Riemann.

Notons F l'application qui a f € L associe fe C(R,C). Par linéarité de l'intégrale, F est linéaire.
OrW=FYHLNC(R,C)) et W* = L*NF-HL").

Par les théoréemes sur les intersections de sous-espaces vectoriels et les images réciproques de sous-
espaces vectoriels par une application linéaire, WW et W* sont des sous-espaces vectoriels de L.

Par croissance de F~! (au sens de I'inclusion), W* C W car £L* C LN C(R,C).
Soit fe L, >0, y,vekR.

La fonction u — x = £ est de classe C! et bijective de R vers lui-méme, avec 3—2 = é, donc f, est

continue par morceaux et intégrable sur R car u — %f(u) ’est, et pour tout & € R,

du 1€
o =)

Tal) = /_OO flox)e 2@t dy = /_OO Fu)e 2t

Ainsi | fo = é(f)l/a
De méme avec le changement de variable u — x = u — y on obtient l'intégrabilité de f,, et pour tout
EelR:

~

E(ﬁ) _ / f(iL' + y>e—2i7rx(§+u)dw _ / f(u)e—2i7r(u—y)(£+1/)du _ €2i7ry(§+y)f(€ + I/)

Donc E = ezmy”(f)l,y,y .

Si f € W alors f € £, donc j‘; = i( )1/a appartient a L et ainsi fo, € W; et ﬂ = 2™ (f), _y
appartient a £ donc f,, € W.

Supposons que f € £*. Alors il existe 8 > 1 et M € R, tels que x — |z|?| f(z)| soit majorée par M et
on a pour tout réel z, |z|?|fo(z)| = a%\ax\ﬁ\f(aa;ﬂ < Q%M, donc f, € L*. De plus, pour |z| > 2|y,
2% fyw (@) = 2P| f@ + )| < |F51PM < (25)°M = (1+ 4P M < 2°M et comme par
ailleurs = +— |z|° f, , () est continue donc bornée sur le segment [—2|y|, 2|y|], elle est bornée sur R donc

fyu € LF.

Si de plus f € W* alors fe L* donc par ce qui précede, j‘; = i(f)l/a appartient & £* donc f, € W*;
et E = €2i7ryy(f)u,fy appartient a £* donc f,, € W*.

Ainsi W et W* sont stables par les transformations f — f, et f— f ..

|z
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Pour £ € R*,

w)
~—~
o
~

I

1/2 ,
/ 6_27'7rx£d$
-1/2

e—2i7rx§ 1/2

aing e
—2isin(7€)
—29mé

sin(7§)
s
1/2
et 5(0) = / de =1

—-1/2

0 ) 1 '
VEER, 1) = / (1 + x)e 2™y —I—/ (1 — x)e 2™y
—2imx€

e 0 0 e—2i77:p5 e—2i77:p§ 1 1 e—2i¢rz§
N [—2i7r§ (1 +x)} -1 /_1 — € du+ {—Qirrﬁ (1 x)}o /0 —2i7r§( 1)dz
1 €—2i7r:c§ 1 e—2i7rac§
B T i FRE S
—2im€ (—2im&)2] -1 2im€ (—2im€)%]o
1— e2i7r§ 6—2i7r£ -1

4m2£2 - 4282
~ 2(1 — cos(27E))
o 47T2£2
_/sinmg2
N ( € )
et par continuité, 2(0) = lim (&) =12=1
£—=0t

5) s € L car s est continue par morceaux donc intégrable sur le segment [— et étant nulle en dehors

2’2}

de ce segment, elle est intégrable sur [, +oo[ et sur | — oo, —3], donc sur R. (on peut aussi dire que
s(z) = Ox_,ioo(m%).

Par contre, $n’est pas intégrable car pour k € N, fkﬂ |5(&)]dE > (k+11 kH | sin(7g)|dE = %
par le changement de varlable E=u+k.

Ainsi |, k +1 €)|d¢ > 1 ol K est une constante strictement positive, comme intégrale d’une fonction

continue p051tlve non 1dent1quement nulle.
- 1~ : PRI PPN .
Ainsi f0"+ |s] — +oo comme somme partielle d’une série & termes positifs divergente. Donc s n’est
n—o0
pas intégrable sur R.

Par conséquent, s n’appartient pas a £ et donc s n’appartient pas & W. Donc W est un sous-espace
strict de £, et comme W* C W, il en va de méme de W*.

6) L’énoncé me semble incorrect, il suffit que les f, et f soient dans £ et non dans W (cf question 16).
On a pour tout £ € R et tout n € N, |ﬁ(£) - f(£)| < [T | fn(@) = f(2)|da.

Ainsi Hﬁ — Flloe < |Ifn = fll1, 0t ||-]|oo €t ||-]|1 désignent respectivement les normes de la convergence
uniforme et en moyenne.

Par le théoréme d’encadrement, Hﬁ — Fllse = 0, autrement dit la suite (ﬁ) converge uniformément
—Neg

vers ]?

B. Formule sommatoire de Poisson

7) Précisons que pour donner du sens & ), u, il faut prouver que les séries > (un)nz0 et > (u, )n>1
convergent.
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f appartenant a £*, il existe 8 > 1 et M € Ry tel que Vz € R, |z|?|f(z)] < M.

Soit K = [a, b] un segment de de R. Pour tout z € K et tout n > —a, |f(z+n)| < |:H]-VZ|ﬁ < ((1—{-\/777,)5 car
r+nza+n>0.

Ainsi notant w,, la fonction x — f(x +n) et ||up|loo, k = suUPzer|un(z)|, on a ||uy||co,x = Onﬁoo(n%).

Donc la série Y (un)n>0 converge normalement et donc uniformément sur K et ainsi sa somme est
continue sur K car les u,, le sont.
5 -~ M
Il en va de méme pour la série > (u—yn)n>1 car pour z € K et n > b, Ju_p(z)| < (O=OLE
Ainsi f est bien définie et continue sur tout segment, donc sur R.
Enfin, pour tout réel x on a :

flz+1) Zf z+14n) +Zf r+l—n)=Y fla+n)+ > fla—n)=f(x)
n'=1 n'=0
8) Pour tout p € Z,
wlf) = | FwyHora
= / Z ( (x+n)e 2”””) dz (par linéarité de la sommation)

n=—oo

Notant v, : © = f(z + n)e 2™ et remarquant que dans les notations précédentes, |v,| = |uy, la
série Y (vp)nez converge normalement donc uniformément sur tout segment (c’est-a-dire que les séries
> (n)n>0 €t Y. (v_p)n>1 convergent normalement sur tout segment), et en particulier sur [0, 1].

Ainsi

e(f) = Z / flx +n)e 2™y

n=—00
e n+1
_ Z / f(u>672i7rp(ufn) du
n=—oco M
> n+1
- X [ swerma
n=—00
iy fn+1 0
_ 1 impu g 1 —2impu g
U0 o) TSR o .
N+1 o; o;
_ Ii —2impu g li —2impu g
i [ s g [ s

_ / T pwye gy / Fu)e 2Py,

= [ s = f

2imnx

9) La série de terme général g, 1 x — f ( )e converge normalement car comme f € L, il existe > 1

tel que Vn € Z, |f( )| = Onﬁioo(ln‘ﬂ)
Donc notant g la somme de la série > (gn)nez, on a pour tout entier relatif p,
oo

Z f / e2imna ,—2impT g, Z f(n)én,p _ f(p)

n—=—oo n=—oo
Comme g est continue (comme somme d’une série uniformément convergente de fonctions continues)
et 1-périodique et a les mémes coefficients de Fourier que f qui est continue et 1-périodique par la
question 7), ces deux fonctions sont égales. Donc f est somme de sa série de Fourier.

En particulier,
o)

Y f)=F0)= > Ffn)e ™ = Zf

n=—oo n=—0oo n=—0oo
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C. Application a la formule d’inversion de Fourier

10)

11)

12)

N7 fee) = Y faen)

Y flatne @ = N i n) = Y Fu(6+n) = FL(€)

Soit p € Z. Comme la série Y. (& — f(z + n)e~2mne=2mr8) converge normalement (cf question 9),
on peut intégrer terme & terme sur [0, 1] et en déduire

cp(Fe) = f(z = p)

Donc la formule précédente donne le développement de f; en série de Fourier.
On a

/ foemtas = Fo(0)

La relation précédente s’écrit

Ve € R, f(x)= f(—x)

ou encore

~

vz €R, f(-z) = f(2)
ce qui prouve que fappartient a W*. La transformation de Fourier induit donc un endomorphisme de
W*.

On a pour tout f € W*, f = f

Donc si f € W* non nulle vérifie f = Af on a Mf = f donc \* = 1.

Toute valeur propre réelle de la transformation de Fourier dans W* est donc égale & 1 ou —1.
Soient a,b € C et f = at + bt.

]?: at + bt

Vo € R, f(z) = al(z) + bt(—x) = af(x) + bt(z) car ¢ est paire
De plus t et ¢ sont linéairement indépendantes : si f est nulle alors pour x > 1 et x non entier on
obtient t(x) = 0 # t(x) donc b = 0, puis a = 0 car ¢ n’est pas la fonction nulle.
Donc pour a = b # 0, f est vecteur propre associé a la valeur propre 1, et pour b = —a # 0, f est
vecteur propre associé a la valeur propre -1.
Donc 1 et -1 sont bien valeurs propres de la transformation de Fourier dans W*.

D. Application au théoréme d’échantillonnage de Whittaker

13)

Remarquons que f étant continue, elle est nulle sur | — oo, —2U[3, 00

2
Soit £ €] — 5, 5[ et x € R.

Dans la formule de Poisson généralisée, le membre de droite se réduit & un seul terme, d’ot1 :
Z f(:L’ + n)e—%ﬂ'nﬁ _ f(€)€2i7ra:§
ne”L

Pour z = 0, on obtient :

Z f(n)ef2i7rn£ _ f(f)

nel

Donc f est uniquement déterminée par les valeurs de f sur Z. Par la formule d’inversion de Fourier, f
est uniquement déterminée par f, donc par les valeurs de f sur Z.
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14) Soit g+ € > t(552) — 1(542),

&€
_1
Si le premier terme n’est pas nul alors —1% < 1 c’est-a-dire % —e<é< % + ¢, et si le second terme
n’est pas nul alors —% —e << —% +e

On en déduit que g n’annule en dehors de Uintervalle | — 1 — ¢, 3 +<[.

sin7r§)2 815750

Par la question 4), 7 : £ — {( 3 appartient a £* car £ — £2t(€) est bornée (et 2 > 1).

1 sinon
Ainsi t € W*.

Par la question 3), les deux termes (t1/5)7%70 et (751/5)%,0 dont g est la différence appartiennent également
a W*, donc il en va de méme pour g car W* est un sous-espace vectoriel de C(R, C).

Par la formule d’inversion de Fourier, f : z — g(—x) appartient & W* et vérifie f: g.

Soit n un entier relatif.

f(=n) = g(n)
g(&)e 2 dg

/
= [T e [T e
| .

t(U)e_%”(E“”L%)sdu—/ t(w)e2mEu=3) ey

—1)"e(t(ne) — t(ne))

on peut aussi faire le calcul en appliquant la question 3))

o
—~

Donc f est nulle sur Z.

Or f n’est pas la fonction nulle sur R car sinon f: g serait nulle, ce qui n’est pas le cas car pour £
strictement inférieur a et suffisament proche de % + ¢, le premier terme de g(&) est non nul et le second
I’est.

Donc il existe deux fonctions distinctes (f et la fonction nulle) appartenant & W*, prenant les mémes

valeurs sur Z, appartenant & W* et dont les transformées de Fourier sont nulles en dehors de [—l —

) 2
€, 5+ €.

E. Contre-exemple de Katznelson

15) Soit x € Z.
Alors pour tout n € Z, posant y =z — n € Z, on a pour tout k € N :

0—0=0 si 0 car alors |y| > 1 donc |26y > |2ky| > 1
i) =t2y) — o2y = { 17170 S 4 251y > 2%y

sinon

Ainsi ug N, (x) =0 et f(z) =0.

Soit z € R\ Z.

Soient n € Z et k € N. Si 0 # ug(x — n) = t(2%(x — n)) — t(2*(x — n)) alors |z — n| < 2%

Soit d = min(xz — E(x), E(z) + 1 — x). Alors pour tout entier relatif n on a |z —n| > d car n < x ou
n > E(z) + 1 (ainsi d est la distance de z & Z). Pour k suffisamment grand (k > E(logy(3) + 1), tous
les ug(x —n),n € Z sont nuls donc ug n, (z) est nul. Donc f(x) est bien défini comme somme d’une
série dont les termes sont nuls & partir d’un certain rang.

Sur tout segment [a, b] inclus dans R\ Z, on a E(a) = E(b) et notant d = min(a — E(a), E(a) + 1 — b
on a pour tout = € [a,b] et tout n € Z, |z —n| > d, donc sur [a,b], f est somme d’'un nombre fini de
termes continus donc f est continue.

Ainsi f est continue sur R\ Z.
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16)

oo 1 oo
Vk e N, VN e N*, / gy (2)lde < — ) (1- ’”’)/ lug (@ —n)|da
—0oQ ' N N —00
[n|<N
1 |, [
- 3 X a0 [ i
In|<N >
1 In|. [ dv
- F X0 [ -y
In|<N
M1 In|
- wx 2 (-}
[n|<N
oM
= 27
avec M = [ [t(v) — t(20)|dv, car Yy, y(1— 5D <3 cn 1=2(N —1) +1 < 2N,
Donc la série de terme général [ |ug n, (2)|dz = 0(2%) converge.

Par le théoréme d’intégration terme & terme de Lebesgue, f est intégrable et on peut intégrer terme
a terme. Une version plus fine mais hors-programme de ce théoréme dit qu’il y a convergence en
moyenne On peut remarquer qu’on a ici une série a termes positifs donc [ |f(z)— S 0 Uk, N () ]dx =

fR Zk 0 Uk, N, (z))dx = fR f(x) Zk o J Uk,N, (@))dx —> 0. On peut aussi faire la preuve
dans le cas général :

/\f Zuka !dfc—/ ug, Ny ()| dx
R k=K-+1

et comme pour K < Lona [ | Zk:KH up, N, (@) |de < Zk:KH Jz [uk,n, (@) |dx, on obtient en passant
& la limite quand L — oo :

/r

donc par le théoréme d’encadrement,

uka \da; Z /\uka ‘d.%' —) 0

k=K+1 k=K+1

D wkw(@)ldr = 0

R p=k+1

Par la question 6, comme f est dans £ ainsi que les uy, n, (il suffit d’avoir une série a termes et & somme
2 . P sz —_— . .
dans £ et non dans W), on en déduit que la série de terme général uy y, converge uniformément vers

7

17)
— 1 ] —2i
a6 = 2 (- [une - nje s
NEN N7 Jr
1 n| / —2i7(
= = 1— 20 [ up(y)e 2mwinig
¥ 2 1) [ u) y
|n|]<N
1 In|\ _a 5/ —2i
- 1-— LT zﬂ'y{d
N ( N)e Ruk(y)e y
[n|<N
1
= N (0T
Ainsi

+1
_ % /T K (€) [ (6)|de
p



. 2
. 1 (sinwNE N o .
car Ky : & & ( ) est & valeurs positives et paire.

sin €
Or
p+1
[ Esme)e
p
Ainsi

N

p+1
sup [z] / K (€)de
P

[p.p+1]
p+1

sup [y Z (1_|n|)/ e2imé ge
[p,p+1] In|<N N D

_ n|
sup |ug] (1—")0no
[pop+1] EN N
sup |ug]
[p.p+1]

_ 1 _
[l < 5 Y su (@

le membre de droite étant bien la somme d’une série convergente car comme uy = tor —tor+1 €t t € W*,
uy, appartient a W* (par 3)) donc uy appartient a £ et ainsi il existe o > 1 tel que supy, , 1] [ug| =

Opeim(ﬁ)-

18) Choisissons les Ny, tels que Vk € N, Ny > k*>° SUDP[, 1] [Uk| (Par exemple Ny = E(...) +1)).

On peut alors appliquer le théoréme de Lebesque et en conclure que ]?est intégrable et que la série de
terme général 1wy n, converge en moyenne (pour ce raffinement hors-programme, cf question 16) vers

f.

— =

. , . , . , , — . 2 N
Par la question 6, on en déduit que la série de terme général uy, y, converge uniformément versf.

Or les uyg, n, sont dans Wx comme combinaisons linéaires d’éléments de ce sous-espace. Donc la formule

d’inversion de Fourier s’applique aux ug, n, -

o~
=~

Ainsi la série de terme général uy n, converge vers z — f(—zx).
19) On a vu que f est nulle sur Z donc )., f(n) = 0.
Par ailleurs (cf question précédente), pour tout entier relatif p,

—

Uk N (p)

= KN (D))

et comme Ky est continue sur R (combinaison linéaire de fonctions continues) et 1-périodique, Ky (p) =

. 2
limg_y0 z20 Kn(2) = NW =N.

D’ou ug n(p) = uk(p).

Par la question 3,

car t est continue et

S fp) =

PEZL PEZL

= Z t(n) car la formule sommatoire de Poisson s’applique a t € W*

neL

= t(0)=1 (on peut aussi utiliser Vexpression de ¢ obtenue en 4))

Donc f ne vérifie pas la formule sommatoire de Poisson. Ainsi f n’appartient pas a W*.
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F. Application a la resommation d’Ewald

20) Remarquons que g € L* donc, comme g = g, g € W*.

avech=g¢g 1
100

1
2
1 ~ 1 . .
= th(n)—i car g € W* donc par 3), he W

Par 3), V¢ € R, ﬁ(f) = 100g(100&) = 100¢g(100¢) car g = g.
Ainsi

1 —w10000n2 1
S = 5210067r nt =

2
neE”L

1 Z 1

2
1005(1 2 6771'1000071 ) 5
n=1

oo
= 49,5+100 ¢~ 710000"

n=1

Pourn>2n? =1+n?-1)=1+n—-1)(n+1)>1+(n+1),dou

o oo
Z o—710000n%  _ 710000 (1 n Z 6—7r10000(n2—1)>
n=1 n=2
10000 - 10000(n+41) 10000 e 30000
—T —T n — —T
< e (1+ E e )—e (1+1—e—”10000)
n=2

1
< (1 i - 2_ )e—WIOOOO — 910000

2

car 0 < €—7r30000 < €—7r10000 < 6_1

Ore™>6,25x2,5>12care > 2,5

—7l 1 -1
Donc e~ ™ 0000 < 1721000010 00007

N

1
5-
et m > 3.

et par convexité de la fonction z + 2'9% sur Ry, on a 1,219900 > 1 4+ 10000 x 0,2 = 2001 d’on

0 < 100 Ef:;l e*ﬂ10000n2 < 100%10710000 < 10710000.

Ainsi 49, 5 est une valeur approchée de S a 10719090 pres par defaut.
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