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PARTIE |
[.1) Il est clair queP est le point d’intersection de I'axe des abscisses et diecgeccentre
O et de rayon 1¢) (respectivemenk ) est le point d’'intersection de la droite d’équation
T = —5 et du cercle de centi@ et de rayon 1 situé au-dessus (respectivement en dessous
) de I'axe des abscisses donc on laisse au lecteur le soimdewioeT et D.
-) déterminons une équation cartésienne de la d(éi@) :

— —
le pointM (z,y) appartient & la droitePQ) si et seulement si les vecteurd/ et PQ sont
r—1 —%
t y N 0O+ \/gy —
2

1 = 0, ainsi une équation cartésienne de la droR€)) estz + /3y — 1 = 0.
-) déterminons une équation cartésienne de la d(éife) :

e —
le point M (x,y) appartient & la droitéPR) si et seulement si les vecteufs\/ et PR
3

—_— — rz—1
sont colinéaires don<PM,PR> est une famille liée soi} y 7f@
2
x — /3y — 1 = 0, ainsi une équation cartésienne de la droR&) estz — /3y — 1 = 0.
-) déterminons une équation de la drdif2R) : comme Ies point§) et R sont distincts et
de méme absmsse alors une equatlon de;)R) estx + 5s=00u2x4+1=0.
NotonsHO PO) (respectwemenlf[(PR etH OR) ) le demi- plan ouvert contenat défini

par la drone(PQ) (respectivementPR) et(QR) )i anrsH( PQ) (respectlvemerif[( PR)
etH?QR ) est défini pat: ++/3y — 1 < 0 (respectivement —/3y—1 < 0 et2z+1 > 0).
Or M (xz +1iy) € T si, et seulement i/ € H )OH )OH OR) donc si et seulement
si x ety vérifient les trois inégalités2z + 1 > O,x —V3y—1<0,24+3y—1<0.

. , . —_— —= . e
colinéaires dono{PM, PQ) est une famille liée so

=0 <

1 1 1
.21)Onad| 1 | = 1 ]| etcomme| 1 | #0alors1 estvaleur propre dé

1 1 1
.2.2) Puisqued est d’ordre 3 alors 1) et X sont simples dont (4) = 1+ A+ X = 1+2a
etir (A2) =124 A2 4 X" =142 (a2~ ?).
[.2.3) Par définitiontr (A) = a11 + az2 + as3 donc puisqueAd verlfle la propriété
(ST > 0) alorstr (A) > 0. De mémeir (A%) = Z Z Qi j@j; > Z aj,; car A véri-
i=1j=1 3
fie la propriét§ ST > 0). Par application de I'inégalité de Cauchy—Schwzétz,(A))2 =

(Ixai1+1xaz24+1xass)’ < <21) <Za“)<3tr(A2).

[.2.4) En utilisant les questlons .2.2etl.2.3onadune pa+ 1 = tr (A) > 0 etd’autre
part(1 +2a)” = (tr (A))* < 3tr (A?) =3 (1 +2a% — 2?) & 0 < a®> —2a+1 - 3% =



((1—1)2—3192 = (a—\/gb—l) (a+\/§b—1).

1.2.5) En suivant les indications de I'énoncé et la questi@tédente il suffit de prouver
queM (\) n'appartient pas a la région delimitée par la droite PQ) et I’arcfc\g , Ce qui
est vrai catM (z + iy) appartient & cette région si, et seulement-siv/3y — 1 > 0 etz —
V3y —1 < 0donc(z +v3y — 1) (z — v3y — 1) <0, ainsi qu'a la région d& limitée
par la droite{ PR) et larcRP, ce qui est vrai cab/ (x + iy) appartient a cette région si, et
seulementsi++/3y—1 < 0etz—/3y—1 > 0donc(z + v3y — 1) (x — 3y — 1) <0,
doncM (\) € T.

On peut aussi procéder comme suit: d’aprés la questiongeatg — +/3b — 1 eta +
v/3b — 1 ont méme signe donc 8i— v/3b — 1 > 0 eta + v/3b — 1 > 0 alorsa? — 3b* >
1> a?+b* = —4b* > 0 ce qui est absurde doac— v/3b—1 < 0eta++v3b—1<0
ce qui assure en utilisant 1.2.4 qM( ) eT.

3.1)Onaj2 = j = '3 = ¢meT = —e7 donc2rcos(d) = 2Re(\) = A\ +
A, 2r cos (0 + 2”) =2Re (Aj) = jA+ 52X\, —2rcos (0 + §) = 2Re (52\) = 2\ + jA.
Ainsi

o =

1.3.2) CommeM()\) e T alors d’ apres Ia question I.1, orBa = 2Re (A\) +1 > 0 =
a>0,1—7rcos(f) —3rsin(d) =38>0= 4> 0etl —rcos(h) +3rsin(f) =
3y > 0 = v > 0. Enfin en utilisant I'égalitél + j + j> = Oonaa + 8+ =
3 (3+ (A +A) (L4 +j2)) = L. Ainsi A vérifie la propriét§ ST > 0).

1.3.3) Soitf 'endomorphisme dé&?* canoniquement associéJa alors si(ey, es, e3) est
la base canonique d&® on af(e;) = es3, f(ea) = e1, f(e3) = ey d'OU f2(e1) =
ez, [ (e2) = es3, f*(e3) = e1, [3(e1) = e1, f? (e2) = ea, [ (e3) = e3 ce qui donne

1+A+A 8= 1+J/\+J X oy = 1+5° /\+J>\

J? = (1) 8 (1) et.J3 = I3. CommeJ? — I3 = 0 alorsX? — 1 est un polyndme an-
nulateur ge] ;onoc puisque les racines de ce dernier polyndme gt j2, alorsSpc (J) C
{1,7,7%}. OnaJ 1 = 1 donc 1 est valeur propre deet J étant a coeffi-
cients réels anrSpc (1 J) = {1} olu {1,7,7%}. Puisquetr (J) = 0 alorsSpc (J) # {1}
doncSpe (J {1 7, j2}

1.3.4) On aA = al3 + 3J +vJ? donc siP (X) = a + BX +~X? alorsP (J) = A.
Ainsi d'aprés la question précédenfe(1) = 1,P (j) = a+ 8j + vj> = X etP (j2) =
a + 352 +vj = X sont des valeurs propres ded’ol puisqueA est d’ordre 3, alorg, A
et )\ sont les valeurs propres de

PARTIE Il

I1.1) Compte tenu des hypothesds’ = U etU # 0 ce qui assure que 1 est valeur propre

de A. N .

[1.2.1) PuisqueBX = 0alorsy_ by jx; =0 = by pxe = — Y. br;x; = |berl|zs| <
i=1 J=1,j#k



> bkl |z;|. PuisqueX # 0 alors|zy| # 0 et par définition dek, on af%ﬁ <1ldou
j=1,j#k

kel < D0 [bryl-

J=Lj7#k

[1.2.2) Comme\ € Spc (A) alorsdet (A A,) = 0 donc d’aprés la question précédente,
n
onalars ~ A< Y lagl= > any = ar, —ars =1 -
j=Lj#k j=Lj#k j=1

De l'inégalité précédente or2a, ,, —1 < A < 1, etcommen ;, > 0 = —1 < 2a4; — 1
alors—1 < <1< M <L

11.2.3) D’apres la question précédente,;€ K — ei‘)|2 = (ag —cos (0))* + sin® (9) =
L+ a3 ), — 2ap,k cos (0) < (1 — apr)’ =1+ a3 — 2an.k

= 0<2ap, (1 —cos(f)) <0=cos(d) =1 carakk > 0donch = 2km = A= 1.

11.3.1) Par propriété du déterminantoda (*A — I,,) = det (* (A — I,,)) = det (A —I,) =
0 ce qui assure qué € Spc (*A). De mémerg (*A—1I,,) = rg(A—1I,) d'ou par le
théoréme durangim E; (A) =n—rg(A—1,) =n—rg(*A—1I,) = dim E1 (tA).
1.3.2) On a’AV = V doncVi € [[1,n]],v; = Z ajiv; = || < Z ajqi|vjl.

Jj=1 J=1
S'il existep € [[1,n]] tel que|v,| < Z a;p|v;| alors Z lvi| < Z Z ajilvj| =
Jj=1 i=1 i=1j=1
> (Z aj,i) lvj| = Z |vj| ce qui est absurde donc toutes les inégalités sont desésgalit
j=1 \i=1 j=1
Dés lorsVi € [[1,n]], |v;| = Y aj;|v;| donc’A|V| = |[V| etdoncV # 0 = il existe
j=1

p € [[1,n]] tel que|vy| > 0 d'ouVi € [[1,n]],|v;| = Z a;i |vj| > api|vp| > 0.

11.3.3) PuisqueY” # 0 alors d'apres la question precedeme;é 0, et en posanf =
21
X - %Y =1 . on a d'une part; = 0 et d'autre parZ € E; (*A) donc d’aprés
Z’Il
la question précédentd = 0 = X = —lY = dim £y (*A) < 1. Ainsi comme
dim E; (*A) > 1onadim E; (*A) =1. D’ apres la question précédente on peut considérer

a1 n w1
X=1. € By (*A),z; > 0,d'ollenposant = > z;etQ=1X = | . on
Tn, = wr
n o S\
avi e [[1,n]],w; >0et> w; =1. S'ilexiste’ = [ . vérifiant les mémes con-
i=1 !

n
ditions puisquelim £ (*A) = 1 alors il existea € Ctel queQ) = a = 1= > v} =
i=1
adY w; =adouf) =0. Puisqué AQ = QalorsVi € [[1,n]],wi = Y ajw,.
i=1 j=1
11.3.4) Dans les questions précédentes on a prouve que dlesrypropre ded et le sous-
espace associé est de dimension 1, et que les autres valgonssosont de module stricte-



ment inférieur a 1.

1
[1.4) Soitu l'application deM,, 1 (C) dansC™ définie parn . = (W11, ey Wy ),
Tn
alorsu est linéaire et en utilisant la question 11.3.3 on prouve guest injective donc si
n
||.|l; estla norme définie st” par||(z1,...,z,)|; = > |z;| commeN = ||.||, o u alors
i=1
Y1 n
N estune norme su¥,, ; (C) etenposany’ = AX = | . onay; = > a;;r; =
Yn =1
n n n n n n
N(AX) = Ywilyl < Ywi 3 aijlel = 3 (Z az‘,jwz‘) loj| = > wjlas| =
i=1 i=1  j=1 j=1 \i=1 j=1
N (X).

Soit A € Spc (A) donc il existeX # 0 tel queAX = AX donc|A| N (X) = N (AX) <
N(X)=|M<lcarX#0= N(X) >0.
a1

[1.5.1) En posant” = AX = | . onay;, = ». a; ;x; =
Yn i=1
(0] (AX) = Z Wil = Z ws Z ai,jxj = Z (Z ai,jwi> l‘j = Z wjxj = (X) .
i=1 =1 j=1 7j=1 \i=1 j=1

11.5.2) Avec les notations de 11.2 (U) = 1 donc® est une forme linéaire non nulle donc
dimker () =n — 1 = dim F; (A) 4+ dimker (®) = n = dim M,, ; (C) et d’autre part
XeE (Anker(®)=X=al,0=(X) =a®U) =a= X = 0cequiassure
queM,, 1 (C) = E; (A) @ ker (D).

[1.5.3) CommeAX = A\ X alorsd’apréeslaquestion [1.5.8,(X) = & (AX) = \®(X) =
(1-XMN)2(X)=0=d(X)=0carA # 1.

[1.5.4) En considérant une base ¢, ; (C) adaptée a la décomposition donnée par 11.5.2
et en remarquant quer (P) est stable par d’aprés 11.5.1, on obtient qguest semblable &
=0 % ) B eMi (€)= xa(X) = (1-X)xp (X). CommeE (4) N
ker (@) = {0} alors 1 n’est pas racine dg;, donc on conclut que I'ordre de multiplicité
de la valeur propre 1 dd est 1.



