Corrigé de Centrale PSI, maths 1, 2010.

Partie I

I A-
Les trois premieres colonnes de C sont libres (car combinaisons de vecteurs de la base canonique différents), et les
suivantes, soit répetent 1'une de ces colonnes, soit sont nulles. Donc le rang de C' est 3 et une base de 'image de c est
constituée des trois premieres colonnes de C' |, soit :

Im(c) = Vect(f1, f2, f3) = Vect(e3 +eq4t+e5,e2+e€6,€1 + 67)

Par le théoreme du rang, la dimension de Kerc est 4 . Une base en est clairement

Bime = {e2 —es,e3 —es5,e6,€7} .

I.B -

I. B.1) Onavuque F=Imc, donc F est stable par ¢ clairement.

I. B.2) On a déja dit pourquoi (fl, fa, fg) était libre, c’est donc une base de F' .
Par linéarité de ¢ , on lit sur la matrice C :

I.C-

I. C.1) D’apres ci-dessus, on a ¢(fz) = f2 , f2 est non nul, donc c’est un vecteur propre pour la valeur propre 1 .

I. C.2) On sait que sur C la trace est la somme des valeurs propres . Donc si on appelle A2 et A3 les deux autres valeurs
propres , la trace de ® donne seulement que 1+ Ay + A3 =1, i.e. Ao + A3 = 0. Cette relation a elle seule n’exclut pas
que deux valeurs propres puissent étre égales (& 1 ou 40 ... ), donc on ne peut pas conclure & la diagonalisabilité de

(O
2 0 0
I. C.3) Ona®?= |1 1 1| .On s sait (par une trigonalistaion par exemple) que la trace de ®2 est 5 = 1+ A3 + A3 .
0 0 2
Comme d’apres ci-dessus Ag = —A3 , on en déduit A —2 = —\ — 3 = —/2 . Donc, ® ayant trois racines réelles

distinctes, est diagonalisable dans M3(IR) .
I.D -

I. D.1) On a donc trouvé trois valeurs propres , et on sait que Ker ¢ est dimension 4 , soit que 0 est valeur propre de
multiplicté au moins 4 . Comme la somme des multiplicités des valeurs propres doit faire 7 , on a que le spectre de C'
est constitué de 0 de multiplicité 4 , et de 1,v/2, —v/2 de multiplicité 1 chacune.

I. D.2) Mais aussi la somme des dimension des sous-espaces propres fait bien 7 , donc C' est diagonalisable sur R et donc
a fortiori sur C .
Un matrice semblable & C est la matrice diagonale diag(1,v/2,—+/2,0,0,0,0) .
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I.E-

I. E.1) La fonction nulle vérifie ’équation, et si f et g sont deux fonctions la vérifiant, alors pour tout A\ € R |
(A +g)oc=Afoc+goc=Af+g, doncily a stabilité par combinaison linéaire. Comme de plus ’ensemble des
fonctions de classe C'! est aussi stable par combinaison linéaire, on en déduit que I’'ensemble des fonction de classe C*
sur R7 satisfaisant ’équation fonctionnelle est un espace vectoriel sur R .

I. E.2) C’est clair par récurrence sur n : c’est vrai par définition a Uordre n =1, et par associativité de la loi o , si c’est
vrai & l'ordre (n-1) ,alorsfoc® = (foc" n)oc= foc=f , et larelation passe & I'ordre n .

I. E.3) On écrira en abrégé Oy f pour Ok f(x1, x2,x3, %4, T5, e, 7) . Par téhoréme de composition, on a :
Jpoc = [0sf +0sf +0sf | Oof +06f | OLf +0rf| Ouf+0:f| Of +0sf| 0] 0] .

En égalant cette matrice a J; , on obtient le systeme :

OLf =O0sf +04f +0sf

Oaf i Oof +06f Of=03f+0sf +05f
83f—61f+87f 8f:af:8f
g4f=glf+g7f = a;fzazf 4
f=0of +06f = =
8Zf:02 6 66]0*87.}070
Orf=0

I. E.4) De méme, la matrice jacobienne de f o c? est
[201f +Oof + 06 f +20rf | Oof +06f | Osf +Ouf+0sf| Osf+0uf+05f| O2f +06f| 0| 0],

ce qui rajoute les équations suivantes a celles précédemment obtenues :

Of+0f=0
{84f+85f—0
Osf +0sf =0

Finalement, les conditions nécessaires obtenues sur f s’écrivent :
Of=0sf=0sf =—02f ==0s5f; O6f=07f=0 .
I. E.5) Pour une application linéaire, les dérivées Ji f sont des constantes. Donc la matrice d’une forme linéaire solution

est proportionnelle a :
Maty=[1 -1 1 1 -1 0 0]

On vérifie qu’on a bien Mat; x C'= Maty (ce qui correspond & un vecteur propre pour la matrice *C' ), ainsi on a
bien toutes les formes linéaires solution.

Partie I1

II. A -

% est dans J si et seulement si x est dans l'intervalle J, = a.J = {a.ac , T E J} . Pour un tel x , on a alors

(27 (2) =42 = ) () =

puisque (f(%))/ = %f’(%) . Donc la fonction g,(z) = f(%) est solution de (F) sur J, .
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II. B -

II. B.1) Le double tableau de variations de l’arc v est :

t %r[ s Zg
cos(t) @ \ -1 e @
2sin(t) + + 01 - -

On voit ainsi que g est définie sur Pintervalle [—1, @} , et vaut g(x) = 2v1 — 22 .

II. B.2) Sur |1, V2 ,ona g(z).g (r) =2V1— 22— =22 _ 4y , donc ¢ vérifie (E) .
) ] 2 [ 9(x).9' () m g (E)
II. B.3) Le calcul ci-dessus reste valable sur | — 1,1[ , mais pas au-dela (car ¢’ non définie en +1 ). Donc la solution

maximale prolongeant g est m(z) = 2v/1 — 22 définie sur | — 1,1] .
II. C -

II. C.1) Cours ...

II. C.2) L’équation (FE) se résout en y' = %“x

, la fonction (z,y) — %433 satisfait aux hypotheses du théoréeme de
Cauchy-Lipschitz dans chacun des deux demi-plans (ouverts) de R? \ Oz délimités pas la droite Oz .
Cela signifie qu’étant donné un point (xg, yo) vérifiant yg # 0 , il y a une et une seule solution maximale & (F) passant

par ce point, dont le graphe reste constamment dans I'un de ces demi-plans.

II. C.3) 1l est clair qu’une solution de (F) ne peut couper 'axe Ox qu’au point (0,0) (le membre de gauche étant alors
nul). Mais il n’y a pas de solution & (E) C! sur un intervalle contenant 0 et vérifiant y(0) = 0 . En effet, pour z # 0

y vérifie y’(x)% = —4 , et donc, en faisant tendre z vers 0 on obtiendrait y/(0)2 = —4 , ce qui est impossible pour

une solution réelle.
Donc toute solution, par continuité, reste dans I'un des deux demi-plans limités par Ox , et est par conséquent une
solution donnée par le théoreme de Cauchy-Lipschitz, et c’est vrai aussi pour les solutions maximales.

II. C.4) Vules questions II.A et II.B , on a déja que toutes les fonctions de la forme z +— a.g(%) =+2va?2—2% ,a>0

quelconque, sont des solutions maximales sur | — a,a] . Mais par unicité au théoréme de Cauchy-Lipschitz, il n’y en
a pas d’autre. En effet, il passe déja une solution de cette forme en tout point (g, yo) ot yo # 0 , il suffit de prendre
a > 0 tel que
4(a® — 2d) = y§ & o® = 2] + 4y}
II. D -
II. D.1) C’est un développement en série entiere connu : (1 — z?)® oll a = % . Le rayon de convergence est 1 , et on
obtient sur | —1,1] :
[o'e) 2n
1 1 1 T
21— 22 =2 (7—1)(7—2)--(7— 1)—1"—
=24 (5 2 Y Ay
n=1
L 1x3x---x(2n—3)
_o9_ 2 _ o — 2n
=2 Zz 2n~1pl v
n—

II. D.2) En substituant & & x on obtient toutes les solutions de rayon de convergence |a] :

2 2 o0

x x 1x3x--x(2n—3) ,
2 1**127—75 ="

Cl2 CL2 — 2n—1ann!
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III. A -

III. A.1) C est un morceau d’ellipse de demi-axes a =2 et b =1, le demi grand axe étant porté par Oy . Dessin :

N

™ 0 .} X
J2n

/(7 m4)

III. A.2) C est I'image d’un compact par 'application v continue. C’est donc un compact. Donc b),c),d) sont vraies.
Ce n’est pas un ouvert, car toute boule centrée sur un point de C ne peut évidemment pas étre incluse dans C .
Enfin, C n’est pas convexe, puisque le segment joignant deux points distincts de C n’a aucun autre point sur C .

II1. B -

III. B.1) On sait que p(t) = \/22(t) + y2(t) = Vcos? t + 4sin®t = /1 + 3sin® ¢ .

ITI. B.2) On reconnait (trés) vaguement la lettre € .

R

IIL. B.3) On sait que tan () = L) 28t — 9tant .

8
—~

~+
~—
I

I11. B.4)

a) La fonction ¢t — Arctan(2tant) n’est pas définie en % ni en 3777

et a droite en ces points par les valeurs j:% suivant le cas.
Graphe :

. Mais on peut la prolonger par continuité a gauche



b) Pour trouver la fonction 8 cherchée, il faut ajouter m a la fonction sur l'intervalle [%, %}} , puis 27 sur I'intervalle

[37%’ %T} , de maniére & "suivre I'angle contintiment”. L’énoncé donne plus bas 1’expression de la ”bonne” fonction
| t 1
0(t) = Arctan(2tant) + W.E(f + 5)
7r

ITI. B.5) On vérifie avec Maple qu’on retrouve bien le tracé de C' avec les intructions suivantes :
>r o=t -> (1+3%(sin(t))" 2)~ (1/2);
> theta := t -> arctan(2*tan(t))+Pi*floor(t/Pi+1/2) ;
> plot([r(t),theta(t),t=Pi/4..7*Pi/4] ,numpoints=2000,
coords=polar,scaling=constrained,tickmarks=[3,2],color=black) ;

II1. C -

III. C.1) « est une fonction en escalier : elle commence & 7/4 pour t = w/4 , puis augmente de % chaque fois que ¢

augmente de %—Z .
La variable u = 2?n(t — 7/4) varie de 0 & nm , donc w est la fonction composée ¢t — u — cos?(u) sur cet intervalle.
Graphes :
b/
5
4
3
2
1
R
- 4
ITI. C.2) ...C’est juste un arc de sinusoide sur u € [0, 7] ...

ITI. C.3) La fonction # étant constante par morceaux, l’arc est la réunion de segment de droites supportés par des droites
passant par l'origine, et inclinées différemment suivant les valeurs de 6 . C’est donc la figure D qui est la bonne.

III. C.4) ...
1. D -

III. D.1) Soit D un domaine (simple) du plan, de bord D™ parcouru dans le sens positif qui laisse l'intérieur de D sur
la, gauche. Soit < 1 = P.dz 4+ Qdy une forme différentielle de classe C*' sur D . Alors :

oQ oP
Pd dy = — — — | dad
/aD+ z+ Qdy //D(@a} By) ray

Pour calculer aire de D , on peut prendre < 1 = %(:f:dy —ydx) .

III. D.2) Ona <z1 ’ 2’2> = Re(z1.z3) = Re(z1.22) .
On a donc (uow | v') = Re(—iv.v') . Mais 0.0/ = g.e"# (o' + Io.i/)e™ . Donc, (uowv ’ v') = Re(—iv.v') = o4 .
Remarque : c’est une autre facon de retrouver I'égalité < 1 = xdy — ydx = p>.60 , forme différentielle qu’on utilise
dans la loi des aires. . .

2
L. D.3) Ici, d'(t) = —L~——2(1 + tan2¢) . C 1 — _cost f 2¢.(1 + tan2¢) = 1
) Ici, d'(t) T+ dtanZs (1 + tan®t) omme J— ey = T agnZy 0 o due cos (1 + tan®t) , on a
en définitive que

1

5(1 + 3sin?t).d'(t) = 1

II1. D.4) La fonction 6(t) ne vaut d(t) = Arctan(2tant) qu’a une constante pres, mais sa dérivée vaut constamment d’(¢).
L’aire demandée est égale & l'intégrale de la forme différentielle < 1 ci-dessus, d’abord sur 'arc ”extérieur” paramétré
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par v pour t croissant de w/4 & 7w /4 , puis sur larc ”intérieur” paramétré par z mais dans le sens des t décroissants

de 7w/4 & w/4 . On peut écrire ainsi :

T /4

4

/4 2
A= ;/: (1+3sin2t)(1+lsin(g(t——))) .d’(t)dt—%/ (1+3sin2¢t).d(t) dt .

/4 3 4 w4

Par linéarité de U'intégrale (les ”1” s’éliminent), et compte tenu du II1.D.3, il reste :

/4 1. .2 T 1 . 9 T )
A=/7T/4 (ism(g(t—z))+T6$1n2(§(t—1))>_d (t)dt .

En effectuant le changement de variable ¢ — u = %(t — %) € [0, 7] , et compte tenu de la valeur moyenne de sin
qui vaut 1/2 , on trouve finalement :
3 (/1 1 3 3
A= 5/0 <§sinu+ l—ﬁsiDQu) du = 3 +6—47r "
%

2

u



