CENTRALE 2 2012 oprTION PSI

Dans tout ce corrigé, on note O,,(R) le groupe des matrices orthogonales d’ordre n, S, (R) l'espaces des matrices
symétriques réelles d’ordre n, diag(Aq,- -, A,) une matrice diagonale, et (e1,- - ,e,) la base canonique de R™.

I Généralités

I.A- Soit A € Sp(A) et X € R™ non nul tel que AX = AX. Quitte a changer X en

1

X, on suppose || X|| =1.
[1X1]

Alors 'XAX = XXX = X donc A € R(A).

LB-
1.B.1)
1.B.2)

1.C-
1.C.1)

1.C.2)

1.C.3)

Notons e; = (0,0,---,1,---,0) le i-éme vecteur de la base canonique. ||e;|| = 1 donc a;; = 'e;Ae; € R(A).
Pour tout X = (x,y) € R, ' XAX = 0 donc R(A) C {0} (en fait, égalité d’aprés .B.1). Donc a1z =1 ¢

R(A). On généralise sans peine au cas n > 2 avec la matrice A = Az ‘ O2n-2 ol Ay = 0 1 .
On—2,2 ‘ On—2 -1 0

[|X1]| = || X2]] = 1 donc si X; et X5 sont liés, alors X; = X ou X; = —X5. Dans les deux cas, a =
tX1AX, ='X5AX,5 = b, contradiction. Donc X; et X5 sont indépendants.
A= X\ = AX; + (1 — M) X2 est continue de [0, 1] dans R™ (ses coordonnées sont des fonctions affines, donc
continues).
(X,Y) — 'XAY est continue sur R” x R™ car bilinéaire en dimension finie, donc A — ‘X, AX, et A —
tX\ X = ||X,||? sont continues sur [0, 1].

. . PXHAX :
Comme X; et Xo sont indépendants, A — || X,|| ne s’annule pas, donc le quotient : A — W est bien

A

défini et continu sur [0, 1], cqfd.

Comme ¢ est continue et a,b € ¢([0,1]), d’apres le théoréme des valeurs intermédiaires : [a,b] C ¢([0,1]).
Or pour tout A € [0,1], ¢(\) = t(\\ffill) A (Hﬁill) € R(A). On en déduit ¢(]0,1]) ¢ R(A), donc
[a,b] C R(A).

Remarque : on vient d’établir que R(A) est un intervalle de R.

n
I.D- Supposons Z a; = 0.

i=1

Si pour tout 4, a;; = 0, alors 0 € R(A) d’aprés 1.B1).
Sinon, il existe i tel que a;; > 0 et j tel que a;; < 0. D’aprés 1.C, [aj;, a:;] C R(A), donc 0 € R(A), cqfd.

I.LE- Comme @ est orthogonale, pour tout X € R”, si || X|| = 1, alors ||QX]|| = 1. En particulier, ' X!'QAQX =
HQRX)A(QX) € R(A), donc R(*QAQ) C R(A).
On remarque que 'Q € O, (R) et A =1(*Q)(*QAQ)!'Q, donc le résultat précédent donne R(A) C R(PQAQ), d’on
I’égalité par double inclusion.

LF-
LF.1)

LF.2)

LF.3)

LF.4)

LF.5)

Soit @ orthogonale telle que *QAQ ait pour diagonale (Tr(A),0,---,0). D’aprés 1.B.1) et LE., Tr (4) €
R('QAQ) = R(A).

Soit X; € R", unitaire, tel que 'X1AX; = z. Avec le théoréme de la base orthonormale incompléte, on
choisit les vecteurs Xo, ..., X, tels que (X3, --,X,) soit une base orthonormale de R™. Notons @; la
matrice de passage de la base canonique a (Xi,---,X,,). Elle est orthogonale comme matrice de passage
entre deux bases orthonormales, et e;'Q1A4Q1e1 = ' X1 AX, = z, donc Q répond & la question posée.

NB : X; est également la matrice des coordonnées de X; dans la base canonique; e; est la matrice des
coordonnées de X; dans la nouvelle base. La formule de changement de base donne donc : X7 = Q€.

Si A est symétrique, alors *(!Q1 AQ1) = *Q1'AQ1 = 'Q1AQ1, donc Q1 AQ; est symétrique, et en particulier
t{C = L et 'B = B, c’est-a-dire que B est symétrique.

Q1 = Q1! donc *Q1AQ; et A sont semblables et ont méme trace.

(Egalement : Tr ("Q1(AQ1)) = Tr ((AQ1)'Q1) = Tr (4).)

On veut démontrer pour tout n € N* la propriété P, : « Pour toute matrice A symétrique réelle d’ordre n,
(C1) implique (C2). »

Pour n = 1, le cas est clair. Soit n entier > 2. On suppose P,_;1. Soit A symétrique réelle d’ordre n telle
que Tr (4) € R(A).

D’aprés 1.F.2), il existe Q1 € O, (R) telle que 'Q1AQ; = (
n — 1 d’apres LF.3).

Tr (A)
C B

) avec B symétrique réelle d’ordre
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Avec LF4), Tr A = Tr'Q, AQ, = Tr A + Tr B donc Tr B = 0.
D’aprés 1.D, 0 € R(B) c’est-a~dire Tr (B) € R(B). On peut donc appliquer ’hypothése de récurrence a B :
il existe Q2 € O,,_1(R) telle que 'Q2BQ> soit de diagonale nulle.

On pose alors Q3 = (é Q(; ) (par blocs). Alors Q3 € O,(R) et on calcule :
2
Tr(4) | LQ»
Tr(A) | LQ, ) 0 *
Q3" Q1AQ:1Q3 ( TQ,C | 'Q2BQs tQ,C
* 0

Q = Q1Q3 € O,(R), on a donc établi (C2), et donc le résultat demandé, par récurrence.

IT Matrices symétriques de format (2,2)

IT.A- A est symétrique réelle. D’aprés le théoréme spectral, il existe une base orthonormale (Y7, Ys) de R? formée de
vecteurs propres de A. On fixe une telle base de sorte que AY; = \;Y;, avec i = 1, 2.

On a : 'Y;AY; = \;, donc \; € R(A) pour i = 1,2. D’aprés 1.C.3), [A1, A2] C R(A).
< Ap(a? +92) = Ao
> (22 +y2) =X\

)

Soit X unitaire de coordonnées (%) dans la base (Y1, Y2). On a {XAX = \22 + \oy? {

donc R(A) C [A1, A2], d’ou l'égalité par double inclusion.
I1.B-
I1.B.1) Dans la base orthonormale (Y7, Y5) équation de I' s’écrit : Ayz2 + A\oy? = 1. On en déduit :
a) SiA; <0et Ay <0,alorsT = 0.
b) Si A =0et A2 >0, I est la réunion de deux droites paralléles (y = £—=)

)

c) SiA;>0et Ay >0, alors I' est une ellipse (sauf cas Ay = Ao, oit I est un cercle de rayon

Novts
d) Enfin, si Ay <0 et A2 > 0, alors I" est une hyperbole.
NB : Il n’y a pas d’autre cas car on a imposé Ay > A;.
I1.B.2)
A1 = —4 : Hyperbole d’équation —4x? + 32 = 1, asymptotes y = +-2x
A1 = —1: Hyperbole équilatére —x2 + y? = 1, asymptotes y = + — .
A1 =0: Droitesy=1et y =—1.

2
A1 =1/4 : Ellipse % F2 =1
A1 = 1: Cercle trigonométrique.

Ao 0 . e . -\
2 >, on obtient les symétriques de ces courbes par rapport a la premiére

NB : Si on choisit A = <0 A

bissectrice.
II.C- Le théoréme spectral fournit une matrice orthogonale P telle que { PBP = diag(u1, pt2). On note A’ =tPAP =
(a};). Alors Tr (AB) = Tr (A'B') = Tr (“”jﬂ “”il?) = pdy + piaaly.
H2Gg1  H202o
Posons ¢ : t € R+ py(Tr(A) — t) + pot. Comme Tr (A) = Tr (A') = a); + a),, on constate : Tr (AB) = p(ab,).
¢ est une fonction affine croissante (¢'(t) = p2 — 11 > 0).
Or afy, € R(A’) (d’apres I.B.1) et R(A’) = R(A) = [A1, A2] donc Tr (AB) < p(A2) = 11 + p2)g, cafd.
I1.D-
ILD.1) A1, A2 > 0 donc det(A) = M. A2 > 0.
I1.D.2) On reprend la base orthonormale (Y7, Y3) du ILA. Pour tout X = 2Y; +yYa, 1 XAX = \ja? + Aay? > 0, et
en particulier R(A) C R,.
II.D.3) a,d € R(A) d’aprés 1.B.1, et comme R(A) C Ry, il vient a, d > 0.
II.D.4) S est diagonalisable et admet deux valeurs propres réelles oy < ay (comptées avec multiplicité) et donc
Tr (S) = a1 + az et det(S) = aqas.
Si ay et ag > 0, alors trace et déterminant de S sont > 0.

Réciproquement, si ayas > 0, alors a; et as sont de méme signe, et si de plus a; + as > 0, alors les deux
valeurs propres sont > 0, cqfd.
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FIGURE 1 — T pour différentes valeurs de \;

II.E- On remarque qu’ici, a1, d1, as, da, les traces et les déterminants de A et B sont positifs ou nuls.

ILLE.1) L’inégalité de Cauchy-Schwarz donne :

bibe + /det(A)/det(B) < /b3 + det(A)./b + det(B

Or det(A) = aydy — b} et det(B) = aads — b3, donc bibg + +/det(A) det(B) < vaidiasds, cqfd.
II.LE.2) Par un calcul direct :

det(A +B) = (a1 + ag)(d1 +da) — (b1 + b2)2
= det(A) + det(B) + a2d; + a1ds — 2b1by et, d’aprés LE.1) :

> det(A) + det(B) + 2v/det(A4) det(B) + (v agd; — \/a1ds)?

> det(A) + det(B) + 2v/det(A) det(B

II.F- Remarquons que a;,d; € R(A) C R% d’aprés ILA, donc ici ay,d; et de méme, az, da > 0.

IL.F.1) En reprenant les suites d’inégalités ci-dessus, on constate qu’il y a égalité si et seulement si on a les deux
propriétés suivantes :

ap a2

= 0, autrement dit (a1,d;) et (ag,ds)
di do

a) Vasdy = Vaids, c’est-a-dire asd; = ajds, ou encore

colinéaires.

b) cas d’égalité de Cauchy-Schwarz, ¢’est-a-dire les vecteurs (b1, y/det(A)) et (b, y/det(B)) sont colinéaires
et de méme sens.

ILF.2) Oun traduit les deux conditions ci-dessus. Si (a), alors il existe un réel A tel que a3 = Aag et di = Ada
(nécessairement, A > 0). Si (b), comme det(A), det(B) > 0, il existe u > 0 tel que tel que by = uby et
det(A) = p? det(B). On en déduit : aydy = b? + det(A) = p2bg p? det(B) = p2aqzd;.

11 vient alors : A\? = 2, donc A = y, et finalement A = AB.
Réciproquement, si A = AB, avec A > 0, alors det( A +B) = det((l + A)B) = (1 + A\)?det(B) = det(B) +
2\ det(B) + A? det(B) = det(B) + 2y/det(A4) det(B) + det(A), cqfd.

I1.G-
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Réflexivité Pour tout S € S3(R), S — S5 =02>0 (car Sp(0) = {0} C Ry !), donc S < S.
Antisymétrie Soient S et S’ € S3(R) tels que S’ < S et S < S'. Pour tout A € Sp(S'—S),ona A>0et -\ € Sp(S—5)

donc —\ > 0, d’ou A = 0. Comme S’ — S est diagonalisable (symétrique réelle), on a S” — .S = 0.

Transitivité Soient S, So et S3 € S2(R) telles que S; < S et So < S3.

I1.H-

Sy — 51 > 0et S3— S3 >0, donc, d’aprés ILE.2), det(S3 — S1) > det(S5 — S2) + det(S2 — S1) > 0.
De plus (d’aprés I1.D.4), Tr (S3 — S2) > 0 et Tr (Sy — S1) > 0, donc Tr (S5 — S1) > 0. Avec I1.D.4) (sens
réciproque), il vient S — S; > 0, donc 57 < Ss.

Conclusion : la relation < est bien une relation d’ordre sur S3(R).

IL.H.1) Si A et B sont symétriques dans Ms(R) et B < A, alors A — B > 0 donc, avec I1.D.2, X (A — B)X > 0,

et enfin, {XAX >'XBX.

En appliquant ce résultat & A, < A,11, on montre que (!X A, X ),en est croissante, et si A est un majorant
de la suite (A,), alors !X AX majore la suite (*X A, X )pen-

Ces suites sont donc convergentes, quel que soit le vecteur X choisi.

IL.H.2) En notant (ej,ez) la base canonique de R?, il vient a, = fejA,e; et d, = ‘eaA, e, donc d’aprés L.H.1),

(an)nen et (dn)nen sont croissantes et majorées.

II.H.3) Les suites (an)nen €t (dn)nen sont donc convergentes. Pour X = ¥(1,1), on a : XA, X = a, + 2b, + d,,

II1

II1. A-

I11.B-

II1.C-

donc b,, = i(tXAnX — a, — dy), ce qui montre que (b, )nen converge également.

La suite (A, )nen est donc convergente.

Matrices symétriques définies positives

A est symétrique réelle, donc d’aprés le théoréme spectral, il existe P € O,,(R) tel que A = tPdiag(Aq,--- ,\p)P
ol A1, ..., A, > 0 sont les valeurs propres de A comptées avec multiplicité.

On pose A = diag(v/ A1, -+, VM) et Y = AP. Alors det(Y) = y/det(A) det(P) # 0 et 'YY = ‘PA2P = A,
cqfd.

On pose U = Y~ 1. Alors 'UAU = I,,. La matrice 'UBU est symétrique réelle, donc (théoréme spectral!) il existe
Q € O,(R) et D diagonale telles que '‘Q'UBUQ = D.
On constate alors ‘QUAUQ = 'QQ = I,,, d’oti le résultat attendu, avec T = UQ = Y 1Q.

I11.C.1) D’aprés le théoréme spectral, il existe P € O,(R) tel que B = Pdiag(u1,- -+ , i) P et donc I,, + B =

Pdlag(l—i_/’(‘h 71+/'[/n)fP

On en déduit, comme les p; sont tous positifs ou nuls : det(l,, +B) = H(l—i—ui) > 1+H w; = det I, +det B,

i=1 i=1

cqfd.

II1.C.2) D’aprés II1.B, on peut fixer T inversible telle que ‘T'AT = I,, et ‘T BT = D avec D diagonale.

IT1.D-

II1.E-

Alors det(*T(A + B)T) = det(I,, + D) > det(I,) + det(D) = det(tT AT) + det(*T BT).
Pour toute matrice M, det(!TMT) = det(*T) det(T) det(M) = (det T)? det(M), avec (detT)* > 0. On
peut donc simplifier 'inégalité précédente par (det T')2, et il vient : det(A + B) > det(A) + det(B).
In est concave sur R, donc, pour tout x > 0, et pour tout 3 €]0,1[, Slnz+ (1 —-3)Inl < In(Bz+ (1—£)1). On
applique la fonction exponentielle, qui est croissante, il vient : 27 < Bz + (1 — B), cqfd.
On utilise encore I11.B. Soit T inversible tel que *T'AT = I,, et *T BT = D = diag(p1, -+ , fin)-

Notons que p; > 0 pour tout ¢ (attention, les u; ne sont pas les valeurs propres de B en général, car T n’est pas

nécessairement orthogonale). En effet, comme B est symétrique, il existe une base orthonormale de R™ formée
n

de vecteurs propres de B : (Y1,---,Y,). On notera BY; = A;Y;. Par hypothése, \; > 0. Si X = inYi £ 0,
i=1

n
alors {XBX = Z \ixz? > 0. Ainsi, pour tout i, y; = te;De; = *(Te;)B(Te;) > 0.

=1
n

Finalement, det(*T'(aA + BB)T) = det(al, + BD) = [ [(a + Bu).
=1
Or, avec IIL.D), a + Bu; = (1 — B) + Bu; > uf.

On en déduit : det('T'T) det(aA + 8B) > [ [(1:)” = det(D)".
i=1
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II1.F-

1
Maintenant, avec det(A4) = ———— et det(D) = (det *TT)(det B), il vient : det(aA+BB) > (det B)?(det *TT) 1 =

det(*T'T)
(det B)?(det A)®, cqfd.
Le résultat est vrai de k = 1 (clair) et k = 2 (démontré au IILE). Soit k& > 2, on suppose I'inégalité vraie de k.

Soient Ay, ..., Axy1 des matrices définies positives, et aq, ..., agy1 des réels > 0 tels que g + -+ + agy1 = 1.
a1 Ay + -+ ap Ay

ap+ o+ ag
IILE, det(aA + BB) > (det A)*(det Apq1)**+1.

On applique 'hypothése de récurrence aux matrices A;, 1 < i < k et aux coefficients f5; =
det(A) = det(B1A; + -~ BrAx) > [Ti_, (det A;)P, donc (det A)* > []5_, (det A;)*.

On peut donc conclure : det(ad + 5B) > Hf:ll(det A;)¥i, ce qui prouve la propriété pour tout n € N* par
récurrence.

On considére les matrices A =

et B= Agy41, avec a = a1 + -+ ap et § = agy1. D’aprés

K3 . .
—, il vient :
@
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