Centrale PSI 2
Représentation connaissant les distances mutuelles

Remarques préliminaires.

Dans tout le corrigé, on identifiera R? et 'espace My, 1(R). Si X,Y € RP, on a alors
(X,y) ="XY
On remarque aussi que
'ZZ =n
en identifiant les éléments de M7 (R) a des éléments de R.
Enfin, on utilisera le fait que

VX € M, 1(R), VS € S (R), 'XSX >0

Il existe P orthogonale telle que P~1SP = diag(\1,...,\n) = D avec Vi, A\; > 0. On a alors ' XSX =
P X)D(PIX) =Y M(PTIX)2 > 0.

1 Centrage de matrices.
I.A. On remarque que J? = Z(*ZZ)!Z =nZ'Z = nJ et donc
P2:In+%J2—gJ:In—1J:P
n n n

7 est donc un projecteur. De plus, pour tout vecteur X orthogonala Z,ona PX = X — %ZtZX =
X et donc Vect(Z)+ C Im(r). De méme, PZ = Z — 1Z'Z7 = 0 et donc Vect(Z) C ker(r).
Vect(Z) et Vect(Z)* étant supplémentaires orthogonaux, on en déduit par dimension et théoréme
du rang que
Im(n) = Vect(Z)* et ker(m) = Vect(Z)
7 est finalement le projecteur orthogonal sur Vect(Z)*.
I.B.1 On a
VM, ®(®(M)) = P®(M)P = P?MP = PMP = &(M)

et @ est donc un projecteur. De plus,
VM, N, (®(M)|N) = Tr(*PPM'PN) = Tr(P'M PN) = Tr(*MPNP) = (M|®(N))

(on a utilisé la propriété Tr(AB) = Tr(BA)). ® est donc autoadjoint.
® est ainsi un projecteur autoadjoint et donc un projecteur orthogonal.
Pour mémoire, si A € ker(®) et B=®(M) € Im(®P), on a (A|B) = (A|®(M)) = (P(A)|M) =0
ce qui montre que l'image et le noyau de ® sont orthogonauz.
1.B.2 Procédons par double inclusion.
- Soit M € M, (R) telle que MZ ='MZ = 0. On a alors

®(M)Z = PMPZ=0=MZ

Par ailleurs, (MX,Z) = (X,!MZ) = 0 et donc MX € Vect(Z)*+. Comme 7 agit comme
Iidentité sur Vect(Z)*, on a donc aussi

VX € Vect(Z)*, ®(M)X = PMPX = PMX = MX

Les endomorphismes canoniquement associés a ®(M) et M agissent de la méme fagon sur
deux supplémentaires et sont donc égaux. On en déduit que M = ®(M) c’est a dire que
M € Im(P).



- Supposons que M € Im(®). On a alors PMP = M et donc
MZ=PMPZ=PM0=0
‘MZ="P'M'PZ =P'MPZ = P'M0 =0
On a ainsi montré que
Im(®) = {M € M,(R)) MZ ='MZ = 0}
I.C. On a ) 1
®(M)=PMP =M — ﬁ(MJ—I— JM) + EJMJ

Comme JMJ = Z'ZMZ'Z = (*ZMZ)Z'Z (car 'ZMZ est un scalaire), MJ = MZ'Z et
JM = Z'ZM = Z'Z'M (M est symétrique) on a donc

tZMZ

VANA
n2

1
dM)=M - —(MZ'Z + Z'Z' M) +
n

ce qui s’écrit aussi
o(M)
2

B(M) = M~ (S(M)'Z + 2'S(M)) + 72

J

2 Produit scalaire a partir des distances mutuelles (relation de Tor-
gerson).
ILLA. On am;; = ||Ui||? + ||U;||? — 2!U;U; ce qui permet d’écrire que
1012
M =N'Z+ Z'N —2'UU on N = :
1T
Comme PZ =0et'ZP ='Z'P ='PZ) =0, on a alors
PMP = —2P'UUP = —2(UP)(UP)
Or,UP=U — %UJ =U carde > ! ;U; =0 on tire UJ = 0. Ainsi
d(M) = -2'UU

II.B. La formule de I.C appliquée a la matrice symétrique M donne alors

1
i = o (®M))ij = —5(mij + aiy)

olt @i j = —L((S(M)'Z)i; + (Z'S(M)); ) + T i j = —L(S(M)i + S(M);) + 232,

n n

tU;U; = ('UU)

3 Condition pour qu’une matrice soit une matrice de distances mu-
tuelles au carré.

III.A.1 D’apres le calcul de II.A on a ®(M) = —2!(UP)(UP) qui est une matrice symétrique
réelle et a donc toutes ses valeurs propres réelles. Soit A une telle valeur propre et X vecteur
propre associé. On a

AX[? = (AX, X) = (@(M)X, X) = —2'X"(UP)(UP)X = —2|[UPX|* <0
et comme || X||? > 0 (X est non nul puisque vecteur propre) on en déduit que A < 0. On a ainsi

Sp(®(M)) C R~



III.A.2 Avec I'hypothése de centrage, on a cette fois ®(M) = —2!UU. 1l est immédiat que
ker(U) C ker(®(M)). Réciproquement, si X € ker(®(M) alors 0 = X®(M)X = 2(UX)(UX) =
—2||UX||? et donc X € ker(U). On a prouvé 1'égalité

ker(®(M)) = ker(U)

Par théoreme du rang, on en déduit que

rg(U) = rg(®(M))

Comme U possede p lignes, son rang (qui est aussi celui des vecteurs lignes) est plus petit que
p. On a donc
rg(®(M)) <p

IILB.1 V(M) = —1®(M) est symétrique (car ®(M) = PMP et M et P sont symétriques) a
valeurs propres positives (les valeurs propres de AA sont égales a  fois celles de A). C’est donc un
élément de S;F(R). Notons pq > -+ - > p, ses valeurs propres (positives). Par théoréme spectral,
il existe une matrice orthogonale @) telle que

\IJ(M) = Q_ldiag(ula ceey Nn)Q

On en déduit alors (@) étant orthogonale) que

U(M)='VV avec V = diag(\/ii1, .-, /iin)Q

r étant le rang de (M), on a fiy41 = --- = p, = 0 (on a ordonné les valeurs propres) et V' peut
s’écrire (par blocs) V = (é > ot U € M, ,,. Un calcul par blocs montre que ‘VV ='UU. On

a ainsi montré que

3U € M,,(R)/ (M) ="'UU

II1.B.2 On a (M) = PMP = —2'UU. Comme PZ = 0, on a donc ‘UUZ = 0 et donc aussi
tZIUUZ = 0 soit | UZ||* =0 et donc UZ = 0. Or, UZ =", U; et ainsi

=1

La partie IT indique alors que W(N) = ‘UU ce qui, par choix de U, donne
U(N) =W (M)

D’apres les relations de Torgerson, on a

irdy mag — (SO0 +500;) + TE) = gy - L5+ s();) +

Comme m;; = n;; = 0, on a donc
K b

.2 o(M) 2 o(N)
Vi, ——S(M); =——S(N),
iy — 25+ T8 = 2y 4 79
En sommant ces relations, on a alors —# = —@ et donc o(M) = o(N). La relation

précédente devient
.2 2
et on a S(M); = S(IN); pour tout i. Les relations de Torgerson donnent finalement Vi, j, m; ; =

n;; et on a prouvé que
M=N

Ainsi, M est une matrice de distances mutuelles au carré.
Remarque : on n’a bizarrement pas utilisé la positivité des coefficients m; ;.



4 Etude d’un exemple dans I’espace R>.

IV.A.1 Supposons les quatre points coplanaires. Dans le plan contenant les points, on choisit le
repére orthonormé direct (A,7,;) ol 7 = AB. On a donc A = (0,0), B = (1,0). 11 existe 6
tel que D = (cos(f),sin(f)) (puisque AD = 1) et ¢ tel que C = (1 + cos(¢),sin(¢)) (puisque
BC = 1). La condition CD = 1 impose alors (1 + cos(m) — cos(#))? + (sin(¢) — sin(#))? = 1
c’est a dire 1+ cos(¢) — cos(f) — cos(¢p — 6) = 0. Avec les relations trigonométriques, on obtient

2 sin2(“779) -2 sin(#) sin(#) = 0 c’est a dire encore

sin(¢ g 9) <sin(¢;0) — sin(gb;_g)> =0

Ceci n’a lieu que si ¢ = 6 ou ¢ = m ou § = 0. Les deux derniers cas sont exclus car les points
sont deux a deux distincts. Finalement, on a

D = (cos(#),sin(f)) et C = (1+ cos(f),sin(h))
et on a un parallélogramme. On a alors (identité du parallélogramme)
a>+ b =4

IV.A.2

a. B étant a égale distance de A et C, il est dans le plan médiateur de ces points c’est a dire
dans I + Vect(@)L. Le méme raisonnement tient pour D. Tout point de la droite (BD) est
donc aussi dans ce plan. C’est le cas pour J et on obtient que f]} est orthogonal a B .
De méme, A est a égale de distance de B et D et il en est de méme de C' ce qui permet de
montrer comme ci-dessus que I.J est orthogonal a Eﬁ
Finalement, la droite I.J est perpendiculaire aux droites (AC) et (BD) (c’est la perpendiculaire
commune).

b. Soit p la projection (affine) sur le plan A + Vect(ﬁ )t et P sa partie linéaire (qui est donc la
projection vectorielle sur Vect(1.J)"4).

——

Comme BJ = JD et p(J) = J, on a donc (en prenant I'image par P) p(B)I = m et I est le
milieu de [p(B)p(D)]. Comme c’est aussi le milieu de [AC], le quadrilatere (A, p(B),C,p(D))
est un parallélogramme. Comme BD est orthogonal & IJ ,on a aussi p(B)p(D) = BD. On a
donc (avec 'inégalité du prallélogramme)

a’> +b* = AC? + p(B)p(D)* = Ap(B) + p(B)C + cp(D) + p(D) A

Mais comme P est une projection orthogonale, elle contracte les distances et ap(B) = p(A)p(B)
|P(AB)|| < AB = 1. On procede de méme pour les quatre autres distances et on obtient
a® + b? < 4. Comme soit B soit D n’est pas dans le plan ACI, 'une des inégalité précédente
est stricte (par exemple, si c’est B alors ||[P(AB)|| < AB). On a finalement

a’ + b < 4

IV.A.3 Posons k = A==t ot A = (-a/2,0,0), C = (a/2,0,0), B = (0,~b/2,k), D =

(0,b/2,k). On a alors quatre points distincts qui vérifient les conditions voulues.
IV.B.1 On a

0 1 a2 1 2+ a2
1 0 1 b2 2 + b2

M= o | o 1 [S@n=| 57 |, oM)=8+2a+b)
1 v 1 0 2+ b2



IV.B.2 J’utilises 'expression de I.C pour obtenir

1 1 0 0
0 o 0 1 9 1
O(M) 1 | = 1| O(M) 0 =—b 0
0 0 -1 -1
-1 -1 1
1 a? + b? 1 1
O(M -2 d(M =
on| L= L eon | | =0
1 1 1
Comme ¥ = —%, on a donc
1
0 AN 9
- 1 est vecteur propre de U associé a la valeur propre a”/2.
0
0
1
- 0 est vecteur propre de ¥ associé & la valeur propre b?/2.
-1
-1
1
- 1 est vecteur propre de ¥ associé a la valeur propre 1 — ‘ﬁffﬂ.
1
1
1
- 1 est vecteur propre de ¥ associé a la valeur propre 0.
1
Enfin, les opérations Lg < L3 + Ly puis Ly < L4 + Lo montrent que le déterminant des quatre
-2 2
vecteurs vaut 9 o |= —8 #£ 0 ce qui indique que les vecteurs forment une base de R%.

On a donc toutes les valeurs propres qui sont 0,a?/2,b%/2 et 1 — # (éventuellement, elles
peuvent étre égales).
IV.B.3 U(M) est semblable & diag(0,a?/2,b%/2,1 — #). Comme a,b > 0, le rang de cette

matrice est au moins égal a 2. Tout dépend de la nullité de 1 — #.

-Sil-— a2f’2 # 0, U est de rang 3.
- Sil—#zo,\ﬁes‘cderangz

IV.B.4 Si les points sont coplanaires alors le rang de la matrice U est inférieur a 2 et il en est de
méme de celui de ® (ou V). Le rang de ¥ ne pouvant étre égal a 3, on a

a?+b2=4

IV.B.5 ® étant a valeurs propres négatives, on a
a®+b* <4

IV.B.6 On suppose maintenant que a? + b*> < 4. On applique le procédé de III.B pour trouver
les vecteurs U. On introduit donc une matrice orthogonale P diagonalisant W(M). Avec ce qui
précede, on écrit

1/vV2 0 -1/2 1/2

W(M) = Pdiag(a®/2,0?/2,1— (a*+0%)/4,0)P™! avec P = —1(/)¢§ 1/oﬂ —11//22 5;

0 ~1/v/2 1/2 1)2



I1 nous suffit alors de choisir pour U les lignes (en enlevant la derniere coordonnée) de P =
diag(a/v/2,b/v/2, /1 — (a% + b2)/4,0). On choisit donc

a/2 0 —a/2 0
Vi _— a2 _p2
U= 0 , Ug = b/2 |, Us= 0 , U=\ —b/2 avec k:+

—k/2 k/2 —k/2 k/2

On retrouve le méme exemple qu’en IV.A.

5 Cas ou il n’existe pas de point représentant une matrice de dis-
tances mutuelles.

V.A.1
a. Soit Q € 0,(R) (fQ =Q7') et A€ M,(R). On a alors

I'QAQI = Tr('Q' AQ'QAQ) = Tr('Q"AAQ) = || A”

la derniere égalité provenant de I'invariance de la trace par similitude.

b. W(M) est symétrique réelle et le théoreme spectral indique qu’il existe une matrice orthogo-
nale Qo qui diagonalise W(M). On a alors ‘Qo¥(M)Qo = QEI\I’(M)QO qui est diagonale.

c. Soit T € §F(R). On a |[U(M) —T|| = |'Qo(¥ (M) — T)Qol|| = ||[Do — *QoT Q]| ot Dy est la
matrice diagonale 'Qo¥(M)Qo. On peut écrire ‘QoTQo = D + E avec D diagonale et E &
diagonale nulle et donc orthogonale & toute matrice diagonale. En posant 77 = Qo D!Qq, on a
alors (on utilise Pythagore)

(¥) = [W(M)=T"|*=||Do — D|* < | Do = D|I* + | E|* = || Do — (D + E)||* = || ¥ (M) - T|?

Par ailleurs, en notant (X, ..., X,) la base canonique de R™ on a (puisque T est dans S;')
Xi'QoTQoX; = Y(QoX:)T(QoX;) > 0 (en utilisant une remarque préliminaire) et donc
EXi(D + E)X; > 0 ce qui donne D;; = (D + E);; > 0. D étant diagonale & coefficients
positifs, 77 = QoDQq ! est & valeurs propres positives. C’est donc un élément de S;. ()
indique alors que si F # 0 alors T ne mimise pas ||¥(M) — U|| pour U € S;I.

En contraposant, on a montré que

YTy € ST(R), |[W(M) —To| = min T (M) - T|| = 'QoToQo est diagonale
TeSt (R)

n

d. La question précédente nous montre qu’il nous suffit de nous restreindre au cas de ma-
trices T' = QoDQqy I avec D diagonale & coefficients positifs (pour rester dans S;). Notons
{1, 142, - - ., pin les valeurs propres de W(M). Il s’agit donc de minimiser pour dy,...,d, > 0
la quantité ||diag(ps —di, ..., ptn —dp)|| . Cette quantité vaut \/(u1 — di1)% + - + (n — dp)?
et il s’agit donc de minimiser chaque (y; — d;)?. 1l existe un unique choix minimisant cette
quantité : d; = p; si p; > 0 et d; = 0 sinon.

On a ainsi montré que

3Ty € SF(R)/ |W(M) —Tol| = min  [[¥(M) - T
TeS; (R)

et on a donné un procédé pour obtenir Tj.
V.A
a. D’apres la contruction précédente, le rang de Ty (égal au nombre de d; non nuls) est égal
au nombre de valeurs propres > 0 de W(M) (comptées avec leurs multiplictés) et ce rang est
plus petit que n — 1 (il y a au moins une valeur propre < 0) et plus grand que 1 (on suppose
Ty # 0). Par ailleurs, la partie ITI.A indique que p > rg(®(M)) = rg(¥(M)) et ce rang est



égal au nombre de valeurs propres non nulles de W(M) (comptées avec leurs multiplictés). Ce
nombre est plus grand que celui des valeurs propres > 0 et on a donc

p > rg(To) € [1.n —1]

b. On note r le rang de Ty. Quitte & changer I'ordre des colonnes de (), il existe donc des
réels dy,...,d, > 0 tels que 'QoToQo = diag(ds,...,dy,0,...,0) = D? ol on a posé D; =
diag(v/dy, . ..,v/d-,0,...,0). On a alors

To = QoD ('Qo) = "(D1Qy ") (D1Qy )
N . . -1 o U
Les n — r dernieres lignes de D; étant nulle, D1Q, " peut s’écrire, par blocs, 0 avec
U € M, »(R). Un calcul par blocs donne alors
To ='UU

c¢. En gardant les notation précédentes, on a Qal\IJ(M)QO = diag(dy,...,d,) et QalTOQO =
diag(dy,...,d;,0,...,0). De la premiere relation, et comme ¥(M)Z = —%PMPZ =0, on

tire que

diag(dy,...,dn)QoZ =0
c’est & dire que Vi, d;(QoZ); = 0. En particulier (di,...,d, sont > 0) on a les r premieres
coordonnées de (Q9Z qui sont nulles. Or, la seconde relation donne

d1(QoZ);

Q' ToZ = diag(dy, ..., dy,0,...,0)Q0Z = dT(QoOZ)T

0

et ainsi, QalToZ = 0 ou encore TpZ = 0 c’est & dire 'UUZ = 0 ce qui implique ||[UZ]|? =0
(multiplier & gauche par !Z) ou encore UZ = 0. Ceci s’écrit exactement

Y Ui=0
i=1

d. D’apres la partie IL. on a W (M) = ‘UU et donc

On a bien trouvé un p minimal (puisque le plus petit des p envisageable est le rang de Tp)
pour lequel il existe une famille (U;)1<i<n de vecteurs centrés dont la matrice M des distances
mutuelles vérifie W(M).

V.B.1 Pour toute matrice A ona V(A) = —%PAP et 'image de ’endomorphisme canoniquement
associé & W(A) est incluse dans celle de 7, c’est & dire dans Vect(Z)* = H. A fortiori, H est
stable par I’endomorphisme canoniquement associé a W(A).

V.B.2 On a immédiatement

Ny = M+ k(J — 1)



V.B.3 Comme ¥(J) =0 (car ®(J) =0 car PJ =0) et ¥([,,) = —3P* = —1P, on a donc
k

U(Ny) = U(M) + 5P
Soit A une valeur propre non nulle de ¥(Ny) et X un vecteur propre associé. X = $¥(Ng)X est
dans I'image de ¥(Ny) et donc dans Vect(Z)+. On a alors PX = X et donc ¥(M)X = (A— %)X
A — k/2 est donc valeur propre de W(M).
De méme, si p est valeur propre non nulle de W(M) alors p + % est valeur propre de W¥(Ny).

- Si W(Nyg) est a valeurs propres positives, alors toute valeur propre non nulle de ¥(M) est plus
grande que —%. On doit donc avoir

k> —2min(Sp(¥(M))) = ko

- Réciproquement, pour toute valeur propre non nulle A de ¥(Ny,), on a A—kq/2 dans le spectre
de ¥(M) et donc —%0 < A —ko/2. W(Ng,) est alors & valeurs propres positive
Il existe un réel ky minimal qui est

ko = —2min(Sp(W(M)))
V.C.1 On a (M.);; = M;; + 2cdz~7j§§' + cZ(CZJ)Q et commme ding“ij = d;; (car dj; = 0) et que

(¢)2 = ¢, on a donc
M, = M +2¢D + 2(J — I,)
® étant linéaire (et en utilisant ®(J) =0 et ®(1,,) = P)
O(M.) = ®(M) + 2c¢®(D) 4+ A(®(J) — ®(I,,)) = B(M) + 2¢®(D) — 2P

Il reste & composer par ‘X a gauche et X & droite et & utiliser U = —%CIJ pour en déduire
2
VX € R, PXW(M)X =X U(M)X + 28 X (D)X + %tXPX

V.C.2 ¥(M) = —3&(M) est symétrique. Notons pq > -+ > i, ses valeurs propres. Par théoreme
spectral, il existe une matrice orthogonale @ telle que

U(M) = QM diag (i1, -, 1n)Q

Pour tout X € R™, ona!X¥(M)X = {(QX)diag(p1, ..., un)QX = > iy 11i(QX)Z > Anin | QX2
et, @ étant orthogonale, ||QX || = || X]|. Finalement,

VX €R", EXU(M)X > Apin' X X
Le raisonnement est exactement le méme pour obtenir
VX €R™ "XU(M)X > pmin' XX

V.C.3 Soit A une valeur propre non nulle de ¥(M,) et X un vecteur propre associé. On a alors
X = $U(M:)X € H et donc PX = X. Ainsi, avec la question V.C.1

2
NX[P ="X¥(M)X = XU(M)X + 2 XU(D)X + %tXX

Avec la question précédente, on en déduit que

2
C
/\HXHQ 2 ()‘mm + 2C,Umm + E)HXHQ

Amin + 2Ctmin + % est un polynéme de degré 2 en ¢ dont la plus grande racine est ¢ (qui est
> 0 car A\pin < 0 car on a supposé que U(M) a au moins une valeur propre < 0). Pour ¢ = ¢,
la valeur prise par le polynome est nul et donc A > 0.



Si ¢ = ¢ alors Sp(¥(M.)) C Rt
Si ¢ > ¢ alors la valeur prise par le polynoéme est > 0. Le méme calcul donne, pour tout X € H,
EXW(M)X > (Mmin + 2CHmin + %)HX]P qui est > 0 pour X non nul/
Sic>calors VX € H\ {0}, 'XU(M.)X >0
V.C.4 L’ensemble A est borné car inclus dans la sphére unité. Il est aussi fermé comme intersection
de deux fermés (la sphére unité et I'image réciproque de R™ par I’application continue X
—2LXU (D)X + /4(*X¥(D)X)2 — 21X ¥(M)X). Cest donc un compact. Comme « est une
application continue, elle est bornée et atteint ses bornes sur ce compact et

IX* e X*) = X
A/ o(X") = max a(X)
Pour X € A, a(X) correspond au plus grand des zéros de ¢ — ‘XU (M)X + 2¢/! X ¥ (D)X + %
Pour ¢ > a(X), on a donc ‘X U(M)X + 2¢/ X U(D)X + & > 0.
Si, par 'absurde, a(X™*) < 0 alors VX € A, a(X) <0 et donc

2
Ve>0, VX € A, LXU(M)X + 28 XU(D)X + % >0

Si|X|| =1, X € Het4(!XU(D)X)? - 2!XVU(M)X < 0 alors le discriminant du trinome
du second degré ci-dessus est strictement négatif et ce trindbme ne s’annule pas et reste posi-
tif. L’inégalité reste donc vraie pour ces X. Finalement, avec la question V.C.1 (pour X €
H, ' XPX = ||X|?) on a

Ye>0, VX € H avec | X| =1, ' XU(M)X >0

Or, on sait que ¥(M) admet une valeur propre strictement négative A. Soit X un vecteur propre
associé. Il est dans H (car X = %\IJ(M )X) et, quitte & le normer, on peut le supposer de norme
1. Pour ce X, ona A ="'XU(M.)X >0 ce qui est une contradiction avec A < 0. On a donc

o =a(X*) >0

V.C.5 o est un zéro du trindme X*W(M)X* + 2¢' X*W¥ (D) X* + % et avec la question V.C.1
(comme ci-dessus) on a
EX*U(My ) X* =0

Pour tout X € A, a(X) < o* et en a* le trinome ‘XU (M)X + 2/ X¥ (D)X + % est positif
(comme expliqué en C.4.). Ceci reste vrai pour X € H avec || X|| = 1 (voir ci-dessus) et donc

(toujours avec C.1)
VX €H avec ||X| =1, "XV (M,)X >0

En prenant une valeur propre A non nulle de ¥(M,+), on trouve un vecteur propre normé
correspondant qui est dans H et on obtient A = ‘X W (M,+)X > 0 (méme raisonnement qu’en
C.4). On a donc

Sp(¥(Ma-)) C RF

Sic>a*alors VX € A, ¢ > a(X) et 'XU(M)X + 2 X V(D)X + % > ( et ceci reste vrai pour
X € H avec | X| =1 (toujours le méme raisonnement). Ceci reste vrai pour kX avec k # 0 et
X € H de norme 1 donc vrai pour tout X non nul de H. On a donc

Ve > o, VX € H\ {0}, ‘XU (M)X >0

a* est donc une constante convenable et donc ¢* < o*. Si 'inégalité était stricte, on ne pourrait
avoir ‘X *W(My+«)X* = 0 (la quantité serait > 0 par définition de ¢*). On a donc



V.C.6
a. U(M.) est symétrique réelle et il existe donc une base orthonormée (X1, ..., X,,) de diagona-
lisation. Notons A1, ..., A, les valeurs propres correspondante. En notant x les coordonnées
de X* sur cette base, on a

0="X"T(M)X* = A(a})’
=1

Les \; étant positifs, ceci implique que Vi, \;(x})? = 0. Ainsi, on a 2} = 0 dés que \; # 0. Les
seules coordonnées de X* qui peuvent étre non nulles correspondent a des X; dans le noyau
de U(M+). X* est donc dans ce noyau :

U(M*X* =0

b. Un calcul par blocs donne

(5 2t ) ()= (520 ) = (aand - oo )

Le méme calcul qu’en C.1 donne ¥(M.)X = ¥(M)X + 2¢¥ (D)X + %PX. En appliquant

ceci avec X* et ¢*, on a alors 0 = W(M)X* +2¢*U(D)X* + @X* ce qui permet de montrer
que

(5 2om ) (e )= ()

2U(M)Xe =Xy

—X1 — 4\I/(D)X2 = "}/XQ >}
La seconde équation permet d’exprimer X en fonction de X5. En injectant dans la premiere
équation, on obtient

V.C.7
a. En traduisant le fait que (X7, X2) est vecteur propre, on obtient {

2
U(M)Xs + 29¥(D) X5 + %XQ =0
Il suffit d’utiliser le calcul de C.1 pour en déduire
P XU (M) Xs =0

Par ailleurs, si X5 = 0 alors la seconde équation donne X; = 0 ce qui est exclus (un vecteur
propre n’est pas nul). On a donc
Xo#£0

Siy = 0 alors v < ¢*. Sinon, la premiére équation donne X; € H (I'image de W(A) est incluse
dans H pour tout A) puis la seconde équation donne Xy € H. Comme X5 est non nul dans H
et vérifie tXQ‘P(M«,)XQ = 0 alors v < ¢* par définition de ¢*. On a donc toujours

vy<c

b. ¢* est ainsi la plus grande valeur propre de la matrice par bloc proposée.
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