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Épreuve : MATH~MATIQUES II Option M, P’ 1 

N!!&!iQ!Ls 
Y est un csixice iiIfine cwclitlien oricwti. (Ir diniension 3 rapporté ii un repiw or- 
thonormiil direct Ff =. ( O; ;. /’, k ) . Si M cst  un point yiielconqitc ( 1 e ~ ~ ’ d e  coortlon- 
n6es (x .y .2 )  d;ins R, on 1;crit M = ( x . y . z )  . 1,r plan ( O :  ; , j )  est not.i. plus 
siinpl(:iiirnt x o y .  1Jn plan (rc-sp. unc droite) pariillih iiu pliin x o y  vst tlit(c!) ho- 
riz.ontal(e). IJn plan (rexp. utic droite) iiwpendicul;iire mi plan x O y  ttst &Ut.) vvr- 
Cicake). 

Les cinq parties sont largement indépendantes les unes des autres. 

Soit (II l i t  h rme  dilli;rentielle dbfinie r n  tout point M = ( x . y . 2 )  dv ;*’ par : 

c b t  mit 9 I’ensc.nit)lc dtts points M = ( x , y . z )  tels que 2 - # 8 O. 

1.A - Ilessiiier I’eiistvnl)lc cles points M = ( x , y , r )  tels que 2 - # = O .  

I .B - Soit p : ut* 3 nt une Fonction de c~:isse % ’. 
1 . 1 ~ 1 )  &ire une i.quiition clifrérenticaiic Iintuirtb ciu prcwiic.r ordre à ~;iqrteI~c 
doit sutisliiirc? cp pour que la fortlit! tlifWc1ntic4le 11 ddinie c!n tout point 
M = ( x . y . z )  dt! 2’ piir r r ( ~ ,  = (p(x2 -- #)c~YM) soit tsxitcte. 

I.B.2) 

1.C - En d d u i r e  une fonction U : 9 -+ 02, de classe ‘(. 

tNM) = - 4 x # Z d x t 4 2 y Z d y +  ( x 4 - y 4 ) d z  (1) 

Uétctrniint!r d o r s  p telle que : ( ~ ( 1 )  = 1 ,  pi-1) = 1 .  

trlle que : 

UM, = O 

dU = I l  (2 )  

Pour tout M = ( x .  y. a de 9 tt!l que z = O, (3)  

s siirfac- U 

On nppellc surfaice de niveau de U toute partie 1, de 9 ddftnie par UM, = )i 
06 A est un rwI dolin$. 

1I.A - Montrer que, pour tout rdcl k, I’&ude de 1, se riiinPiie à celle de 
I’onsemlh SA de i‘ ’ défini par I’équntion 

2(2+#) - k ( 2 . - $ )  = o. (4 )  

I1.B - Donner des dldnients de symbtrit! de SA ‘? 
1I.C - 
1I.C. 1) 

Il.C.2) 

Dans toute la suite du problème, on suppose A :’O. 

11.11 - fitu(Ic (le I’intersection (te S, nvoc le plan Pl d’bcluation I = x. /3  - y . 
11.1).1) &ire une dquation polaire dc 1:i projection orthogonole CA,, de Cl., 
sur le plan x o y .  

Il.l).2) Construirt: C,., , . On pr6ciwru notiitlimc!tll les tilngetites h l’origine, 
1’;isytnptote et lii position de 1:i courlw par rapport il l’:isyniptote. I , a  rcdit:rche 
systhiatique des points multiples et d(:s points d’inflexion n’est par contre pas 
dcinmdée. 

I1.E - I h d e  de l’intersection 

1l.E.1) Montrer que la projection orthogonde de sur le plan x O y  
pcwt drc! reprdaentde piirtltiii.tricluctrni,iit par 

Quel est l’ensemble S, ? 

Pour )i# O ,  comment l’ensemble S se déduit-il (Ir! I’ensctmble S,  ? 

de S, avec le p lm Pz d’tiquntion z = x 

1 - ?  

r - ?  
1 + ?  

x = h  
l + ?  r € n t  ( 5 )  

y =  A 

II.E.2) Construire CA, 2. On pri.ciwra notaniiiwnt les tangtwtcts h I’origiiw, 
I’nsyniptote et la position dc la courbe par rapport k l’iisyniptok. IAn rrcherclte 
systinintique  CR points multiples e t  des points d’inflexion n’est par contrct pils 

demandée. 



MATHÉMATIQUES II 

I l .E .3 )  
est donnée par : 

CA,2 préscnte une boucle. Montrer que la longueur L de  cette boucle 

’ J P  + r P  t s d t  
L = 2 q  

? +  1 O 

où r et s sont deux rbch que l’on explicitera. Donner, sans chercher à calculer 
exactement l’int6Crale, une valeur approchée à 1OU3 près de L /  (2L) . 
11.1+:.4) Calculer l’aire A intéricwre à la boriclr précédente. On donnera la va- 
leur exacte et  une virleur approch6e ti 1W3 près de A/L2 .  

Partie 111 - #tude dr*s dmites tracses sur S, 

I1I.A - 
III.A.1) Soit t E Ili. Montrrr que l’intersection de SA avec le plan nr d’kluation 
y = t x  est la r h n i o u  d’une clroite verticale. que l’on précisera, et  d‘une droite ho- 
rizontale Aa, dont on explicitera un systPnie d’équations. 

III.A.2) En dbduire I’eneemble (les droites horizontales incluses dans SA. 
I l I . 1 3  - 
111.1%. 1) fitablir quca toute tlroitt. non horizontale d e x  peut Cire definie de ftiçon 
unique par un systcrne d’équations de  la fornie : 

x =  a z + p  
a. b. p. q rkels (6) i y = b ~ t q  

II1.1K2) 1)éterniiner les droites non horizontales tracées sur  SA. 

e - L)(vfirrition &;o,,,&-&e s, 

1V.A - Soit Mo = ( x o .  y,,, zo) un point de  Sa et soit t E IR. &rire les ccwdaiinées 
d c b  la prujection orthogonale Ho,, de Mo su r  la droite définie par le syd?wJ 
d’équations : 

, y = r x  { 1 - ?  z = k - -  - 
l+? 

Option M P‘ 

1V.R - Montrer que, quand t varie dans IR, Ho, appartient B un plan fixe 0, cloiit 
on donnera une équation. Vérifier que Mo E O,. 

1V.C - Donner une équation de  la projection orthogonale rio sur le plan xO/ de 
la courbe ro décrite par Ho, quand r varie dans IR et en déduire la na >ure 
géométique de r0. 
1V.D - A partir des trois questions précédentes, donner une definition 
géométrique de la surface SA. 

Partie V - h t d o  de ce rtai ‘nes courbes t rnccessur SA 

Dans toute cette dernii.re partie, on note (p. 0.2)  un s y s t h c  de  coordonnées 
semi-polaires (ou cylindriques) de M = ( x ,  y. z)  et on ne  conxiclere que ceux des 
points M pour lesquels p f O .  On rappelle que, si  ’u est le vecteur de  coordonnbes 
(cos6. sine. 0) dans la base ( ; , j , k )  et si 7 = ‘& A.Ü,  on B : OM = p i  + z i  

V.A - h r i r e  u n e  condition nécessaire et suffisante que doivent vérifier (p. 8. z) 
pour que M appartienne B SA. 

V.B - Soit M un point de  S, de coordonnées semi-polaires (p.8.z) avec p t O .  
Trouver (a. 13) E IR2 tel que le vecteur ri de coordonnées (a, 13. p) dans la base 
( u ,  i ,  
V.C - Soit y : 10, 11/21 -+ Ut*, une fonction de classe R’2. La relation p = y(e) 
définit une courbe tracée sur  SA. 

Donner les coordonnCes dans la base (C .  d’un vecteur f l  orthogonal a u  
plan osculateur h L k , v  au  point M de  S, de coordonnées semi-polaires 
(W(B). 8. 2) . 

V.D - 
V.D. 1 ) 
M A SA coincident-ils constamnient lorsque M parcourt L L  

V.Il.2) Expliciter alors w .  
V.D.3) 
qui passe ptrr le point A de  coordonnées ( 1.1,  O) dans R. 

soit normal en M 11 SA. 

A quclle condition le plan osculateur en M B LA, ~ et le plan tangent en 
? 

Construire la projection orthogonale sur le plan xOy de  la courbe Li, 

0 0 0  FIN 0 0 0  


