Centrale M 1991 Maths-1

Préambule

Pour tout entier naturel k on définit le polynéme I'y, par :

X(X - 1) P XX 1) (X ke

To=1, T1=X, Tp=—"p— .. o

(o]
Le but du probleme est d’étudier quelques propriétés de ces polyndémes et des séries du type > a,I'y(2) ol = est une
n=0

variable réelle et (ay,),>0 une suite réelle.

Partie I

On étudie dans cette partie quelques propriétés des polynomes I'.
1) Montrer que pour tout entier relatif x, I'y(x) est aussi un entier relatif. Calculer I'y (k) et T'y(—1).
2) Etablir pour tout entier n > 1 les formules :

To(X +1) = Tp(X) =Tp1(X),  nln(X) = (X —n+ D1 (X).

3) Soit un polynéme @ de degré n. Montrer que les conditions suivantes sont équivalentes.
e Pour tout entier relatif z, Q(x) est un entier relatif.
e Il existe n + 1 entiers relatifs consécutifs x, ..., z, tels que les Q(x;) soient des entiers relatifs.
e Il existe des entiers relatifs ag, a1, ..., a, tels que Q(X) =ag + a1 I'1(X) + ... + a, [ (X).
On pourra observer que tout polynéme est une combinaison linéaire des polynémes ', et raisonner par récurrence
sur le degré de Q.

4) Soit une fraction rationnelle F' = P/Q, ou P et @) sont deux polynémes réels. On suppose qu’il existe un entier N
tel que, pour tout n entier au moins égal & N, F'(n) soit entier relatif. Montrer que F' est un polynéme satisfaisant
aux conditions de 3). On pourra utiliser une récurrence sur d, d désignant le degré de F, c’est-a-dire la différence
entre le degré de P et le degré de Q.

Partie IT
1) Soit f une application de [a, +00[ dans R, ot a < 0.
a) Montrer qu’il existe une suite de réels (a,,) et une seule possédant la propriété suivante : pour tout n, la fonction
n
f(@) = > agl'k(x) est nulle pour x égal aux n + 1 entiers consécutifs 0,1,2, ..., n.
k=0

La suite (a,)n>0 sera dite suite associée a la fonction f.
b) Montrer que la suite associée a la fonction z — b* (b > 0) est a, = (b— 1)™.
2) a) On suppose de plus ici que f est de classe infinie. On donne un réel x > «. Montrer qu’il existe, pour tout
entier naturel N, un réel 6 tel que :

N
f(x) =Y arTi(@) + T (2) fTD(0).
k=0

N
On pourra utiliser la fonction auxiliaire qui & ¢ associe f(t) — > axl'k(t) — A ny41(f) ol A est une constante
k=0

convenablement choisie et appliquer le théoreme de Rolle.
b) En déduire que, pour tout n entier naturel, il existe un réel positif A, tel que a,, = f (")()\n).

m91cmlea.tex mardi 23 novembre 2004



3) Caractériser les nombres réels r possédant la propriété suivante : pour tout entier strictement positif n, n” est un
entier. On pourra, p étant un entier naturel, utiliser la suite associée a la fonction z — (p + x)", et faire tendre p
vers +00.

Partie IT1

(&)

Soit (an)n>o une suite donnée de nombres réels. On lui associe la série Y a,I'y(2). Dans cette partie, on étudie les
n=0

propriétés de cette série.

1) Soit « un réel fixé, non égal a un entier naturel. On consideére la suite (py)n>0 définie par p, = n?|Ty(x)|.
a) Etudier, selon le réel p, la nature de la série de terme général u,, = In(pn41) — In(py ).
b) Que peut-on en conclure pour la suite p, ? Montrer qu’il existe un réel strictement positif K (z), tel que Pon
ait, quand n tend vers +oo
lim n* T, (z)| = K(z).
n—-+00
On ne cherchera pas & calculer K(z).

2) Soit f une application de classe infinie de R dans R vérifiant la propriété suivante : il existe un entier naturel
ng, tel que pour tout y positif et tout entier n supérieur ou égal & ng, | (y)| < Mn, M étant une constante
strictement positive.

a) Soit (an)n>o0 la suite associée & f, selon la définition donnée en II-1a). Montrer que l'on a pour tout réel
o0
positif z : f(z) = > an'n(2).
n=0
b) Que peut-on dire de f si cette fonction est nulle pour tout entier naturel ?

oo
3) Soient x et y deux réels, tous deux distincts d’un entier naturel. On suppose y > z. Que dire de la série > a,I'y(y)
n=0

si la série i a,I'y,(z) converge absolument ?
4) Soit xg unnréoel non entier naturel, b un entier strictement supérieur & |xg|. Soit « un réel appartenant & ]zg,b]. On
pose wp(z) = Th(z)/Th(zg).
a) Etablir que la suite (wy,(x))n>p est monotone et tend vers zéro.
b) En déduire lexistence d’'une constante K telle que, pour tout z appartenant a [zg,b], et pour tout n > b,
P (2)] < KTy (o) -

(oo} [ee]
c) Montrer que, si la série Y a,I',(x0) converge absolument, alors la série > a, ', (z) converge normalement sur
n=0 n=0
tout compact de [z, +o0l.
5) On admet le théoréme (T') suivant :
o0
Soit une série numérique convergente Y. A, et une suite (V,)n>0 d’applications d’un intervalle I dans R, telle

n=0
que :

o pour tout x de I, la suite n — V,(x) est décroissante
o il existe M réel tel que, pour tout x de I et tout n entier naturel : |V, (z)| < M,

o0
alors la série de fonctions >, A\, Vi (x) converge uniformément dans I.
n=0

o0

a) Déduire de ce théoreme que, si la série > a,I',(x) converge en un point zy (xg non entier naturel), alors elle
n=0

converge uniformément sur tout compact de [zg, +00[.

b) Montrer de plus qu'’il y a convergence absolue sur |xg + 1, +00].

o0
6) On consideére, dans cette question, la série Y "I, (z).

n=0

a) On suppose |h| < 1. Pour quels z la série est-elle convergente ? Quelle est alors sa somme ?

b) Que se passe-t-il lorsque |h| > 1?7

c) On prend h = 1. Pour quels z la série converge-t-elle 7 Montrer que la somme est égale & 2%. On pourra

n
appliquer ITI-2a) et s’en servir pour déterminer le signe de 2° — >~ Ty (x).
k=0

d) On prend h = —1. Pour quels z la série Y, (—1)"T',,(z) est-elle absolument convergente ? Pour quels z est-elle
n=0

convergente ? Soit o(z) sa somme ; donner o(z) lorsque z est entier naturel.
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o0
e) On fixe z strictement positif, et Pon pose, ¢ décrivant [0,1] : @, (t) = > (=1)"t"T',(z). Reconnaitre, pour

n=0

t # 1, cette fonction. Etablir que la série ci-dessus converge normalement en ¢ sur [0,1]. En déduire o(z).

Partie IV

0
On considere dans cette partie des fonctions de la forme f(x) = / (1 4+ ¢)"h(t) dt ou h est une application continue

—1
de [-1,0] dans R.

o , [0
1) Montrer que, pour = > 0, on a la relation : f(z) = (/ t"h(t) dt) Iy (x). (1)

n=0 -1

2) h désigne une fonction définie et continue sur [—1,0]. On suppose x > —1. Etablir & I'aide de la formule de Taylor
avec reste sous forme d’intégrale la relation, pour tout entier NV

t t— N
(1407 = 3 £70,(x) + By(t,2) ot Ry(t,z) = (N + 1)FN+1(33)/ (=) 0w du
o \1+u
0<n<N
0
3) Conservant les hypotheéses du 2) on étudie ici Nlim h(t)Ry(t, x) dt.
—oo J_q

0
a) Montrer que I'intégrale / h(t)Ry (t,x)dt converge.
—1

b) A T’aide du changement de variable s = {_T_u

(%

établir pour [t] < 1

Ra(t,2) = (N + )T npr(2)(1 + t)””/o (s+ 1)1V ds,

¢ ¢
c) En posant ry(t) = / (s +1)" " 1sNds et H(t) = / (14 s)®h(s)ds, établir, a l’aide d’une intégration par
0 —1
parties :

0 0
/ Ry (t,z)h(t)dt = —(N + 1)FN+1(x)/ H()(1+t)" " 4N de.
-1 -1
4) Montrer que l'application ¢ — [H(t)(1 + t)~®~!| est bornée. En déduire que la relation (1) est vérifiée pour
z > —1.
5) On prend ici h(t) = (1 +t)*, ot A > 0.
a) Pour quelles valeurs de z I'intégrale définissant f a-t-elle un sens ?

0
b) Calculer a,, = / t"h(t) dt pour tout n entier naturel.
1

¢) Etablir, pour z > —1 la relation : f(z) = 3. a,In(2). (2)
n=0

d) En utilisant les pdles et les zéros de la différence f(z) — > a,I'n(z) déterminer les valeurs réelles de = pour
n=0
lesquelles la relation (2) est valable.
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