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 RE AM 

Dans tout le texte. z désigne une variable complexe ; l'cxponentielle de z 
sera notée indiffirtmment et et exp z, la partie réelle de z sera notée Re(z). 
On appellera A I'ensemble des nombres complexes de module strictemcnt 
inférieur 1. On conviendra de poser O" = 1. 

On definit une application F de dans commc suit : 

O F(l) = O 

1- 2) O POU tout z # 1. F(Z) = exp  

Le but du probième est d'établir que F est dévcloppablc en séric entiErc 
dans A et d'étwier quelques propriétcs de la suite des coefficients dc ccttc 
série entière. 

La  seconde et  la troisième partie sont indépendantes, 

1 PR EMIE RE P.+ RTIE 

On a d m e t t r a  ie théorème (T) suivant : 
Soit (un, k),, E u, k E b~ une "suitc double" il tcrmcs complexcs, c'est-à- 

dire une applicaion de M x M dans c ,  vérifiant les hypothèses 
suivantes : 

(HI) pour :out n, la série C lu, ,,J est convergente, 
k 

Y 7  m .  
(H2) 0 la s&+e 2 sn , où = 1 lun , k t  , est convergentc. 

kEM k = O  

Alors les deux membres de I'égaliti ci-dessous ont un sens et sont égaux : 

1.1. Soit n an cnticr naturcl. Etablir que la fonction qui. à tout 
n 

admet un développement en série entière dans A , 

I ,n 
développerncnt quc l'on notera k 

k = O  
Montrer que les a,.,,k sont des entiers naturels. 
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1.2. En utilisant le développement en série entière de (1 + x)y, où y est une 2; constante réelle convenable et x une variable réelle comprise strictement W P 
envc - 1  et 1. déterminer a,,,,k en fonction de n et de k. 

1.3.3) Montrer que l'@alité %= 1 an,k (- l)n - 
+ m  

- *  n :  n = O  
de réels. définit unc suitc (bk)k 

b) Calculer bo, b l ,  b2. 

1.4. Etant donné z appartenant jl A ,  é:ablir quo la "suite double" définie 

an,k Zk pour tout couple (n,k) d'entiers naturels par k = ( -  1)" - 
n !  

satisfait aux hypothèses du théorème (T). 

1.5. Déduire de cc qui précède que, pour tout z appartenant à A,  l'on a : 

" k  F ( z )  = 2 bkz 
k = O  

On désignera par R le rayon de convergence dc la série entière ci-dessus 
(on a évidement R 2 1). 

I D E U X I E M E  PARTIE 1 
On se propose dans cettc partic dc déterminer R *ct dc trouvcr une suitc 
majorant la suite Ib nl . 
On désigne par A '  l'ensemble des z vérifiant lzll 1 et z f 1. On confondra 
dans 'le langage les nombres complexes et les poink du plan complexc lcs 
reprisentant.  

1I.l.a) Pour tout z complexe, on pose z = x +iy, x et y étant réels ; calculer 
l n  IF (z)] en fonction de x et y. 

b) Etant donné un réel positif au sens large, on appelle CA l'ensemble h 

des z vérifiant IF (z)1= X 
Déterminer une équation cartésienne de Cl : indiqucr la nature et la 
position de CA. 
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C )  Tracer sur un même graphique les Cl. corrcspondant 2 II.9.a) Etablir, pour tout n > O, l'cxistcncc ct l'unicité d'un couplc an. P n  

m n  
* O  

w 3  

f 

1 2 

e 
l = - . ~ , C , e , e  . 
11.2. Quclle est la borne supérieure de IF (z)1 lorsque z dCcrit A' ? Est-cllc 
attcine ? si oui, cn quels points ? 

II.3.a) Montrer que F est continue en tout point autrc quc 1. 
b) F cst-cllc continuc au point 1 ? 
c) La rcsuiction de F à A a-telle une limite au point 1 ? 

11.4. Déduire de 11.3. la valem de R (voir 1.5). 
La sfrie z l b  nlest-elle convergente ? 
1IS.a) On donne r compris strictement cntrc O et 1. ELablir Ics rormulcs 
valables pour tout n entier naturel : 
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dc réels tcls quc : O c an < Tn < Pn c - x 
2 

ct u ' ~  ( &, = - u ' ~  ( an 1 = n 314 

b) Démontrer I'inCgalité uun ( Bn ) 1 2 I I ~ ' ~  

c) En déduirc unc majoration dc ( 8, - an ). 

11-10. Pour tout n > O, on appcllc respcctivcmcnt I n ,  J,, Kn ct L, Ics 

intégrales dc la fonction t + crp ( i s ( t ) )  sur lcs intcrvallcs 
r 

a)  Donner une majoration de IKnl. 
x 

établir l'inégalité lLn[ - 2 
314 

n 
On pourra, E étant choisi (E > O), parta_rcr [O, n] en 2 intervalles : [O, & 1. GX1- 

C) Majorer par la m2rme technique 1Jnl. 

d )  Déduire de ce qui précède une majoration de Ibn1 du type c n-3I4 où 
C est unc constante entière, qui soit valable pour tout n. On ne cherchcra 
pas la meilleure valeur possiblc dc C. 

x - 
11.6. En dfduirc la formule : b n  = 2G - x Re [[ 'cxpbint+&-d] 

LTROISIEME PARTIE 

Cette partie est indépendante de la précédente. Elle a pour but essentiel 
une étude sommaire de la variation du signe de bn en fonction dc n. 

111.1. Déterminer une équation différentielle linéairc homogène d'ordre 1 
vérifiée par F(x) lorsque x décrit J - 1. l[. 

IIX.2. On pose, dans toute la suite du problkme. Cn = n bn pour tout n. 
g) Etablir la relation de rfcummce (R) : 
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11.7. Montrcr quc la suite (bn)n E 

majorant Ibnl. 

11.8. On pose, pour tout t compris strictcmcnt cnuc 0 CL - 
1 2 

esr borncc et donner une constante 

x 
POU[ LOU[ n 

cnticr strictcmcnt positif : un (t) = 2nt + - 2 tant  
Etudicr les variations ct k, signc dcs fonctions Un* u'n* u"n. Expliciter cn 
fonction dc n la valeur Tn de l'uniquc ziro dc u'n- 



cn + =(  2 - k)cn - cn pour tout n > O 

111.4. On supposc, dans ccttc seulc question, qu'il existe no tel que pour 
tout n 2 no on ait Cn > O 

Etablir cue la suitc (dnjn est ddcroissante. Cettc suitc a donc unc 
n o  

En dtduire une minoration de la longueur de Un. 

Etablir la relation Ce(n) + I ( h + 1) de(nl. 

h ( h + l )  
de(n) + h b) En déduire 

b) Etudier les variations de 5 lorsque p varie de B(n) B e(n + 1). 

C) En déduire les variations de Ç, quand p dkcrit Un. 
d )  En utilisant 1II.S.a. Ctablir que si p, q, f appartiennent P Un et 

b) Diterminer Cn pour n allanr dc O a 6. 
c) hlontrcr quc s'il cxiste n norr nul tcl que cn = O, alors cn - ct cn + 1 

Sont non nuls ct dc signcs opposés. 

1113. On posc. pour tout n cnticr strictcmcnt positif : dn = Cn - C, 1 vérifient p < q c r. on a dors : 'q - 'P >'r -. 'q 
DCmontrcr lcs formulcs : 4 - P  r - q  
Cn + h = C n + d n +  l + d n +  2 + . - . + % +  h ( n 2 O . h  1 1) 

( n l  1) 

Faire une figure- représentant l'ensemble des points de coordonnées (k, Ck), 
k décrivant Un ; interpréter géométriquement I'inégalitd précédente. Cn 

d n +  I = % - T  II 

( n 2 l . h  2 1) 1 cn + h - 1  
n + h  - 1  

e) Indiquer t r t s  sommairement ce que deviennent les résuiGu ci-dessus 

r III.6.a) Soit n un entier pair et h un entier vérifiant O 5 h c e(n + l)-O(n). 

pour n impair. 

les rclations ftablics dans la question pricédcntc, aboutir à une Swl 
contradiction. t 

C) Soit O n  le plus petit entier k de Un tel que Ck = s. 
Donner une minoration de on-  B(n) ne faisant intcrvenir quc e(n).  

I d )  Monuer que la minoration obtenue est valable aussi pour n impair. 

111.5. Or, pcut donc dffinir (on nc demandc pas de lc justificr) une suitc 
(@(ri) )n strictcmcnt croissantc ct à valcurs entitrcs, possidant les 
propriktfs suivantcs : 

. e (1) = O  
Quelle est la limite de 0(n + 1) - B(n) quand n tend vcrs + ? 1 

. (- 11" Ce(,) 2 O 

. POU Lou: k tel que 0(n) c k < 8 (n + 1). l'on a (- 1)" c k  > 0 - 

o n  notc un fintervalle max l ck l  

f:) 111.7. On cherche à préciser numiriquement 8(n). Soit N un entier donnf. 

Dtcrirc (en français) un algorithme permettant dc calculer les valcurs de 
e(n) pour n variant de 1 à N. 
DCterminer ces valeurs pour N = 10. 

( 111.6. 
- 

em, 0 (n + 1) I ct Mn k €Un 

Dans la suitc de cettc question on suppose que n est pair. 

0 5 Ce(,) Ce (n) + 1 , 
a) Emblir les inCgalitCr : 

C e ( n + i ) - 2 > C e ( n + i ) -  I ' 0  
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