ECOLE SUPERIEURE D’ELECTRICITE
ECOLE SUPERIEURE D'OPTIQUE

ECOLE CENTRALE PARIS
ECOLE CENTRALE DE LYON

MATHEMATIQUES |}

[PREAMBULE]

Dans tout le texte, z désigne une variable complexe ; l'cxponentielle de z

sera notée indifféremment e% et exp z, la partie réelle de z sera notée Re(z).
On appellera A T'ensemble des nombres complexes de module strictement
inférieur 3 1. On conviendra de poser 0° =

On définit une application F de € dans € comme suit :
e F(1) =0
-
l-2z

Le but du probiéme est d'établir que F est dévcloppable en séric entitre
dans A et d'étucier quelques propriétés de la suite des coefficients dc cetie
série entiére.

e pour tout z #1, F(z) = exp(-

La seconde et la troisidme partie sont indépendantes.

{PREMIERE PARTIE]

On admettra ie théoréme (T) suivant :
Soit (“n' k)n €N’k € N une "suite double”

2 termes complexes, c'est-a-

dire une application de N x N dans C, vérifiant les hypotheses
suivantes
(H1) e pour tout n, la série z I I est convergente,
ken "k

H2) o la séde 2,
kEN

Sn. ol sn Z lu
k=0 'k

' , €est convergente.

Alors les deux membres de 1'égalité ci-dessous ont un sens et sont égaux F
- - { oo
Z l =3
=0 n,x n=0

u N ]
u Mg

u

kon;k

I.1. Soit n un entier naturel. Etablir que la fonction qui, a tout

z

z # l,associe (
-2z

Concours d’'Rdmission 1990 M P v

n A
) admet un développement en série entiére dans A ,

Zankz
k=0

Montrer que les a,; x sont des entiers naturels.

n
développement que l'on notera ‘ z )
l-2

L.2. En utilisant le développement en séric emtiére de (1 + x)Y, ol ¥ est une
constante réellc convenable et x une variable réelle comprise strictement
entre -1 et 1, déterminer a; | en fonction de n et de k.

+ oo
1.3.2) Montrer que l'égalité b= Y (-ﬂn Zn.k

n=0 n'
définit une suite (bk)k €N de réels.
b) Calculer bo' bl’ bz.

[.4. Ewant donné z appartenant 3 A, établir que la "suite double” définie
an,k k
—_—1

pour tout couple (n,k) d'entiers naturels par u;, | = (- D)°
: : n!

satisfait aux hypothéses du théoréme (T).

I.5. Déduire de ce qui précéde que, pour tout z appartenant 3 A, lona:
o

Y bkzk

k=0

On désignera par R le rayon de convergence dc la série entiére ci-dessus
(on a évidemment R 2 1).

F(z) =

[DEUXIEME PARTIE]

On se proposc dans cette partic de déterminer R «ct dec trouver une suitc
majorant la suite Ibnl.
On désigne par A' l'ensemble des z vérifiant Izls letz#1. On confondra

dans le langage les nombres complexes et les poinis du plan complexe les
représentant.

I1.1.a) Pour tout z complexe, on pose z = x +y, x et y étant réels ; calculer
&n |F {z” en fonction de x et y.

b) Etant donné un récl’positif au sens large, on appelle Cy [I'ensemble
des z vérifiant |F [z)|=12
Déterminer une équation cartésienne de C; ; indigquer la nature et la
position de C,.
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¢) Tracer sur un méme graphique les Cp  correspondant a

5
-~

l:-l-,l.re‘,e,e
e

I1.2. Quelle est la borne supéricure de [F {z" lorsque z déerit A’ ? Est-clic
atteinte ? Si oui, en quels points ?
I1.3.3) Montrer que F est continue en tout point autrc que 1.
b) F ecst-clle continuc au point 1 ?
¢) La restriction de F 2 A a-t-clle une limite au point 1 ?
I1.4. Déduire de I1.3. la valeur de R (voir 1.5).
La série zlb n]est-elle convergente ?

II.5.a) On donne r compris strictement cntre 0 et 1. Etablir les formules
valables pour tout n entier naturel :

2z iq -inB n i6 .inb

b,“_-_—l— F(re e de -_-%Re f F(re )¢ d

n 2n 0 0
T (ie) - inf

b) Etablir que l'intégrale Fle Je d6 est convergentc.

0

¢) Démontrer que l'on a

0

”

On pourra, € étant choisi (¢ > 0), pantager [0, n] en 2 intervalles : [0, €], {em).

T
11.6. En déduirc la formule : 2 V: 2
bn = Re

n

0

I1.7. Montrer que la suitc (bn)n €N st bornée €1 donner une constante

majorant lb n l .

. n
[1.8. On posc, pour iout t compris stricicment cnirc 0 et E et pout tout n

ier strictement positif : u_ () = 2nt +
enticr s p n T tamt

- . . - .
Etudier les variations et lc, signe des fonctions u,, vy, u”,. Expliciter cn

fonction de n la valeur T, de l'unique zéro dc up-

n T
i8] - ind (ie -in®
Lim F (rel )e . de = F e )e 40
r—1- 0

expllint+ l dt
2 tant

[1.9.a) Etablir, pour tout n > 0 I'existence et l'unicité d'un couple o S Bn

de réels tels quc:0<an<Tn<Bn<§

ety (Bp)=-ufy (o )=n"*
b) Démontrer I'inégalité v (By)22 n3/2
¢} En déduire unc majoration de ( Bn - ).

I1.10. Pour tout n > 0, on appelle respectivement I, I K« L, les

intégrales de la fonction t — cxp (iun(t)) sur les intervalles O.EI
) 2

[01 un]r [un' BnL [Bn ’ g‘]
a) Donner une majoration de lKnl.
T
2 iun(t)
b) En écrivant : Ly = L. ORI
fu'p(t) :
Bn
établir Vinégalité |Ln| € —2
374

¢) Majorer par la méme technique }Jnl. _
d) Déduire de ce qui précéde une majoration de lbnl du type C n"3/4 on

C est unc constante entiére, qui soit valable pour tout n. On nc¢ cherchera
pas la meilleure valeur possible de C.

[TROISIEME PARTIE |

Cette pariie est indépendanie de la précédentc. Elle a pour but essentiel
une étude sommaire de la variation du signe dec b, en fonction dc n.

I11.1. Déterminer une équation différentielle linéairc homogéne d'ordre 1
vérifiée par F(x) lorsque x décrit ) - 1, 1.

I11.2. On pose, dans toute la suite du probleme, C
~ a) Euwablir 1a relation de récurrence (R) :

n:nbn' pour tout n.

Tourner 1a page.
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1
Cn+1=(2';)cn'cn-1 pour tout n > 0

b) Déterminer C, pour n allant de 0 a 6.

¢) Montrer que s'il existe n non nu!l tel que Cp =0, alors C;p _ et Cp 4
sont non nuls ct dc signes opposés.

IT1.3. On posc, pour tout n cntier strictement positif : d =C

n n-1
Démonitrer les formules :
Chnsn=Ch+dpy oo+ +dpip {(nz20,h 2 1)
Cn N

=t~ 21
dn+1‘dn n (n )
d - _C_n Cn +1 .+&1_+__h_'_1.. (nzl,h 21
n+h n n+l n+h -1

II1.4. On suppose, dans cettc seulc question, quiil existe n, tel que pour

tout n 2 n, on ait Cn> 0

Etablir que la suite (dj), > no °S décroissante. Cetic suitc a donc une

limite L finie ou non. En distinguant suivant les valeurs dec L et en utilisant

les reclations établies dans la question précédente, aboutir 2
contradiction.

unc

I11.5. On pcut donc définir (on ne demande pas de le justificr) une suite
(8(n) hh21 stricicment croissantc ¢t 3 valeurs entiéres, possédant les

propriétés suivantes
.8 ()=0
- )" Coyy2 0

. Pour 1out k tel que O(n) <k <O (n + 1), 'on a (- l)“ C,>0.

) c
On note U, Iintervalic { 8{n), O (n + D et My = kméaﬁn ! k!

Dans la suitc de cetic question on suppose que n est pair.
a) Euablir les indgalités :

0< Com)<Comy+1 Cem+n-2>cqm+n-1>°

En déduire une minoration de la longueur de Up-

b) Etudier les variations de dp lorsque p varie de 6(n) 2 O(n + 1).
¢} En déduire les variations de Cp quand p décrit U,.

d) En utilisant II1.5.a, éablir que si p, q, r appartiennent 2 U, e
vérifient p < q < r, on a alors : Ca- Cp >Cr _,.Sﬂ
q-P r-q

Faire une figure représentant l'ensemble des points de coordonnées (k, Ck)'
k décrivant U, ; interpréter géométriquement !'inégalité précédente.

e) Indiquer trés sommairement ce que deviennent les résultats ci-dessus
pour n impair.

rIII.G.a) Soit n un entier pair et h un entier vérifiant 0 <h < 8(n + 1)-8(n).

Etablir la relation Ce(n) +h S(h+1) d9(n)'

b) En déduire

M
Sea

()

9(n) + b 2 de(n)(l-

h(h+lj
20(n)

¢) Soit @, le plus petit entier k de U, tel que C, = M.
Donner une minoration de ©, ~ 6(n) ne faisant intervenir que 6(n).
d) Montrer que la minoration obtenue est valable aussi pour n impair.

Quelle est la limite de 8(n + 1) - 8(n) quand n tend vers + oo ?

s

ITIL.7. On cherche a préciser numériquement 8(n). Soit N un entier donné.

Décrirc (en frangais) un algorithme permettant dc calculer les valeurs de
6(n) pour n variant de 1 2 N.

Déterminer ces valeurs pour N = 10,

*8s FlN *xe
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