Epreuve de Mathématiques A

Durée 4 h

Si, au cours de I’épreuve, un candidat repére ce qui lui semble étre une erreur d’énoncé, d’une part il
le signale au chef de salle, d’autre part il le signale sur sa copie et poursuit sa composition en
indiquant les raisons des initiatives qu’il est amené a prendre.

L’usage de calculatrices est interdit.

AVERTISSEMENT

La présentation, la lisibilité, 1’orthographe, la qualité de la rédaction, la clarté et la
précision des raisonnements entreront pour une part importante dans I’appréciation des
copies. En particulier, les résultats non encadrés et non justifiés ne seront pas pris en
compte.
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Question préliminaire
Soit F un espace vectoriel sur R, et f et g deux endomorphismes de E tels que
feg=gof

Soit A une valeur propre de f, E\(f) le sous-espace propre associé.
Montrer que le sous-espace Ey(f) est stable par g c’est a dire

Vo € EX(f), g(x) € EX(f).

Partie I

Soient f et g les endomorphismes de R? dont les matrices dans la base canonique sont
respectivement

10 0 0 1 1
A=10 0 -1 B=| -1 1 -1
01 2 1 1 3

1. Montrer que f et g commutent.

2. Déterminer les valeurs propres et les sous-espaces propres de f et g.
Les matrices A et B sont-elles diagonalisables ? trigonalisables ?

3. On note e; un vecteur propre de g associé a la valeur propre 2. En utilisant la
question préliminaire, déterminer un vecteur e, non colinéaire a ey tel que le sous-
espace Vect(e,e2) soit stable par f et par g.

En déduire qu’il existe une base de E dans laquelle les matrices de f et g sont
triangulaires supérieures.

Partie I1

Soit F un espace vectoriel sur C de dimension n, n € N*, et soit f un endomorphisme
de E admettant n valeurs propres distinctes A1, ..., A,.

1. Montrer qu’il existe une base (eq,...,e,) de E constituée de vecteurs propres de f.

2. Soit (ag, .. .,aq) € C1. On considére le polynome P défini par

d
P=> aX'
=0
Soit u I’endomorphisme de E défini par
d .
u=P(f) = af
=0
avec fO = Id I'application identité de E, et pour k > 1, f* = fo---o f est la k-iéme

composée de f.

(a) Montrer que f et u commutent.



(b) Exprimer les valeurs propres de u en fonction de celles de f et montrer que u
est diagonalisable dans la méme base que f.

3. On suppose dans cette question uniquement que £ = C5. On note I5 la matrice
identité d’ordre 5. Soit

0 0001 5 4 3 21
10 000 1 5 4 3 2
A=101 0 0 0 B=1]12 15 4 3
001 0O 3215 4
0 0010 4 3 2 1 5

(a) Déterminer les valeurs propres (éventuellement complexes) de A.

(b) Trouver 5 nombres réels ag, a1, az, as, as tels que
B=q¢ls +a1A+ GQAZ + a3A3 -+ a4A4.

(c) En déduire les valeurs propres (éventuellement complexes) de B.

4. On revient a un espace E général. Soit g un endomorphisme de E qui commute avec
f.

(a) Quelle est la dimension de E),, sous-espace propre de f associé a la valeur propre

A ?
(b) En déduire, en se servant également de la question préliminaire que pour tout
i €{1,...,n}, e; est également un vecteur propre de g. On notera y; la valeur

propre associée.
(c) g est-il diagonalisable 7

(d) On note C,_1[X] I'ensemble des polynomes & coefficients complexes de degré
strictement inférieur & n et on considére I'application

@ Cn—l[X ] — cn
P — (P(A1),...,P(\n))
i. Vérifier que 'application ¢ est linéaire.
ii. Vérifier que son noyau est réduit au polyndéme nul.

iii. Montrer qu’il existe un unique polynéme P de degré strictement inférieur
a n tel que
Vi€{1,2,...,n}, P()\Z):,ul

(e) Déduire des questions précédentes qu’il existe un polynéme P de degré stricte-
ment inférieur a n tel que g = P(f).

1/ 5 -3
M‘2<—3 5>'

(a) Déterminer une matrice orthogonale Q telle que Q@' MQ soit diagonale.

5. On considére la matrice

(b) On cherche une matrice N telle que N2 = M. Montrer en utilisant les résultats
de la question 4 que si une telle matrice N existe, alors,
— Q7INQ est diagonale.
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— Il existe deux réels « et 5 tels que
N =aly + M

ou I» désigne la matrice identité d’ordre 2.

(c) Déterminer toutes les matrices N vérifiant N2 = M.

Partie II1

On considére I'espace euclidien R? orienté muni d'un repére orthonormé direct (4, §, k). On
note {u,v) le produit scalaire usuel dans R? des vecteurs u et v.

1. On considére la rotation r d’axe dirigé par le vecteur unitaire a et d’angle 6.
(a) Rappeler I'expression générale de I'image r(u) d’un vecteur u de R? orthogonal
aa.

(b) Montrer que tout vecteur v de R? s’écrit de maniére unique
v=u+ Aa

avec a et u orthogonaux.
(¢) En déduire l'expression générale de I'image r(v) d'un vecteur v quelconque de
R3.
2. On considére f la réflexion par rapport au plan d’équation x +y = 0 et g la réflexion
par rapport au plan d’équation y + z = 0.
(a) Quelle est la nature de f o g 7 Préciser ses éléments caractéristiques.
(b) Donner la matrice de f o g dans la base canonique.
(c) Les endomorphismes f et g commutent-ils ?
(d) Déterminer les valeurs propres (complexes) de fog et de go f.
3. On considére ’endomorphisme de R3 dont la matrice dans la base canonique est

4
0 —5
1
0

Ul O ulw

0

3

5
Montrer que cet endomorphisme est une rotation dont on précisera les éléments
caractéristiques.

4. Soit @ un vecteur non nul de R3 et \ un réel strictement positif. On considére I’ap-
plication ¢ de R3 dans R? définie par

Yu € R3, o(u) = u+ Mu, a)a.

(a) Veérifier que ¢ est un endomorphisme.
(b) Pour quelle(s) valeur(s) de A 'application ¢ est-elle une isométrie ?

(¢) Reconnaitre alors ¢.
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