Banque <<Agro>>
A et AE - 0203

MATHEMATIQUES A
Durée : 3 heures 30 minutes

L’usage de la calculatrice, d’abaques et de tables est interdit pour cette épreuve.

Les deux problémes sont indépendants.

Dans le premier probleme le graphe demandé & la question IV.1.4 sera tracé avec soin sur une
feuille de papier millimétré. Les différentes parties de ce premier probleme traitent de fagons
indépendantes du méme objet T, défini dans le préambule.

Premier probléeme.

Dans ce probleme E désigne ’espace vectoriel sur R des applications continues de IR dans IR.
On appelle polynéme toute fonction polynémiale de IR dans lui méme ; on note IR[X| I’ensemble
des polynémes et, pour tout entier naturel d, on note IR4[X] ’ensemble des polynoémes de degré
inférieur ou égal & d. On rappelle que, par convention, le degré du polynéme nul est fixé & —oo.

Pour tout élément f de E on note T'(f) 'application de IR dans lui-méme définie par :

z+

vz € R, T(f)(z) = / F(t)dt.

x—1

Premiére partie : exemples.
Soit w un réel ; on note f, l'application définie par : Vx € R, f,(z) = €“" et on note g
I’application définie par :

z stz €[0,1]
Ve, g(z) = 2—zsiz €[1,2]

0 sinon

I.1. Déterminer pour tout w réel les fonctions T°(f,) et T'(g).

1.2. Soit C = (O,f,f) un repere orthogonal du plan, G la courbe représentative de g dans le
repere C et A la droite d’équation z = 1 dans le repere C.
1.2.1. Montrer que A est un axe de symétrie de G.
1.2.2. Tracer sommairement G’ la courbe représentative de T'(g) dans le repere C.
1.2.3. Déterminer un axe de symétrie de G’.
1.2.4. La fonction T'(g) est-elle de classe C? sur R 7
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Deuxiéme partie : étude de T.

I1.1. Montrer que, pour tout élément f de E, application T'(f) appartient & E et est dérivable
sur IR. Déterminer la fonction dérivée de T'(f) et montrer que T(f) est de classe C* sur R.

I1.2. On note T 'application de E dans lui-méme définie par f — T'(f).
I1.2.1. Rappeler pourquoi T est un endomorphisme de E.
I1.2.2. T est-elle une application surjective ?

I1.3. On suppose que f est une application de E, bornée sur IR.
I1.3.1. Montrer que T'(f) est également une application bornée sur IR.
11.3.2. Montrer qu’il existe un réel K tel que :

V(z,y) € R, |T(f)(z)-T(f)y)| < Klz -yl

II.4. Montrer que si f est une fonction périodique de E alors T(f) est aussi une fonction
périodique sur IR.

I1.5. Déterminer la parité de T'(f) en fonction de la parité de f.

Troisieéme partie : étude de restrictions.

II1.1. Soit w un réel non nul ; on note 1, Y2, p3 et w4 les fonctions de E définies par :
Vz € R, p1(z) = cos(wz), @2(z) =sin(wz), ¢s(z) = rcos(wz), @4(z) = rsin(wz).

On note F,, le sous-espace vectoriel de E engendré par 1, p2, ¢3 et pa.

II1.1.1. On note B = (¢1,¥2, 3, v4). Montrer que B est une base de F,,.
II1.1.2. Calculer T(p1),...,T(¢4) et en déduire que T(F,) C F,,.

Dans la suite on note M, la matrice dans la base B de la restriction T, de T' a F,, définie par:
T, : F, — I,
f e T(f)
I11.1.3. Déterminer le rang de M, selon la valeur de w.
I11.1.4. Déterminer le noyau de T, selon la valeur de w.
II1.1.5. L’endomorphisme T, est-il injectif ?

IT1.2. Soit (d,n) un couple d’entiers naturels non nuls ; on note €, le polynéme défini par
Vz € R, £,(z) = z" et gy la fonction constante égale & 1. On rappelle que C = (g¢, €1, ...,€4)
est une base de Rq[X].

II1.2.1. Montrer que T(IR4[X]) C IR4[X].
Dans la suite on note A4 la matrice dans la base C de la restriction, ©4, de T' & IRy4[X] définie
par: .
04 : Ry[X] — Ry[X]
f=1T(f)

2



I11.2.2. Déterminer A3. Quelles sont ses valeurs propres ? Est-elle diagonalisable 7
I11.2.3. Déterminer ’ensemble des valeurs propres de ©4.

TI1.2.4. Dans le cas ou d > 2, 'endomorphisme ©4 est-il diagonalisable 7

II1.2.5. L’endomorphisme ©, est-il bijectif ?

II1.3. Soit © la restriction de T & IR[X] définie par
©: R[X] - R[X]
f e T(f)
IT1.3.1. Montrer que © est un endomorphisme de IR[X].

IT1.3.2. L’endomorphisme © est-il bijectif ?
I11.3.3. On note h le polynéme 2e3 + 63 + 81 + 4e¢. Résoudre dans IR[X] I’équation

O(f) = h.
Quatriéme partie : étude d’une transformeée.

On note g 'application définie par

Vz € R, g(z)= 3vz(z?2 - 1).
On rappelle que pour tout z réel on note 2,/z I'unique réel dont le cube vaut z.

IV.1. Etude de la fonction g.

IV.1.1. Etudier la continuité et la dérivabilité de la fonction g.

IV.1.2. Déterminer les limites de g aux bornes de son ensemble de définition et donner
son tableau de variation.

IV.1.3. Montrer que Gy, courbe représentative de g, admet une asymptote oblique dont
on étudiera la position par rapport & la courbe G; aux voisinages de +00 et de —oo.
IV.1.4. Tracer avec soin la courbe représentative de g ainsi que son asymptote oblique.

IV.2. Etude de la fonction T'(g).

IV.2.1. Etudier la parité de T'(g).
IV.2.2. Déterminer les variations de T'(g).
IV.2.3. Calculer la valeur T'(g)(0).

Deuxiéme probléme : matrices de Toeplitz.
Dans ce probléme , on note de nouveau, pour tout entier naturel d, IR4[X] ’ensemble des

fonctions polynomiales de degré inférieur ou égal & d et ¢4 'application définie sur IR par
¢t~ t4. On note S : Ry4[X] — IR4[X] l'application définie par

i=d i=d—1
V(ag,...,aq) € ]Rdﬂ,s(z ai€;) = Z Qi+1€5.
i=0 i=0
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Dans la suite du probleme d désigne un entier naturel, I; ’endomorphisme identité de IR4[X],
et L(IR4[X]) 'espace vectoriel des endomorphismes de IR4[X]. Enfin, on note I/ le sous-espace
de L(IR4[X]) engendré par

(I4,8,8%, ...,8%.

Premieére partie.

I.1. Montrer que S est un endomorphisme de ’espace vectoriel IR4[X] et donner les

images par S des vecteurs de la base (gg,...,&4).
1.2. Ecrire la matrice de S dans la base (eg,...,&£q).
I.3. Ecrire la matrice de S* dans la base (o, ...,&4) pour k entier naturel compris entre

1 et d puis vérifier que S9! = 0.

I.4. Montrer que (I, S,S?, ...,5%) est une famille libre de L{IR4[X]).

I.5. Vérifier qu’un élément u € L(IR4[X]) appartient & U si et seulement si sa matrice
B = (b; ;), dans la base (eo, . ..,€4), est triangulaire supérieure et vérifie b; ; = by ;_; pour
tout couple d’entiers (i, j) tels que 0 <7 < 5 < d.

I.6. Dans cette question on suppose que u € L(IR4[X]) commute avec S ; montrer que

Yk € {0,...,d},uex) = S *(u(eq)).
En déduire que U est ’ensemble des endomorphismes de IR4[X]| qui commutent avec S.

Deuxiéme partie.

Dans cette partie (A1,...,Aq) est un d-uplet de réels. On suppose que \; est non nul et on
k=d
note u = Y ApSk.
k=1
II.1. Déterminer u®*! et montrer que (I, u,u?, ..., u?) est une base de U.
II.2. On note eq = €4 et pour tout k entier naturel, & € {0,...,d — 1}, on note e =
u?~*(eq4). Montrer que (e, .- .,eq) constitue une base de IRy[X]. Ecrire la matrice de u

dans cette base.

FIN.



