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ESPRIT GENERAL
Objectifs de l'épreuve
- Vérifier chez les candidats l'existence des bases nécessaires pour des études
supérieures de management.
- Apprécier 'aptitude a lire et comprendre un énoncé, choisir un outil adapté et
lappliquer (théoréme...).
- Apprécier le bon sens des candidats et la rigueur du raisonnement.

Sujets
- Deux exercices d'application des connaissances de base ;
- Un probléme faisant largement appel aux probabilités
Instruments de calcul interdits, tables de lois fournies

Evaluation
- Deux exercices de valeur sensiblement égale ;
- 12 a 14 points pour le probléme.

EPREUVE 2006

Durée : 4 heures

Aucun document et instrument de calcul n’est autorisé.

Les candidats sont invités a soigner la présentation de leur copie, a mettre en
évidence les principaux résultats, a respecter les notations de l'énoncé, et a donner
des démonstrations complétes (mais bréves) de leurs affirmations.

SUJET

1. Exercice

On considere l'espace vectoriel euclidien B3 muni de son produit scalaire canonique et on note
B = (i,4,k) la base canonique de R,
Pour tout (z,y) € B3 x R? on a donc :

@iy ="X¥

ou X et Y désignent les matrices colonnes des coordonnées de x et y dans la base B.

Si F est un sous-espace vectoriel de R?, F+ désigne le supplémentaire orthogonal de F dans
RS,

On note £(IR?*) 'ensemble des endomorphismes de R? et Id 'application identité de B3,

Pour f endomorphisme de R3, de matrice M dans la base canonique, on note f* 'endomorphisme
de B3 dont la matrice dans la base canonique est *M.
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1.1. Quelques propriétés de f*.

Dans cette question f est un endomorphisme de R3.

1. Montrer que :

V(z,y) € R, (f(2),y) = (=, [*(y))-
2. Montrer que f* est le seul endomorphisme g de R? vérifiant :
V(z,y) € B, (f(z),y) = (z, 9(¥))-
3. Soit F' un sous espace vectoriel de R® stable par f (c’est-a-dire tel que f(F) C F).

a. Pour z € F et y € F* calculer (z, f*(y)).
b. En déduire que F'- est stable par f*.

1.2. Réduction des matrices d’un ensemble £.

On désigne par £ l'ensemble des endomorphismes f, de R? dont la matrice dans la base B est
de la forme

Mathematiques - opPTION SCIENTIFIQUE

b
M, = a
e

o0 R
& o

ot u = (a,b,c) € R%.
1. Montrer que € est un sous espace vectoriel de L(R?).

2. Montrer que pour tout v € R3, f* appartient a £.

3. On note e; = %[?4»_7 +k),e2= \%(2 —i),e3= %(? + 7 —2k) et D la droite de vecteur
directeur ej.

a. Montrer que e est un vecteur propre commun aux éléments f, de £.
b. En déduire que, pour tout v € R3, D est stable par f,.
¢. Dédnire des questions précédentes que, pour tout u € R3, DL est stable par f, .

. Déterminer une équation de D+ .

o

e. Montrer que (eg, e3) est une base orthonormale de D et que B’ = (e1, e2, e3) est une
base orthonormale de R3.

f. Justifier alors que la matrice de f, dans la base B’ est de la forme

Ny=

o o o
= —— o
~a o

ou e, f,g,h, ! sont des réels.

EPREUVES SPECIFIQUES
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2. Exercice
On considére la fonction f des deux variables réelles z,t , définie par :
flz,t) = eV T ot
1. Etude de f.

a. Justifier que f est de classe C? sur [0, +o0[x [0, +00].
b. Pour (z,t) € [0, +oo[x[0, 400, calculer

) a2 f
a(@.f) et @(I.t}

c. Montrer que pour (z,t) € [0, +o0[x[0, +o0],

o2
2

2 2
Ox? '

< ZE_

2. Montrer que pour tout réel o strictement positif, I'intégrale

+o0 2
j 1%e™" dt
i
est convergente.

En déduire que pour tout réel = positif, les intégrales suivantes sont convergentes :

400 tG—LE

+oc
_t2
e \/1+:ctdtet/' —dt
/0 0 V14t

3. On considére la fonction g définie sur [0, +oco[ par
400 r 00 i
g(x) = fla,t)dt = ] e UV + xt di.
0 0
a. Sans chercher & calculer la dérivée de g, montrer que g est croissante sur [0, +00].
b. Seit zg € [0, +o0l.
Montrer que pour (z,t) € [0, +o0[x [0, o0/,

2 2
‘f(w, B i wo)%(m:)‘ < %e—% _—

¢. En déduire que pour zg € [0, +o0f,

2 ptoo
r— & 2
< @f 2" dt.
8 0

—+00 af
‘f}(&) —g(xo) — (z — zp) L E(.’E(),ﬂ) dt
d. Montrer que g est dérivable sur [0,+0o| et que ¢’ est définie par

+00
g'(x) :jo %(:L’,t)dt.

Retrouver le sens de variations de g.
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3. Probléme

On effectue une succession infinie de lancers indépendants d'une piéce donnant Pile avec la
probabilité p €]0, 1] et Face avec la probabilité g =1 — p.

On va s’intéresser dans ce probléme aux successions de lancers amenant un méme c6té.

On dit que la premiére série est de longueur n 2 1 si les n premiers lancers ont amené le méme
cbté de la pidce et le (n 4 1)%™ Pautre coté.
De méme la deuxiéme série commence au lancer suivant la fin de la premiére série et se termine
(si elle se termine) au lancer précédant un changement de coté.

On définit de méme les séries suivantes.

Q) désigne 'ensemble des successions infinies de Pile on Face.

Pour i € N*, on note P; 'événement “le i€ lancer améne Pile” et F} I'événement contraire.

Les trois parties sont indépendantes.

3.1. Etude des longueurs de séries.

1. On note L, la longueur de la premiére série.
Exprimer 'événement (L; = n) & l'aide des événements P; et F; pour ¢ entier naturel
variant entre 1 et n + 1.
En déduire que
P(Ihn =n)=p"g+q¢"p.

Mathematiques - opPTION SCIENTIFIQUE

Vérifier que
+o0
S PlLy=n)=1.
fn=1

2. On note Ly la longueur de la deuxiéme série.

a. Exprimer 'événement (L; = n) N (Ly = k) 4 l'aide des événements P; et Fj pour i
entier naturel variant entre 1 et n+ &k + 1 puis calculer la probabilité de 'événement
(L] = '."t.) n (LQ = k)

b. En déduire que, pour k € N*,
P(Ly=k) =p’¢" '+
On admet que
+oe
¥ o Pllg=ki=1
k=1
c. Montrer que la variable aléatoire Lo admet une espérance égale a 2.

3.2. Etude du nombre de séries lors des n premiers lancers.

On considére dans toute cette partie que la piéce est équilibrée, c’est-a-dire que p = é
On note N, le nombre de séries lors des n premiers lancers :

-La premiére série est done de longueur k£ < n si les k premiers lancers ont amené le méme c¢6té
de la pitce et le (k+ 1)* l'autre coté et de longueur n si les n premiers lancers ont amené le
méme coté de la pikce ;

-La derniére série se termine nécessairement au n®™¢ lancer.

EPREUVES SPECIFIQUES
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Par exemple, si les lancers successifs donnent : FFPPPPFEPPP...(F désignant Face et P Pile),
on a pour une telle succession w € €1,

Ni(w)=No(w)=1; Ns(w)=-+=Ng(w)=2;

NT(M):NS(LQ):?); NQ(W):“‘:JVU(W):CI;

les données précédentes ne permettant évidemment pas de déterminer Nyo(w).
On admettra que N, est une variable aléatoire sur (02,4, P).

1. Déterminer les lois de N7, Ny et N3 et donner leurs espérances.

2. Dans le cas général out n € N*, déterminer N,(£2) (ensemble des valeurs prises par N, )
puis calculer les valeurs de P(N,, = 1) et P(N,, =n).

3. Simulation informatique :

Pour k € N* on note X}, la variable aléatoire qui vaut 1 lorsque le k%™ lancer améne Pile
et () sinon.

On rappelle qu'en langage Pascal, la fonction random(2) simule une variable aléatoire
de loi uniforme sur {0,1} (soit une loi de Bernoulli de paramétre 1/2). Compléter le
programme informatique suivant pour que, m étant une valeur entiére, inférieure & 100,
entrée par I'utilisateur, il simule les m variables aléatoires X7, Xs, ..., X, (dont les valeurs
seront placées dans le tableau X) et détermine les valeurs de Ny, Na, ..., Ny, (qui seront
stockées dans le tablean N).

program simulation;
const nmax=100;
type suite=array[l..nmax]of integer;
var X, N: suite;

m: integer;
begin
readln(m);
randomize;
K[ =y W13 =iy
for i: =2 to m do begin

X[i]: =

4. Fonction génératrice de N,,.
On pose, pour n € N* et pour s € [0,1],

i

Gnl(s) =Y P(N, =k)s".
k=1

a. Pour s € [0, 1], comparer U'espérance de la variable aléatoire s™

b. Que représente G7,(1)?

avec Gp(s).
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L

2

9)

c. Montrer que pour tout n = 2 et tout k€ {1,---,n} ona L|:L
1 1 Z

P((No=Kk)NP,) = EP (Np—1 =k)NPFPp_1) + EP((-NH—I =k—-1)NF,_1). %

On admet que l'on obtiendrait de méme 2

1 1 O

P((Np=Kk)NF,) = EP ((Np—1=k)NFpq) + EP((Nn_l =k—1)NPFPp). E
Montrer alors que (?

1 )]

P(N, =k) = EP(N” 1=k)+ PN, 1=k-1) )
d. Soit n = 2. Montrer que ij
a o ._H‘G —

n(s) = o 1(s) 8

Calculer GG1(s) et en déduire que E

1+s = ~

o= (4" ;

e - ; D

e. Déterminer le nombre moyen de séries dans les n premiers lancers. ®

3.3. Probabilité d’avoir une infinité de fois deux Pile consécutifs.
1. Montrer que pour tout réel = on a
l-—xz<e™.
2. On considere dans cette question une suite (A;);ex+ d’événements indépendants. On

suppose que la série de terme général P(A4;) diverge.
Soit k € N* fixé. Pour n = k, on note

Cn= | ) Ai=dpUe-LUA,,

k<i<n

a. Justifier que

lim Z P(A;)

n%+oo

b. Montrer que

P(Ca) =1~ [[ (@)

i=k

puis, en utilisant 3.3.1, que
mn
P(Cp) 21 —exp(— Z P(A
=k

En déduire que
A Pl

EPREUVES SPECIFIQUES
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¢. Comparer pour I'inclusion les événements C,, et Cp+1. Que peut-on en déduire pour
+co
P( U Ci)?
i=k

d. Justifier que
+o0 +oco
L= | J
i=k n=k
et en déduire que

+0o0
7l J A =1.
i=k

3. En considérant les événements A,, “on obtient Pile an (2’{;)ém€ et au (2n + 1)°™ lancers”,
montrer que la probabilité d’avoir deux Pile consécutifs aprés n’importe quel lancer vaut
1

CORRIGE

Exercice

Quelques propriétés de f*.
1. Soit (x,y) € B et M la matrice dans la base canonique de f,
x), y) =t (MX)Y = X(UMY) = &, f*O)).
2. Soit g un endomorphisme de ¥ tel que _
V(x,y) € B xR,(fx),) = (x,80)) = ./ 0)
Ona:
V(x,y) e RxR, (x,g0)-1"0)) =0.
En prenant, pour y donné, x = g(y) — /() on obtient
vy € R, fig() =/ OI? = 0s0itg() =)
d’oii g = f*.
f* est donc le seul endomorphisme g de B vérifiant cette propriété.

a. Soitx e Fetye I, (x,f*(y)) = {f{x);y) = 0car f{x) € F. (F stable par f)
b. Soity € F*,onaVx € I {x, f*(3)y = 0donc/*(v) € F* et F'* est stable par /*.

Réduction des matrices d’un ensemble £

1. L’endomorphisme nul, de matrice nulle, appartient & £,
Soit 4, i deux réels, f,, et £, deux éléments de £
Mat(AMfy + ufy, B) = AMy + M, = M.y
donc Afy + yify € E. € est donc un sous-espace vectoriel de £{B).
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2. Powru = (g,b,c) € B, ona
)
Ma(fi,By ="M, =1 b a ¢ |=Myuep
cba
Donc f;; = f avec v = (a,c,b), soit f; appartient a £.
3. a ejestnonnul etpourwu = (a,h,¢), f.(e:) = (a+ b+ c)e; done ey est un vecteur
propre commun aux éléments f, de £.
b. Soitu = (a,b,c) € B Soitx € D, il existe a réel tel que x = ae;. Ona:
fu(x) = efu(e) = ala+ b +c)e; € D
donc D est stable par f,.
c. Soit u = (a,b,c) € I, d’aprés b. D est stable par fi.. 4, d’aprés 1.1.3.b D* est
stable par ff, .5 = fu-
d x =(xi,x2,53) € D' @ {x,e1) =0 @ X1 +x2+%3 = 0
Une équation de D* est donc
X1+ XxX24+Xx3 = 0.
e. Ona (e, ez) = (€1, e3) = 0 donc e; et e3 sont des vecteurs de D*. On vérifie que
lleall = 1, lleall = 1, {2, e3) = 0 donc (e, e3) est une famille orthonormale de D*
qui est de dimension 2, donc ¢’est une base orthonormale de D*.
llerll = 1 donc (1) est une base orthonormale de D, la juxtaposition d’une b.on
de Det duneb.on de D* domeune bondec B car:
DD =F.
f. D est stable par f;, donc il existe e € Riel que fiu(e1) = ee.
D4 est stable par £, donc il existe £ ¢ k1 réels, tels que £,(2;) = foz + hes et
Fules) = gey + les, o 1a forme de la matrice de f, dans labase B.

Mathematiques - opTion sciEnTIFIQUE

Exercice

1. a (x0) = 1+xtet(x1) » — sont de classe C? sur € ¥ en tant que fonctions
polynomiales, Ia premidre étant 3 valeur dans [1,+oof lorsque (x,©) varie dans
[0, +o0[x[0, +oof.
u v Ju est de classe €2 sur 10, +oof et = e est de classe €2 sur € B done par
composition, puis par produit fest de classe €2 sur [0, +oo[x[0, +o0[.
b. Pour (x,1) € [0, +oofx{0 +oof,

Bioie " E AT WD,
ax ‘.“7{} 2 ,r—l ot & ? a“vz {x,f} 4(1 +x¥)m .3
c.
1+xt>1:>(l+xi)3’221::~04(1—+1m$1
d’on

2L S LA, RO P
!axf("”)! T+mm. S1°

EPREUVES SPECIFIQUES
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2. Lafonction ¢ = t%¢" est continue sur [0,+[ car @ > 0 et positive.
lim 2fSe = 0
T—++00

d’on
P e |
fe™ = °(?§“)
Or f converge donc par théoréme de comparaison pour les fonctions positives,

I et dz est convergente et donc I 1oe~" df est convergente.
i
Pom toutx > {},z > e JT+x1 est conanue sut {G +of.

En 4w, e JTxt ~ J5 e 30, orj £2¢~" gt est convergente {a = 1/2) donc
_[ e"' J1 +xi dt est convergente.
Pourx = 0, _[ e di est convergente (mSme démonstration que pour f;m %e~ di)

- ﬁ—t‘—; e est continue et positive sur [0, +oo[.

+ xt
F e’ <te’ et j' ;m te™" dt est convergente (cas @ = 1) done 3 nouveay,
1+ xf
P
G J_ dt est convergente,

Mathematiques - opTION SCIENTIFIQUE

a. Soit {x,3) {{3,+oo[2.
Ky=Vi>0l+x<sl+p
ée"z,!l-{»yf
= }0 e”i-.i]»kxtd"’ j‘;me_ﬂvl'r)‘a ai

= g} < g0
donc g est croissante sur [0, +oof.
. Seit? > 0. On applique Pinégalité de Taylor-Lagrange & "application partielle qui
est de classe C? sur [0,+0[ 4 F, : x = flx, 1) :
. ” by — xgl2 —
IFi(x) = Fixto) = (= xo)Filno)| <« £ sup  [FI(p)

yelxgx}on Lo}

= Vi>0, e* 1 +at

o

Fi{xo) = —@f(xe,i)e.t[ﬂ o)l = E—-L(y, B < %—e““
s0it
. 6) = flxo,8) = (2 = 20) Lz, )| < f—e-*l’ waif?.
¢. La convergence de _[ 2o~ dt a été prouvée en 2. donc par théoréme de
comparaison, f (fCx, 1) — flxo, 1) — (x — x5) 2 o & (x9,1)) dit est absolument

convergente. De plus { ﬁﬁ L (xo, 1) dt étant convergente (également d’aprés 2.), on
a.

EPREUVES SPECIFIQUES
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% T i o ;
|6 - gx0) - Gr-x0) | Lo, 0| = | (t) ~ Ao, - (5~ x0) Exa, )|
2 x o 4
< _[0 [x,8) = fxo, 8) — (6 —x0) (xu,t)]af
N NS U 1
gj’g el —xol2 . jote dr.

d. En divisant par {x —xof (pour x # xg) on obtient :

0< EELLP—I &) ~_rm “éi(la,t}dfé < j"———i%x"} fmzﬁe*fldz
0 X 0

X —Xp

I +0
ﬁmuij R
i) 8 0
d’on
b = B 40 A .

fip B =g [, Loona
cela signifie que g est dérivable enxgy & [0,+o0] et que g'(xg) = jf;‘” %(xa,t)zﬂ,
d’ou la dérivabilité de g sur [0, +oof.
On a, pourtout/ > Qettoutx > G, %{x, £} 2 0 d’ol en intégrant g'(x) > 0 pour

x = 0: gest croissante.

Mathematiques - opPTION SCIENTIFIQUE

Probleme

Etude des longueurs de séries

1. (L1 = 1) = (Pi N F2) U (F1 N Py), plus généralement
(Li =I‘!}= (Pl ﬂPzﬂﬂPnﬂFmi)U(Fl ﬂpzﬂ ---nFnﬂpm-i)-
Les deux événements dont la réunion forme (L; = n) sont incompatibles et les lancers
sont indépendants donc P(L; = n) = p"g+¢"p.
Les séries de terme général p"g et g”p sont des séries géoméiriques convergentes car
O<p<letdoncO<g<let:

D PLi=my=qp Pl epg ) gt = QP# +mﬁ =p+g=1
n=1 n=1 =1
2 -

a. L’événement (L1 = n) N (L2 = &) est la réunion des deux événements
PinPin . NP N EFmn N Nt NPk ] et
[FiNnF0.. . 0NFNPra N N Prak N Fasket ).
Par incompatibilité et indépendance,

P((Ly =nm)N (L2 = k) =p'g*p+q"p*q = p™'q" +q™'p*
b. {(L1 = R))uexw forme un systéme complet d’événements donc pour k € ¥ :

Pla=K) =3 P(Li=m)N{L = 8)

n=]
+0

Pl = k} o Z(.pmlqk_'_ g"*'p")

=1

EPREUVES SPECIFIQUES
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Or les séries de termes généraux p” et g” sont convergentes car 0 < p < 1 donc on
a:

+o0 +0
P(Ly =k)=pg Y p"+ap- D q"
n=1 n=1

Pls =) = ptpis + gL

d’ot
P(Ly = k) = p’q*" + 4°p*.
c. kP(Ly = k) = p*kg*! + g*kp*™ > O or les séries de terme général k" et kp*!
convergentcar0 < g < 1 et 0 < p < 1 dong > admet une espérance et

E(Ly) = Zplkq’f‘ + qukp*-

P g 1

Etude du nombre de séries lors des n# premiers lancers.
1. *N; = 1 (variable aléatoire certaine) et E(V;) = 1
N(Q) = {1,2}
PN = 1) = PP P+ PF R = (L2 s (2= 1
P> =2)=1-PN>=1)= 4+
et
E(N;) = 1P(N; = 1) +2P(N; = 2) = 3.
*N3(Q) = {1,2,3} et
P = 1) = PPiNP2 NP+ PN NF) =21y = L
P(Ns = 2) = P(Py NP2 O\ F3)+ P(Py N F2 N F3) + P(Fi N nm +P(Fy P20 Py) = 41y

PN =)= =
PWN:=3)=PP1NFaNP)+PFINPaNF) = 711_

E(N5) =2.
2. N,(Q) = {l .,71} puisqu’on peut avoir une seule série si les #7 lancers sont identiques
et au maximum » séries si chaque lancer améng un c6té différent du précédent. On
obtient donc :

PWNe=1)=PP1N...NP)+PF:1N.. ﬂFn)“‘Z( )”"F

PNy =) = P(P1 AF, N P3N Fs...) +PF NP2 AF;NPy...)
PN, =m =24y = 5L+

2n—!

(ie dernier de chacun des deux événements étant P, ou F, suivant Ia parité de n).
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3. program simulation;
const nmax=100;
type suite=array]1..nmax] of integer;
var X,N:suite;
m,i :integer;
begin
readin{m);
randomize;
X[1}:=random(2Z);write(X[1]};N[1]:=1;
for i:=2 to m do begin
X[i]:=random(2);write(X[i]);
if X[i]l<>X[i-1] then N[i]:=N[i-1]+1
else Nfi]:=N[i-1]
end,
end.
4. Fonction génératrice de Ny.
a. D’aprés le théoréme de transfert, qui s’applique ici sans probléme puisque les v.a.
ne prennent qu’un nombre fini de valeurs, on a

E(sM) = 3" P(N, = k)sk = Ga(s).
k=1

Mathematiques - opPTION SCIENTIFIQUE

b.
G(8) = D2 kP(WNn = B)s*dloG, (1) = D kP(Ny = k) = E(N,)
=1 =1
c.
{}an = K)nPn = [(Nn = k)npn—] ﬂpn]U[(Nn = k)ﬂFn—] ﬂPn]
W =B)N Py = [(Npst = )N Ppy NPR1U [Ny = k= 1) N Fpm N Py
d’oi

P{(Nu = K) N Pa] =
= P[(Nut = k) 1 Pyt (VPp] 4 PNt = k= 1) N Fori N PA]
= LP[(Not =B) N Ppt] + LP[(Npt = k= 1) N Fp]

car, par indépendance des lancers, P, est indépendant de (N1 = k) N Py et de
(N1 = k—1) N Fp1 et est de probabilité 1/2.

P(Ny = k) = P[(Ny = k) (\ Py] + P[(Nyy = K) N Fy]

= LP[Wat = YN Ppr 1+ LPIWot = k= D) N Fpr ]+ £P[(Not = BN For ]
+LP[Nor = k= 1)V Pyrr]

= 1P(Npy = k) + LP(N,y = k- 1).

Gu(s) = 3 P(N, = k)s
o=t

EPREUVES SPECIFIQUES
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n n
= 13 PNat =) + 1 3 PNy = k- 1)st
k=1 he=]

n n
= L3 PWNer = R)s* + 153 P(Npt = k= 1)
=1 . =2
car P(Npt = 1) = PNt = 0) =0
Guls) = '%’Gml(s) F %SG::—I ()

Gals) = L £5.Grr(5)

D'ott Ga(s) = [-15“4-]“61(5) (suite géométrique) et Gi(s) = P(N: = I)s =
et donc

n-1
G,(s):[%] 5.
¢. Le nombre moyen de séries dans les n premiers lancers est E(N,).
T O R o (2 0 0 T
Gnl($) = (n 1)2[ 2 ] “’[ 2 ]

soit

G(1)-= ZEL = BV,

Probabilité d’avoir une infinité de fois deux Pile
consécutifs.

1. La fonction x — ™ est convexe donc la courbe représentative est au dessus de toutes
ses tangentes, or la tangente en 0 a pour équation y = 1 —x, d’on, pour tout réel x,
1 —x € e (L’éude de la fonction x =~ ¢™ +x — 1 donne également ie résuitat.)
2. a. Lasérie de terme général P(4,) est une série 4 termes positifs, divergente, donc la
n

sunite des sommes partielles (Z P(A;)) tend vers +wo. Or

e

"

n k
2 PA) =D P(A) - 3 P(Ay)

s i1 =l
et done

n

lim 3" P(4;) = +.

=k
P(Ca) = P(Ax U ...UA4) = 1 =P T ... Uda)
P(C,) = 1-PE0...0F) = 1-T [P

par indépendance des 4; et donc des 4.
Cnadone :

P(Ca) = 1= J(1 = P(4)) et 0 < 1 - P(4;) < exp(-P(A))
i=k

annales officielles
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dong par produit
n n
0 < [Ja Py <] ]exp(-P(AN).
ik ik
Finalement

n n
P(C) 2 1= [ Jexp(=P(A) = 1 - exp(- 3 P(A)).
ik ik
lim > P(4;) = 4o d’oit lim exp(— Y P(4:)) = Oet lim 1 —exp(~_ P(4;)) = 1.
=k =k =k
En passant a la limite dans "encadrement

n
1> P(Ca) > 1 —exp(= Y P(4:))

=k

on obtient
Jwi’i_rcxni’((f,,) =,
C. ("')l‘*.! . Ae‘: i) e UAH UAP!*i = (;'n UArHl d’on (-!l < C'n-»i- . L

(C))k est une suite croissante d’événements donc par propriété de limite
monotone, on obtient ;

Mathematiques - opTion sciEnTIFIQUE

P[U C,—] = lim P(Cy) = 1

par
d. Pourtouti z kA, c C;d’oun

OA,; L [j(;,

i=k n=k

d’autre part, pour # > k.,
Co = AxU-Uds c | 4
ik
d’on

0 -0
U(?,, < UA,—

ne=k i=k
et finalement on a bien I’égalité. En utilisant la question précédente, on a

{[j,q] - p[Qcﬂ] -1

3. Ay = Py N Py d0u P(4,) = p?. La série de terme général p* diverge dong le
résultat précédent s’applique. L événement “avoir deux Pile conséeutifs apres le lancer
+o0

k™ est I’événement U Aj; qui est de probabilité 1 et donc la probabilité d*avoir deux
part

Pile consécutifs aprés n'umporte quel lancer & vaut 1.

EPREUVES SPECIFIQUES
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L'épreuve de cette option était volontairement plus courte. Elle était conforme au pro-
gramme de la classe et a son esprit et en couvrait une large partie. Les résultats d’'un
certain nombre de questions étaient fournis dans l'énoncé ; des candidats croient
démontrer quelque chose en faisant une suite de calculs ou de raisonnements ne menant
nulle part mais qui tout a coup donnent le bon résultat. Rappelons que cette attitude
n‘est pas appréciée des correcteurs.

Traditionnellement au moins une question porte sur la rédaction d'un programme en lan-
gage Pascal. Les candidats semblent Uoublier. Pourtant les points qui lui sont affectés
ne sont jamais négligeables.

La présentation des copies est acceptable sans plus. La rédaction est en moyenne trés
médiocre. Peu d’efforts sont faits pour construire les solutions ou expliquer la démarche
proposée. Les résultats reflétent la trés grande hétérogénéité du niveau des candidats
et de leur investissement dans la matiére. On n’exerce pas assez de contrdle sur ce que
lon écrit. Une fois de plus on ne peut que constater que 'écart se creuse entre les meil-
leurs et les moins bons. Cela devient inquiétant.

La lecture des résultats prouve que le sujet a permis de classer les candidats.

La moyenne est de 10.81 avec un écart-type de 5.41

Bilan de la correction des copies

Exercice 1

1.1 Quelques propriétés.
On peut constater qu’un nombre non négligeable d’éléves n‘aborde pas cette partie.
1.1.1
Certains éleves ne semblent rien savoir sur les espaces vectoriels euclidiens.
Quelques <f(x),y>="'M.Y.
1.1.2
Peu traitent correctement la question. On pose souvent bien le probléeme en terme
matriciel mais on ne montre pas ce que |‘on affirme a savoir que :

VX.Ye M, (R) ‘XAY='XBY=A=B

On peut lire :
<a,b>=<a,c>donne<a-a,b-c>=0.

1.1.3

a) est bien traité, pas le b). On ne fait ici aucun effort pour construire une (bonne)

solution.

On part de a) on écrit que x est dans F et que : <x,f'(y)>=0 = {"(y)e F*
1.2 Réduction des matrices d’'un ensemble E.
1.2.1. On note dans cette question des confusions aussi incroyables qu’inquiétantes.
E est souvent un ensemble de matrices. On confond la stabilité par combinaisons linaires
avec la linéarité.
On montre que :

MB(_ fu 2 fv) 7. _Ma(fu) +M3(f\- )
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1.2.2. Question comprise mais assez mal exprimée. On lit souvent : 'Mu est de la forme
de Mu.
1.2. 3.a) On oublie de préciser que e; est non nul. Beaucoup sont incapables de calculer
fu.(e1). Dans cette question tout y passe. On peut lire :
fu(D) c ¢ , D=4¢ ou D=¢
et encore :
f,(Ae,) est une droite de vecteur directeur ¢, : f(e;) = ME,.
b) On lit assez souvent : soity =e; x + bouy = x e; + b I'équation de D, ou D =
e, t + b avec b et t réels.
c) La stabilité de I'orthogonal de D est entrevue mais pas souvent rédigée
convenablement Trés rares sont les candidats ayant pensé a utiliser (') =f Le

standard est : D est stable par f, donc D" est stable par f*,. Comme f*, appartient a
E alors D" est stable par f.

d) Question de cours qui aurait dii &tre traitée par un grand nombre. Cela n’a pas
été le cas.

e) On ne montre pas que e; et e; sont dans D", On montre que (e;, e3) est libre et
on en déduit que c’est une base de D" sans avoir la dimension de D"

f) Ce n’est pas le plus mal fait, au moins par les gens qui ne cherchent pas a
déterminer explicitement les coefficients.

Exercice 2

Mathematiques - opPTION SCIENTIFIQUE

2.1.
a) Une question trés simple qui montre que des notions fondamentales ne sont pas
assimilées comme la composition des fonctions par exemple. Les justifications ne
sont pas sérieuses. Et rares sont les copies qui mentionnent le fait que u+— Vi est de

classe C* sur0,+e . On dit que (x,t) >+I+xt est de classe C* sur
[0,+m[ x [0,+oo[ comme composée de deux fonctions de classe C? sur [0,+oo[ X [0,+oo[ :

On amalgame de maniére dramatique les fonctions d’une variable et de deux
variables.

c) Ce n'est pas toujours bien fait et on majore souvent a l'intérieur de la valeur
absolue.

2.2 On n'apporte pas beaucoup de soin a la rédaction dans I'étude des convergences.
Pas de continuité, pas d’hypothése de signe. De trés nombreuses erreurs au niveau des
équivalents. Au mieux : 1+ xi i Jxf sans condition sur x, et au pired]+xrr ~ Jf.Onlit

—— —3foo
Rdr
encore trop de Jz_z converge.

2.3
a) On étudie g(x + 1) — g(x), On écrit des horreurs comme par exemple : g est
croissante car c’est I'intégrale d’une fonction positive.
b) L'échec est général. On applique I'inégalité de Taylor Lagrange a f en xg.
c) Davantage de réussite ici mais on oublie trop souvent I'étape “valeur absolue de
I'intégrale plus petite que l'intégrale de la valeur absolue” et les problemes de
convergence ne sont pas traités.
d) Une fois sur deux on ne fait pas le rapport avec ce qui précede. On lit : g est
dérivable car elle est définie par une intégrale ou comme primitive de f...

EPREUVES SPECIFIQUES
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Probléme

L‘'ensemble est relativement bien compris mais les solutions manquent de rigueur et de
soin.

3.1 Etude des longueurs des séries.

Le défaut général est le manque de justification de la convergence des séries. A ce
niveau on parle trop souvent de réserves sans jamais lever les réserves... On remplace
parfois N par X et U par +.
3.1.1 Manque parfois la mention de I'incompatibilité ou de I'indépendance.
3.1.2
b) Une question basique qui échappe a beaucoup. Lorsque l'on ne sait pas
retrouver une loi marginale a partir de la loi conjointe on paraphrase le résultat.
c) On ne mentionne presque jamais |'absolue convergence.

3.2 Etude du nombre de séries lors des n premiers lancers.

3.2.3
Bien que cela ne soit pas suffisant, il y a quelques progreés. Quelques agréables N[i] :
=Abs(X[i]-X [i-1])
3.2.4 a) et b) Visiblement ce ne sont pas des évidences pour tout le monde.
c) On comprend bien la situation mais on a beaucoup de mal a la mettre en
forme de maniére juste et propre.
d) Pour la seconde égalité on parle trop souvent d‘itération ou de récurrence au
lieu de parler de suite géométrique.

Mathematiques - opTION SCIENTIFIQUE

3.3 Probabilité d'avoir une infinité de fois deux Piles consécutifs.

3.3.1 On sait faire mais la rédaction n’est pas satisfaisante pour les gens qui utilisent la
convexité
3.3.2 a) L'argument de signe est trop souvent ignoré. Pour beaucoup une suite

divergente tend vers +=
b) L’égalité est souvent montrée mais c’est I'échec pour l'inégalité dans la mesure
ou I'on applique 3.3.1 directement a I—HP(E)ce qui conduit a de graves erreurs

i=k

pour obtenir le résultat. La limite est rarement bien justifiée car on passe a la
limite sur l'inégalité au lieu de commencer par établir un encadrement.
c) Dans I'ensemble I'utilisation du théoréme de la limite monotone n’est pas assez
clairement évoquée.
d) La premiere égalité n'est pas bien justifiée.

3.3.2 Ce n’est jamais fait sérieusement.
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