Mathematiques - option Economiaue

ESPRIT DE L'EPREUVE l SUJET CORRIGE RAPPORT

Mathematiques - orTion EconomIQuUE

EPREUVES SPECIFIQUES

228

A A

ESPRIT GENERAL

Objectifs de l'épreuve

Vérifier chez les candidats l'existence des bases nécessaires pour des études
supérieures de management.

Apprécier laptitude a lire et comprendre un énoncé, choisir un outil adapté et
Uappliquer (théoréme...).

Apprécier le bon sens des candidats et la rigueur du raisonnement.

Sujets
Trois exercices indépendants portant sur les trois domaines du programme.

Evaluation
Exercices de valeur sensiblement égale.

EPREUVE 2007

Durée : 4 heures
Aucun document et instrument de calcul n’est autorisé.

Les candidats sont invités a soigner la présentation de leur copie, a mettre en
évidence les principaux résultats, a respecter les notations de 'énoncé, et a donner
des démonstrations complétes (mais bréves) de leurs affirmations.

SUJET

1. EXERCICE.
Soit @ un réel strictement positif. On congidére la fonction f, définie pour tout réel ¢
glrictement positif par :
q 1. a?,

fult) = §{f+ TJ
ainsi que la snite (. ).« de nombre récls déterminde par son premicr terme wg > 0 ot
par la relation de réourrence :

Wn N U1 — fu[“n;l

1.1. Etude des variations de la fonction [, .

1. Déterminer la limite de f,(¢) lorsque ¢ tend vers +oc. Justifier Pexistence dune
asymptote oblique au voisinage de +00 et donner la position de la courbe représentative
de f, par rapport & cetle asympiole.
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2. Délerminer la limile de [,() lorsque  lend vers () par valeurs posilives. Interpréler
graphiquement cette limite.

3. Domner Vexpression de la fonetion dérivée de f, sur B*F et dresser le tablean de
variation de f,.

4. En déduire que :
Wi =0 f,,(l’.] Za

1.2. Etude de la convergence de la suite [y, )gm..
1. Que dire de la suite (tn Ine dans le cas particulier ol wy = o

2. Dans la suite on revient au cas général uy > 0.
Démontrer que :

. 1
Vtma o 0 filt) <5
’ 2
3. Montrer que pour tout entier 1, non nul :

Un Z
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4. Prouver alors que pour tout entier # non ml :
1

DLty —o <= (ug—a)

[

Puis que :
1

] 1 71
= (3) fur = el

5. En déduire la convergence de la suite (u,) el indiquer sa limite.

|ty — a

6. Fn utilisant ce qui précide, écrive un programme en langage Pascal permettant
d’afficher les 100 premiers termes d’une suite (u,,), de premier terme 1, convergeant
vers /2.
1.3. Recherche d’extremum d'une fonction a4 deux variables.

Omn considére, sur RY » R* . la fonction g définie par :

glz.y) = %L% + i)(l +a)(1+y)
1. Calculer les dérivées partielles d'ordre 1 et 2 de g sur B, x R7.
2. Montrer que g admet un extremum local sur R x RY dont on précisern la nature,
3. Vérifier que :

alzy) =14 fi(2) + Aly) + fleJ

4. En déduire que exiremnum local est un extremum global de g sur B < B

EPREUVES SPECIFIQUES

annales officielles 229




Mathematiques - option Economiaue

Mathematiques - orTion EconomIQuUE

EPREUVES SPECIFIQUES

230

ESPRIT DE L'EPREUVE SUJET CORRIGE RAPPORT

4

2. EXERCICE.

Ms(I) désigne lespace vectoriel des matrices carrdes d’ordre 2 & coefficients réels.
La malrice 4 suivanie élant donnée

on définit Papplication ¢4 par :

Ga: Ma[R) — My(R)
M = da(M) = AM — MA

2.1. Diagonalisation de A.

1. Vérifier que A* = A, En déduire les valeurs propres possibles de A.

2. Pronwver que la matrice A est diagonalisable et déterminer nne matrice P inversible
de Ma(IE) et une matrice diagonale £ de Ma(R) dont la premidre colonne est nulle
vérifiant la relation :

A=pPDpP?

Donner Péeriture matricielle de P~

2.2, Diagonalisation de ¢,.
1. Montrer que ¢y est un endomorphisme de My ().

2. Etablir que X% — X est un polyndme annnlateur de ¢4, En déduire les valeurs
propres possibles de ¢4

3. Montrer que la malrice M esl un vecleur propre de ¢y associée i la valeur propre
X si et seulement si la matrice N = P~ est non nulle et vérifie I'équation

matriciclle

R a b
4. On pose N = ( c d ) .

a. Trouver 'ensemble des matrices N telles que DN — ND =10

DN — NI = AN

gt PR -2 1
h. En déduire que la famille (A,M)) avec M, = ( 6 3 ) cst une basc du
sous-espace propre KNere, associé a la valeur propre (.

c. Déterminer les deux antres valeurs propres non milles A; et Ay de ¢, et
caractériser les matrices N assocides.

d. En dédnire une base de chagque sous-espace propre By et Foy associé anx
valeurs propres Ay et Ag.

5. L’endomorphisme ¢, est-il diagonalisable 7
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3. EXERCICE.

Soucienx d'améliorer le flux de sa clientéle lors du passage en caisse, un gérant de magasin
a réalisé los obgervations suivantes

3.1. Mode de paiement de la clientéle.

1. L'élude du mode de paiemenl en [onclion di montani des achals a permis d’élablir
les probabilités suivantes

PIS=0NnU=0=04
PS=0Nnli=1]=03
PIS=1nU=0/=02

[f=1nt=1]=01

oit S représente la variable aléatoire prenant la valeur 0 si le montant des achats
est nférienr ou égal & 50 euros, prenant la valeur 1 sinon, et {7 la variable aléatoire
prenant la valeur 0 sl la somme est réglée par carte bancaire, prenant la valeur 1
SI1101.

a. Délerminer les lois de 5 el I7 el vérilier que la probabililé que le clienl régle

Mathematiques - opTioN EcoNoMIQUE

. 3
par carle bancaire esl égale & p = 5

h. Calculer la covariance dn couple (S, 7). Les variables S et {/ sont-elles indé-
pendantes 7

¢. Quelle est la probabilité que la somme réglée soit supéricure strictement & 50
enros sachant que le client utilise un autre moyen de paiement que la carte
hancaire 7

2. On suppose que les modes de réglement sont indépendants entre les individus.
Une caissiere recoit nclients dans sa journée (n = 2).
On définit trois variables aléatoires (Y. [, Ly par :
-C, comptabilise le nombre de clients qui patent par carte bancaire.
-La(resp.Ly) esi égale au rang du 19" (resp.du 28] client ulilisant. la carte bancaire
comme moven de paicment, 8°il v en a au moins un (resp.au moins deux) ct & zéto
sinon.

a. Reconnaitre la loi de . rappeler la valour de Pespérance o de la variance de
celte variable aléaloire.

b. Déterminer la loi de L) et vérifier que :

S PIa=k=1

k=0

¢. Déterminer la loi de L.

EPREUVES SPECIFIQUES
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3.2. Etude du temps moyen de passage en caisse.

Apres enquéte, on estime que le temps de passage A une caisse, exprimé en unités de
temps, st une variable aléatoire T dont unc densité de probabilité est donnée par la
fonction f définie par :

fix)=ze™ sizxz0
flz) =10 siz -0

Rappeler la définition d'une densité de probabilité dune variable aléatoire X suivant
une loi exponeniielle de parameire A = 1. Donner la valeur de espérance et de la
variance de X.

Utiliser la ¢uestion précédente pour vérifier que f est bien une densité de proba-
bilité, puis montrer que I° admet une espérance que l'on déterminera.
Quel est le temps moyen de passage en caisse ?

a. Démontrer que la lonction de répartition de 7', notée I est définie par :

Ve<0  Fr)=0
Yo 22 () Friz)=1—(x4+1)e™"

b. Montrer que la probabilité que le temnps de passage en caisse soit nférieur
& deux unités(de temps) sachant qu’il est supérieur 3 une unité est égale &
2e — 3

2e

- Unjour donné, trois elients A, 13, ¢ se présentent simultanément, devant demx caisses

libres. Par courtoisie, ¢ décide de laisser passer A et B et de prendre la place du
premier d’entre eux qui aura terminé. On suppose que les variables Ty et Ty
correspondant an temps de passage en caisse de A et B sont indépendantes.

a. M deésignant le temps d'attente du elient O exprimer M en fonclion de T4 et

15

b. Monirer que la lonclion de répartition de la variable aléaloire M esl donnée
par :
YEeRT O PM gt =1—(1+2)22

{ teR* PM<£t=0

=T,

nom

¢, rouver que M est une variable & densité et expliciter une densité de M.
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1. EXERCICE.

Soit a un réel strictement positif. On considére la fonction f, définic pour tout réel {
gtrictement positif par :

(1) = (¢
Jult) 5t

ainsi que la suite (U, )pesde nombre réels déterminde par son premicr terme g > 0 ot par
la relation de récurrence :
Yol ey = falttn)

1.1. Etude des variations de la fonction f,.

1. Déterminons la limite de f,(t) lorsque ¢ tend vers +oc.

lim f.(t) = [ L
palll Jal) = LI 2{-—1— 7 )=+

Mathematiques - opTioN EcoNoMIQUE

Puis : )
lim fu(t) — st=lim & =0
A falt) —pr=m =
1
La droite d'équation y = 54 esh asymplote an voisinage de +oo 4 la courbe
2 ,
P . . . @
représentative de f, . D’autre part au voisinage de oo f,(t) Et =5 > 0

La courbe représentative de f, est an dessus de cette asymptote.

2. Déterminoms la limite de f,(t) loraque ¢ tend vers O par valeurs positives,

lim foft) =lim ~(t+ %) = + fig &
m  Jfo(t) =hm =it — ) =4 car im — = 42
t—0 ) 0t 2{ it t—0t

La droite d’éguation 2 = 0 est asymptote verticale a la représentation graphigue.

3. Calculons la dérivée de f, sur B, cette fonction étant dérivable sur B* comme
cuotient de fonctions dérivables dont le dénominatenr ne g'annule pas..

a? 1 —a* 1{l—a)(t+a)
- 3

i’ 1
vt > 0 ) ==(1 =
L) == ) =y g 2 #

a) (t+a)

; (t —
¥t o> 0 L) = 4 o »0est—a>0st>a

(L—a)(l+a)

2 —0et—a=0=t=a

vi o> 0 f(8) =

EPREUVES SPECIFIQUES
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Yon le tableau de variations de f,.

t 0 4 +oc
Ly - 0+
Jull) N fala)

4. DVaprés les variations de de f,, on peut en déduire que :

2

i 1 12
W0 £t 2 ful) = 5o+ % —a

1.2. Etude de la convergence de la suite (i, ).

1. Par récurrence évidente on pent dire que la suite (u,)qy cst constante lorsque
Uy = .

2. On a ddéja montré que

Pour [ = a 0= fi14)

Puis ] X : .
i . . i ~

Mathematiques - orTion EconomIQuUE

3. Montrons par récurrence gue pour toul enbier n, non nul :
Hen My = 0

wy > 0, done g = f{up) = a et Hy est vraie.(Cf tablean de variation de f,).
Supposons ‘H,, vrale pour un certain n, alors u, 2 o > 0 et donc

Uy — fu [.'”'n) =

H,, 1 est vraie et 'axiome de récurrence acheve la démonstration.

4. f. est conlinue sur [a, u, ], dérivable sur Ja, w,[ avec pour tout ¢ de [a, u,],
1
i
0 =z -'Ir‘r)\lxir'J {‘:- 5

Appliguons maintenant Uinégalité des aceroissements fiuis & [, sur Pintervalle [, 1w,]-

. |
0 < [fultn) — fula)] < 5 |un —af

. 1
U=up ) —a= 9 |'un l:I|

Puis par récurrence évidente, pour toul enlier n 2= 1 :

m—L

1
[ty — a| < (5) 1 — af

EPREUVES SPECIFIQUES
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n—1
CONVErge vers a , puisque  lim (— =0
n——oc 492

6. Ferivons un programme en langage Pascal permettant d’obtenir les 100 premiers
termes d'une suite (u,) convergeant vers +/2 en remplacant o par 2.

*

h. Utilisant le théortme des suites encadrantes, on peut en déduire que la suite (w,)

var u: real;
1 integer ;

begin

w=l

for i:=1 to 100 do
begin
write(u):
w={u+2/u)/;
end;

end.

Pr OETATN COTICOTNE 5

1.3. Recherche d’extremuin d’une fonction a

On considere, sur B2, la fonetion g définic par :

g(,)

1. Calculons les dérivées particlles d'ordre 1 et 2

g 1 I

I
a—{x ¥) 5{l+q) ——}{1—}—.&}4— i "
g 1 . 1 1.
6@{[31_;;}— 2(1 Fx)|( J[l Fy) fl p
- ey _ 2 L+
r (}/1[1* ) Ll +-’ﬂf 3
g, l 2 1+
t= 00 Sl y) = —il—l-r)?—
L(')q L 1
= Y ey ==
aqaxtr.y, 5

d’erdre 1, I'ensemble B2 étant un ouvert..

dg ] . 1
e A (x )= —(1 Fyl =
r)g 1,_ 1
By (z.y) = (_l ) v
x =0y =0

deux variables.

11 1
= (=4 )1 +z)(1+
2{3:+y){\ + ) (1 + )

de g sur B2

| |

= 21y} [ —= o =
S(1+y) =+

1 1

— (o)==
d( Fe) -yfl;r.

¢ (e
—l—l+|’1+-r'}(—l) S +l
1}2 T \ oy 2 9 I_,f‘ 2

2. Cherchons les exiremum évenluels annulanl nécessairement les dérivées partielles

RAPPORT
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Soit : :
x =2 x—ut=x(l—x%)=0
Y= r“’ = Y= 132
230y =0 =0y =0

Le seul point candidat est done le couple (1,1). Déterminons le signe de rt — 5%

, f(liyliz 11 17°
'rt—sz:(—' ——|:—..+—.]) =1—-1=3>10
pd 3 A | g2 .
o ¥ 4 ¥ g m=y=1

le conple {1,1) est un extremum relatif et c’est un minimum puisque » = 2 > 0.

3. Vérifions que :
glw.y) =1+ fila) + fily) + ,fl[aj

1,1 1 .11 1
gz y) = s+ )1 +D)(14+y) = 2 (= + 14+~ + 2)(1+y)
2y 2 ¥y

1.1 1w gy .
=—(—+14+-+=+Z+y+1+uzx)
2 :r1 yoo1 i i |
. . P Y i = L
=l+-{eg+-)+={y+-1+=(—-+3)=1+ Ji(x [—
+2(r+xJ+2{y+yJ+2{y+x) +j.{r)+f.(y)+‘h\yJ

Mathematiques - orTion EconomIQuUE

4. Evaluons la différence g(r, y) — g(1,1) :

. . . .
glwyy) —g(L,1) = 14 fi{x) + fily) + flr._gj —4
glooy) — gl 1) = fi(z) + f[ily) + h(r_} —3z1+1+1-320
Y
. puisqu’il a été démontré que pout tout t =0 f1{f) = L.
En conclusion le minimmun local est un minimum global de g sur R4 2,

2. EXERCICE.

M,(R) désigne Uespace vectoriel des mabrices carrées d'ordre 2 4 coellicients réels.
La matrice A suivante étant donnée

-
(1)

4 My(R) — Ma(R)
M= pg(M) =AM —MA

on définit application @4 par :

2.1. Diagonalisation dec A.

1. De facon évidente on vérifie que 42 = A,
Le polynome P = X2 — X esi. annulatewr de A. Les valewrs propres possibles de A
sont & chercher parmi les racines de 2. Done

SpA C {0,1}

EPREUVES SPECIFIQUES
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2. Prouvons que la matrice A est diagonalisable.

3oy - 6 21
"1_“”( 6 —2—,\)’”(3—,\ - )

6 —2-2A _
~ ( (; A ,\2> Ly (3= A)L1_GLy

La matrice A — M n'est pas inversible pour X tel que —X + A? = 0 et done :
SpA = {0.1}

I en vésulte gque A est diagonalisable puisque les valenrs propres de A sont distinctes
el en nombre égal 4 la Laille de la maitrice A.

Déterminons une matrice 2 inversible de We(B) et une matrice diagonale 0 de
M, (E) dont la premitre colonne est unlle vérifiant la relation :

A=PDP!

( “ ) e RKerA=3r—y=10

[
Kerd = Vert L
VETA — L 3

Ker{A—1)=Vect {( l )}

, 11 P
La matrice de passage P — ( ) at la matrice diagonale 1) = (

00 i
3 9 ) vérifient

0 1
la relation -

A=FPDpP!

Avee

2.2, Diagonalisation de ¢,.

1. Montrons que ¢y est un endomorphisme de M;(ER).

WM, M; € (My(R))* ,Ya € R

palaMy + My) = A{alMy + Ma) — (oM + Mg) A
alody + My) = aAM, — M A) + AM, — ML A
paloM) + M) = ada(M ) + dalMs)

annales officielles
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2. Blablissons que X* — X esl un polynéme annulaleur de ¢ 4.

WM € My(R) (M) = pa(AM — M A)
= A(AM — MA) — (AM — MA)A = AM — 2AMA + MA

YM e My(R) WA M) = @a(AM — 2AM A + M A)
=AM — MA = gy(M)
On a bien :
@ — ¢4 = 0 {endomorphisme ml)
Les valewrs propres possibles de ¢4 sont done a chercher parmi les racines de X (X?%—
1) = 0 soit

Spoa < {-1,0,1}

3. Soit M £ 0 unc matricc propre de @, associée & la valeur propre A, alors N =
PLMP 40 (Sinou PNP™L = M —0) et

AM —MA =M = (APN)P ' — (PNP YY)A=X(PNP ')
= PTAPNP ' — NP 14 = NP
= PYAPN — NP 1AP = AN & DN — ND = AN
Reéciproquernent si N (), alors M # 0
DN —ND = AN = PTLAPN — NP7LAP = AN
= (APN)P '— (PNFP '"YA=X(PNFP ")
=AM —MA =AM

cbt M cst une matrice propre de ¢y associde i la valeur propre A

4. On pose N = ( 0 b ) |

¢ d
a.
Ja=20
- ) Bo+1)=0 b=0 _ . o 0
DN-ND =0« ef0—1) — 0 @{c—ﬂ w.\—(n d.)'
Ud=10

b. A =0 est valewr propre de ¢4 si el seulemenl si M apparlient a Kerg4
M appartients Kergqg & DN - ND =0 (2.1)
c’est-a-dire si et seulement si il existe a et d tels que

gl o 0N o (10N o (00N o
M= PNP _P(ﬂ d)P —r_;.P(D o )P APy )P

&M= a( e s j +dA=aM, +dA

Kerdg = Vect{A, M}
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La famille (4, M) est génératrice de Kergy, De plus les matrices A et M ne
sonl pas colinéaires donc constituent une base de Kerd,.

dim Kergy =2

¢. A 0 est valeur propre de ¢4 si et seulement si

Au=10 =1
C BA+1) =10 BA+1)=0
IN — N = AN o
RR—NE=2s ) oo ti=0 T hi—d)=0
Ad =10 d=10
Pour que N soit non nulle il Taut que A =1 ou A = —1.

A =1 est valeur propre de ¢4 8 et seulement s

a— ()
b=10 ».=~_.-\-'=(0_ 3)
d—0 ‘

A= —1 est valewr propre de ¢4 81 et seulement s

o =1 .
c=10 <—>_-'\"—(8 (F;)
d—=10

9
Rer(t, — Id) = Vﬁci{P ( T g ) -D_l} = Vet {( _1 é ) }
oy e 01 1 . 3 -1
F\r—:'i[\fﬁ-f—;’f”—lf:t‘_i{P([) U)P }—1-6(‘.1‘-{(9 3)}

dim Ker(¢y — Id) = dim Ker(dy + Id) = 1

Mathematiques - opTioN EcoNoMIQUE

cl.

et

5. Llendomorphisme ¢4 est diagonalisable car :

1=dimL(R*) = dim Kerd, + dim Ker(g,y — 1d) + dim Ker(o, + 1d)

EPREUVES SPECIFIQUES
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3. EXERCICE.

Soucieux d'améliorer le [l de sa clientéle lors du passage en caisse, un gérant de magasin
a réalisé los observations suivantes
3.1. Mode de paiement de la clientéle.

1. L'élude du mode de paiement en [onction du montant des achats a permis d’établir
les probabilités suivantes :

PlS=0nl=0=04
PS=0NnUi=1=03
PlS=1nli=0=02
PlS=1nti=1]=01

olt S représente la variable aléatoire prenant la valeur 0 si le montant des achats
est inférienr ou égal A& H0 enrcs, prenant la valeur 1 sinon, et {7 la variable aléatoire
prenant la valeur 0 s la somme est véglée par earte bancaire, prenant la valeur 1
sinon.

a. Délerminons les lois de § el 7. D'apreés la formule des probabilités totales
avee le systéme complet d’événements (7 = 0,4 = 1),

Mathematiques - orTion EconomIQuUE

P(S=0)=P[S=0NU=0]+P[S=0nTT=1]=0.7
PS=1)=P[S=10NU=0]+ P[S=1nU=1 =03

De meéme,

PIU=0)=P[S=0nTU =0} P[S=1NTU=10]=06
PU=1)=P[S=0nU=1]+P[S=1nTU=1]=04

La probabilité P(L7 = 0) que le client regle par carte hancairve est bien égale &
3
b, Calculons la covariance du couple (S, £7).

con( S, U7) = E(SU) — E(S)E(V)
—PIS=1NU=1-P(§=1)P(U =1)
=01-03x04=-0.02

Les variables S et I7 ne sont pas indépendantes puisque con(S, 07 £ 0.

c. Probahilité que la somme réglée soil supériewre striclement a 50 euros sachant
que le client utilise un autre moyen de paiement que la carte bancaire.

PlS=1nt=1 01 1
P(S=1/U=1)= — — =
( ! ’ P =1) 04 4
2. On suppose que les modes de réglement sonl indépendants enlre les individus.
Une caissiére regoit 7 clients dans sa journée (n = 2),

On délinit, trois variables aléaloires (. Ly, Ly par :

EPREUVES SPECIFIQUES
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-, comptabilise le nombre de clients qui palent par carte bancaire.
-Lq(resp.Ly) est égale an rang du 197 (resp.dua 29 client ntilisant la carte bancaire
comme moyen de paiement, 8’1l ¥ en a au moins un (resp.au moins deux) et 4 zéro

ST
a. Laloi suivie par € est unc loi binomiale de paramétres (n, ) (répétition de n
5
épreuves de Bernouilli indépendantes), d'espérance E(C,) = _n et de variance
4]

e 32 G
V {(;”J = FJEN = g

b T loi de Ly est déterminée par

2' s
F(lhn=0)= (F) (ancune des personnes ne paie par carte bleue)
5/ ° y

o . 32yt

v e [[1,7 P(r. =;.~.\=—(—)

elnl]  P(L=k) = (3

{les & — | premidres personnes ne paient pas par carte

et la k™ paie par carte)

Puis
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-

S PlLi=k=37
3]

0(».
P Y

L]
——
o
o~
P ]
—
E
SR =]
i
|
o O[T
]
Al e
—
i B ]
—
—

¢. Laloil de Ly est déterminde par :
9 =2 3 2
Vke[[2n] Plla=k)=(k—1) (—) (—)
_ 5 3
(au cours des & — 1 réglement 1 personne paie par carte, les autres non
et le B rdulement. se fait par carte)

) 2\ i 2 n—1
P2 =0) = (3) +n ()

2

{ ancune des personnes ne paie par carte ou une personne et une seule)

3.2. Etude du temps moyen de passage en caisse.

Aprés enquéte, on cstime que le temps de passage & une caisse, exprimé en unités de
temps, est une variable aléatoire T dont une densité de probabilité est dommée par la
fonction f définie par :

flay=we™ sizzl

Jlx)y=10 sia <0

1. Une densite de probabilité dune variable aléatoire X suivant une loi exponentielle

de purametre A = 1 est donnée par la fonction g définie par :

gle)=e™ sixz0
glx) =10 izl

Son espérance et variance valent respectivement — et

JY
R(X) = V(X) -1
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2. Vérifions que f est bien une densité de probabilité.
f est contimue, positive sur B et :

4o e

[ F()dt = [ tetdt = B(X) = 1
.:I; h
monirons que T admel une espérance.
Ho +o
By = [ tre= [ e tdt = BOX?) = VIX) + B (X) =2
—I.'X: IO
Le temps moyen de passage en caisse esl done de deux unités de temps.
3. a. La fonction de répartition de {', notée I est définie par :
Vo <0 Fplr) = / flt)de =0
Par une intégration par parties,
Vrx0  Frz) = j te™tdt = [~tc ™| +fc“a‘t: L—(z+ e~
0 0
b. Le lemps de passage en caisse soit inférienr 4 deux unités{de temps) sachant
qu’il est supérieur a une unité est donné par :

P(1<T<2) Fp2)—Fp(1)  —3e?+2 ! 2-3
P(T =1) 1— (1) 2¢~1 2e

P(T > 2/T>1)—

4. Un jour donné, trois clients A, B, C' se présentent simultanément devant deux caisses
libres. Par courtoisie, C' décide de laisser passer A et B et de prendre la place du
premier d'entre enux qui awra terminé.  On suppose que les variables T4 et Tg
correspondant an temps de passage cn caisse de A et 8 sont indépendantes.

. M désignant le temps d'attente du client ) on a
M= Min(T4.T8)
b. Déerminons la foncltion de répartition de la variable aléaloire M -
Yte R™ PM<t]=0
P[M =t =P[(Ty = t) " (Ty = t]]
Yte RT =P [Ty =t].P|Tg >t = (L+t)%e ™
{par indépendance des variables Ty ot Tp)
vte R Fy@)=PM=st=1-(1rt)c®
Vte R Fultl=PM<t]=0

¢. La fonction Fyy est continue sur B, de classe C" sur R, sauf éventuellement
en ). M est done une variable 4 densité. Une densité de M est délinie par la
fonection i vérifiant :
Wte Rt h(t) = Fit) =201 +#)te
Yie R~ h{t) = Fyu(l)=10
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Je remercie les correcteurs qui, par leur rapport détaillé de correction, m'ont permis
d’établir les remarques suivantes.

BILAN DE LA CORRECTION DES COPIES

Exercice 1
La notion pourtant commune d’asymptote (oblique, verticale) est parfois mal maitrisée.

Il faut justifier la continuité ou la dérivabilité des fonctions numériques, ainsi que
le signe des dérivées.

Les récurrences, méme immédiates, doivent étre explicitées.

Lusage de linégalité des accroissements finis est souvent approximatif dans la
formulation des hypothéses et des conclusions. Le programme en Pascal n’est pas
souvent donné, et il y a beaucoup d’erreurs (valeur de a non précisée, valeurs de k
erronées...) et de complications.

Mathematiques - opTioN EcoNoMIQUE

Pour les fonctions a deux variables, il faut préciser que la recherche d’extremum se
fait sur une partie ouverte pour une fonction de classe C2. Il faut simplifier les
expressions de p,q,r,s,t. La résolution p=g=0, souvent malmenée, faute d'avoir
conservé les formes factorisées de p et q, se fait sur cet ouvert, et ne détermine que
les points critiques. De facon générale, la distinction entre implication (condition
nécessaire) et équivalence (nécessaire et suffisante) est plus qu'approximative
(quand elle est précisée !).

Il est rarement montré que l'extremum est global.

Exercice 2
Un polynome annulateur ne fournit que les valeurs propres éventuelles (mais cela évite
d’avoir a les chercher !). Reste a s'assurer que ce sont des valeurs propres effectives.

La rédaction faisant intervenir un polynome annulateur de A est souvent incorrecte ou
inexistante. La question 2.2.2 n'a été traitée que trés rarement. La rédaction précise
des équivalences a la question 2.2.3 n’est quasiment jamais présente. La question
2.2.4.d n’a presque jamais été traitée.

Si la diagonalisation simple de la matrice carrée A d’ordre 2 est souvent correctement
menée, il n‘en a pas été de méme de celle de 'endomorphisme & , qui supposait une
bonne connaissance de la notion d'application linéaire, de valeur propre et de sous-
espace vectoriel engendré.
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Exercice 3

Il est assez étonnant de constater que des candidats trouvent correctement la proba-
bilité que le client régle par carte bancaire (en utilisant un systéme complet d'événe-
ments), mais n‘obtiennent pas les lois de S et de U. Plusieurs candidats trouvent une
covariance nulle et en déduisent que les variables S et U sont indépendantes. La déter-
mination des lois de U, de S, et de (, ne se résume pas a donner le nom de la loi
(Bernoulli, binomiale). Il faut donner les (bonnes) valeurs des paramétres et justifier
les choix.

A ce titre, la loi de L1 n'était pas géométrique puisque le nombre de clients était
limité a n.

Rares sont les candidats en mesure d’étudier correctement la loi de L2.

Dans l'étude des variables a densité, les notations dintégrale sont souvent fantaisistes

(confusion entre variable et borne, entre x et t, entre intégrale impropre et intégrale
définie, absence du différentiel).
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Une densité de la loi exponentielle n‘est pas connue de tous.
Le lien entre X et T est rarement utilisé pour calculer rm f{x)dx, puisL(T).

Beaucoup d’erreurs dans la reconnaissance de la probabilité de la question 3.b.
L'expression de M en fonction de T, et Tz donne lieu a de nombreuses expressions
absurdes. La question 4.b. est rarement correctement traitée.

CONCLUSION

Les correcteurs souhaitent pour les années futures, de la part des candidats, une nette
amélioration dans la présentation des copies, la clarté de l'expression, la précision
des justifications, lencadrement des résultats et lorthographe. Il faut proscrire les
abréviations non conventionnelles telles que I.A.F, I.P.P, S.C.E, S.E.P.

Le concepteur quant a lui veillera a ne pas laisser le flanc a la critique en proposant
un sujet peut-étre plus conventionnel en algébre linéaire.

Le sujet a permis de valoriser les candidats ayant fourni un travail sérieux toute
lannée. Il est a noter la présence de copies de trés bonne qualité. Le sujet a permis,
plus que les années passées, de classer les candidats.

Avec un écart-type de 4.98 et une moyenne générale de 10.37 cette épreuve semble
avoir joué son réle discriminant.
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