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9 PHYSIQUE & TECHNOLOGIE

Epreuve de Mathématiques C
Durée 4 h
Si, au cours de ’épreuve, un candidat repére ce qui lui semble étre une erreur d’énoncé, d’une part il

le signale au chef de salle, d’autre part il le signale sur sa copie et poursuit sa composition en
indiquant les raisons des initiatives qu’il est amené a prendre.

L’usage de calculatrices est interdit.

A rendre avec la copie 2 feuilles de papier millimétré

La présentation, la lisibilité, I'orthographe, la qualité de la rédaction, la clarté et la précision des
raisonnements entreront pour une part importante dans I'appréciation des copies. En particulier, les résultats
non justifiés ne seront pas pris en compte. Les candidats sont invités a encadrer les résultats de leurs calculs.

Préliminaire
Soit n, un entier naturel non nul, et f une fonction a valeurs positives, décroissante sur [nO , + [ .

a. Montrer que, pour tout entier naturel k. > n, + 1:

Jroa < 5@ s |

( on accompagnera la réponse d’une illustration graphique )

b. En déduire que, pour tout entier n > n, + 1:

n+l

[ r0a < 3 7)< [ ra

n o+l k=n y+1

+0o
c. Comparer la convergence de la série ( > f (n)) et de lintégrale I f@)ar .

n2ng
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l. Premiére partie

1. On rappelle que e désigne la base du logarithme népérien (In e = 1).

Pour t > e, on considére la fonction f définie par: f() = (_IIT :
\Int¢

a. Aprés avoir justifié la dérivabilité de f sur [e, + oo [, donner la valeur de f'(r).
b. Etudier les variationsde f sur[e, +o|.
c. Donner I'allure de la courbe représentative de f sur [e , + © [

d. Déterminer une primitive de f* sur [e , + o]

dt

+00
Que peut-on en déduire pour la convergence de l'intégrale j (——)? ?
t{In¢
e

e. Que peut-on déduire du d. pour la convergence de la série [ z —Z—l—l———)—;J ?
n>2 N n »n

1

2.Pourt > e, on considére lafonction g définie par: g() = Z(T)z- :
t t

a. Aprés avoir justifié la dérivabilité de g sur [e, + o [, donner la valeur de g'(r).
b. Etudier les variations de g sur [e , + oo[

c. Donner I'allure de la courbe représentative de g sur [e , + © [ .

d.Liintégrale [ g (¢)dr est-elle convergente ?

e. Que peut-on déduire du d. pour la convergence de la série [ Z ;)ZJ ?

définiepar: u, = ZB—I—E -~

1
3. On considére la suite ( u, ) —
p=1 p 2

21

n+l1

. Int
a. Pourtoutentier n > 1, calculer: I Ldt.

, . In¢ A
b. On admet, dans ce qui suit, que la fonction ¢t +— nT est décroissante sur [e , + © [

Etudier les variations de la suite ( u, )

n 2 3°
In2 - (In 3)°
n - 2 *

c. Montrer que, pour, toutentiern > 1: u



d. Montrer que la suite ( u, )n . ; converge.
. u, In n = 1
e. Montrer que, pour, toutentiern > 1: l + - < Z —, et conclure sur la convergence
nn il /
p=1

de la série de terme général —1—
n

définiepar: H, = )

4. On considere la suite ( H, )n 1 .
p=1 p

21

a. Montrer que, pour toutentiern > 1: In(n+1) < H, < 1+ Inn.
b. Montrer que la suite ( H, - Inn )n . ; converge (on pourra étudier ses variations).

On notera £ sa limite.
c. Pourtoutentiern > 1,onpose: y, = H, - Inn.

Déterminer un équivalent, lorsque n tend vers +,de y,., — 7, -

Que peut-on en déduire pour la convergence de la série [ z ( Vot = Vo )} ?

n 21
Montrer que I'on peut ainsi retrouver le résultat du b.

d. Montrer que : Z( 1. ln~—’z——) = /-1.

o n n-1

e. Montrer que, pour toutentiern > 1: y, — { = 2 ( In —kk— - %)

k=n+1

f. Soit £ un réel strictement positif.
Montrer qu’il existe un entier naturel non nul » , tel que, pour tout entier k > n, :

1 1 £
- - ——| £ =.
k-1 k 2k(k—1)) k’

g. Montrer que, pour toutentiern = n :

h. Déterminer: lim (Hn ~lnn-¥- —1~) .

n—>+o

Il. Deuxiéme partie

Soient 7 et B deux réels, avech > 0.

1. Déterminer la limite de —hl—ﬂ lorsque ¢ tend vers + 0.
t"(Int)
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0 < —— <1

2. Montrer qu’il existe un réel ¢ , tel que, pour t > ¢ : - 7
t"(Int)

1 + 2 h . Déduiredu 2. que, pour ¢ > ¢ :

3. On pose, dans ce qui suit :
1 1

06 <« —4m@Mm— < ——

t*(Int)” phh

+00 t

4. L'intégrale I —-~(—f——)ﬁ— est-elle convergente ?
t“(In¢

Lo

5. Que peut-on en déduire pour la nature de la série Z ——————1———7 "
55 n®(lnn)

lll. Troisiéme partie
_ o In(+1)P
Innln(n+2)

On considére la suite ( v, )n , ,définiepar: v,

a. Lasuite (v, )n , , est-elle convergente ? Si oui, quelle est sa limite ?

2
In (1 + l )
1 + n
Inn
b. Veérifier que, pour toutentiern > 2 : v, = 1 - 5 ,
In (1 + —)
1+
Inn
c. Déterminer unréel a tel que, lorsque ntend vers +: |v,k - 2a < > b >
n-lnn n’(Inn)

ou b est un réel positif que I'on ne cherchera pas a déterminer.

Que peut-on en déduire pour la série ( Z v, J ?

n 2 2

Les séries de terme général —_"—(—1———)7 sont appelées Séries de Bertrand (la série harmonique
n nn

(3¢

> 1

J est un cas particulier) . Elles ont de nombreuses applications en mécanique statistique.

FIN DE L'EPREUVE



