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Epreuve de Mathématiques C

Durée 4 h

Si, au cours de I’épreuve, un candidat repére ce qui lui semble étre une erreur d’énoncé, d’une part il
le signale au chef de salle, d’autre part il le signale sur sa copie et poursuit sa composition en
indiquant les raisons des initiatives qu’il est amen¢ a prendre.

L’usage de calculatrices est interdit.

La présentation, la lisibilité, I'orthographe, la qualité de la rédaction, la clarté et la précision des raisonnements
entreront pour une part importante dans I'appréciation des copies. En particulier, les résultats non justifiés ne seront pas
pris en compte. Les candidats sont invités & encadrer les résultats de leurs calculs.

L’'objet de ce probléme est d’étudier certaines propriétés de la fonction x I e ' dr.
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I. Premiére partie

1. Montrer que, pour toutréelxde | - 1, + o[ : In (1+x) < x.

2. En déduire que, pour tout entier naturel non nul n , et tout réel t de ] 0,+n [:
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1n(1_t_J < .-L_etln(1+———) < —
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3. Montrer que, pour tout entier naturel non nul n :
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j[l—;;jdts je dt < !(l+—;—) dat < !(1+—n—] dt
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4. Soit n un entier naturel non nul.

1
a. On rappelle que, pourtoutréelde R \ 7 Z : cotanx = :
an x
+ o f 2\~ "
En effectuant le changement de variable ¢t = \/; cotan u, montrer que j (1 + ——J dt peut
n
0
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s’exprimer en fonction de I sin 2" ? u du.
0
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b. Montrer que J (1 -~ ——] dt peut s’exprimer en fonction dej sin®"*! u du.
0 n 0
c. Déduire des résultats précédents que :
2 Vn , 2
Jn I sin®”*' wodu < I e adt < An .[ sin?" % u du
0 0 0

3
5. En utilisant le fait que, lorsque N tend vers + o, I sin” u du est équivalent a 1, 5% , en déduire la
0
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valeur des intégrales I = e dt , J = j e !’ dt,et K = _[ e ? dr.
0 - 0

Deuxiéme partie
On note, pour tout réel x :

F(x) = eTI e ? dt
0

1. Rappeler I'expression du développement en série entiére autour de 0 de la fonction exponentielle.
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2. a lLafonctionx > e est-elle développable en série entiére autour de 0 ?
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b. En déduire que la fonction qui, a tout réel x, associe j e ? dr,est développable en série entiére
0

autourde 0.

On admettra, dans ce qui suit, que F est développable en série entiére autour de 0.




3. Montrer que, pour tout réel x :

F'(x) = xF(x)+1

n

o0
4. En posant, pour tout réel x:  F(x) = Y a,x", déterminer la valeur de a ,, la valeur de a,, ainsi
n=0

qu’une relation de récurrence reliant, pour toutentern > 1 ,a,,aa,,.

5. Exprimer, pour tout entier naturel p > 0, a peta,,,.

x t?
6. a. Quelle est la limite, lorsque x tend vers + «, de j e 2 dt ?

0
b. En déduire un équivalent de F (x) lorsque x tend vers + o .

Troisiéme partie

On se propose, dans cette partie, de calculer les intégrales I et J par une autre méthode que celle de la
premiéere partie.

On considére l'application g , définie pour tout réel positif x par :
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e cos2 6 dg

glx) =
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et I'application /', définie pour tout réel positif x par :

X

flx) = I e " du
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1. a. gest-elle continuesur [0, +o|[ ?

b. gest-elle dérivable sur |0, +oo[ ?

2. On définit, pour tout réel positif x , 'application 4 par :
hix) = f°(x)+g(x)

Montrer que h est une application constante (on pourra, pour g’ (x) considérer le changement de variable
u = tan @)



3. a. Montrer que, pour tout réel positif x :

2

0 < g (x) < T -
4
b. Quelle est la limite de g lorsque x tend vers + o ?

En déduire la limite de f lorsque x tend vers + , puis les valeurs des intégrales / = j e dt et
0

J = T e dt.

-

Quatriéme partie

On se propose, dans cette partie, de calculer les intégrales I et J par une autre méthode que celle de la
troisieme partie.

Pour tout réel R > 0, on introduit :

1. Calculer 7 , en fonction de R.

+
-x?

2. Comparer I, Jp et I 5, ,eten déduire la valeur de e dx.
0
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La fonction x —» — | e~
7|

ar , appelée fonction erreur de Gauss, ou fonction erf, posséde de

nombreuses applications en mécanique : ainsi, en mécanique statistique, elle permet de déterminer la
répartition des vitesses dans un gaz parfait.



