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Epreuve de Mathématiques I-B

Durée 4 h

Toutes les réponses devront étre justifiées.
La notation tiendra compte du soin apporté a la rédaction.

L'utilisation des calculatrices est autorisée.

L'objet de ce probléme est Pétude des splines cubiques d'interpolation et de I'approxima-
tion des fonctions par ces splines. Il est composé d’un préliminaire et de trois parties. Le
préliminaire et la premiére partie sont indépendants du reste du probléme. Les parties I1
et IIT utilisent les mémes notations. 1! suffit toutefois d’admettre la question II5e pour
pouvoir traiter la partie 111

Préliminaires

On note 7([a, b}) I’ensemble des fonctions définies sur Pintervalle [a, b} & valeurs réelles.
On rappelle que cet ensemble, muni des opérations nsuelles sur les fonctions, a une struc-
ture d’espace vectoriel sur R.

Pour une fonction f définie sur R et un intervalle I de R, on note fi; la restriction de f 3
cet intervalle I. '

1. Dans F espace vectoriel sur R, rappeler la définition d’une famille libre finie.

2. Parmi les trois familles de fonctions suivantes, lesquelles sont libres dans F (R)?

1 Tt 1
Tr—3 1
T T T —> COST 3
2 zr—rx* 41
T3z T —% cos 2x 3
3 2 z — |23
T3 T T —— COS* T

3. Donner la dimension des sous-espaces vectoriels engendrés par ces trois familles.



Partie I

Soit ¢ I'ensemble des fonctions f définies sur [—1,1] telles que la restriction de f &
[—1,0[ soit un polynéme de degré inféricur ou égal & trois, la restriction de f a 10, 1] soit
un (autre) polynéme de degré inférieur ou égal & 3 et qui sont de classe C? sur l'intervalle
[--1, 1] tout entier.

1. Montrer que G est un espace vectoriel.

2. Soit,
PR 2?4 it +mz+ 6 siz <0
' anx? + fox? + vox + O siz>0
Donner une condition nécessaire et suffisante sur ay, 81,71, 01, @2, 82,72 et da pour
que f appartienne & G.

3. On pose

Jo:xzw1, fi:zex fo iz

0 iz <0
fg,::m—m:?’, f4:ml—>{3 st

2 siz>0

Montrer que (fo, f1, f2, 3, fa) forme une base de G.
(Quelle est la dimension de G 7

Partie I1

Soit {zj)sex une suite de réels strictement croissante. On note, pour tout n € N
on = (Zg,... ,Tp). On considére S, 'ensemble des fonctions f de classe C? sur [zg, zy)
telles que la restriction de f & chaque intervalle |z;, z;41 [, pour ¢ variant de 0 & n — 1, est
un polynéme de degré inférieur ou égal & 3. On pourra noter que Pensemble G de la partie
T est du type Ss,.

Un élément de S, sera appelé fonction spline.
On note enfin Sgn Pensemble des fonctions splines f € S, telles que, pour tout

i €40,...,n}, flz;) =0
1. Montrer que S,, est un espace vectoriel.

2. Quelle est la dimension de Sy 7

3. On suppose que S, est de dimension d. Soit (fi,..., fg) une base de 5,, et soit
f €81
(a) Montrer qu'il existe un unique d-uplet de réels {a1,... ,aq} tel que

d

Vo € [zo, 2], fla) =) aifi(z),

=1

(b) Soit p; le polyndme de degré inférieur ou égal & 3 tel que f;
On définit alors

pnd p'l,'

Nen—1.2nl

vi<d, fi: z~ filz) ST T € [0, Zn] ,
pz(ﬂ:) sLT € [xnﬂ:n—}-l}
fd+1 DX 0 S%me (20, .
(z - IH)S iz € [Tn, Tnt1]

2



d
On pose enfin F = f — Zaiﬁ.
=1
Montrer que sur [z,, Zy+1], F' est un polyndme de degré inférieur ou égal 4 3
vérifiant Fzy,) = F'(zn) = F'{zn) = 0.

(c) Montrer que (fi,..., fas1) forme une base de Sopar-

(d) En déduire que la dimension de S, est n -+ 3.

4. (a) Montrer qu’il existe un unique polyndéme p de degré inférieur ou égal & 3 sur
[a,b] (avec a < b) vérifiant
pla) =a, pla)=8, pa)=1, pb)=4

ou o, 3,7, 8 sont des réels fixés.

(b} Soit (¥o,-.. Yn,, 8) n + 3 réels fixés. Montrer, par récurrence sur n, qu’il
existe une unique fonction spline f € 5, telle que

Vi€ {0,...,n}, flz:)=w,
f’(mﬂ) =&,
f"(@o) = B.

(¢) Montrer que SJ est un espace vectoriel.
Préciser sa dimension.

5. Soit f € 80 .

(a) Que vaut F%(x) pour & €]z, i1 ?

~ {b) Montrer que

/ 7 (F1(@) 2z = F(2n) () - F (20} " (o).

¢

(On pourra dans un premier temps exprimer la dérivée de f'f" sur |z;, ;1| en
fonction de f/, f" et f.)

(c) Soit & : S2 — R?

¢ — (o) ' (xn))
Montrer gue ¢ est injective.
® est-elie bijective?

(d) En déduire qu’il existe une unique fonction spline [ de S, qui vérifie,

Vie {0,...,n}  flz)} =,
[z} = a,
f’(ﬂJn) = f3.

Partie II1

Pour toute fonction f de eclasse C? sur [0, 1}, & valeurs dans R, on pose

171l = ( / 1 f”(t}?dt)lf? .



1. Soit f une fonction de classe C2 sur {0,1] vérifiant f(0) = f(1) = 0.
Soit g la fonction impaire définie sur R, 2-périodique et qui vérifie

vee[0,1], gl = flo).

(a) Montrer qu'il existe une suite (¢, Jnen de nombres réels telle que
oc
VreR, glz)= ch sin{mnz).

(b) Quelle est la série de Fourier de ¢g" 7
g"" est-elle égale & sa série de Fourier?

(c) En déduire que
' 2 & 2.4
13 —
[[} i x)de = 5 ﬂ5:1|cn| n.

{d) Montrer que si les séries & termes réels ¥ a? et Y. b2 convergent, alors la série
3" apb, converge absolument et

o o0 Y2 s 1/2
Z lanby| < (Z a%) (2 bﬁ) )
n=1 n=1 n=1

(e) En déduire que

1
Vo &« |0, 1], )l < — .
01, @) <5 =l]
oQ
1 7t
On rappelle que Z 1= 5
n=1
2. Soit 0 = (0 = zg,... ,Zn = 1) une subdivision de {0,1]. On note h; = z;11 — z; et
h= sup k.
0<i<n—1

Soit f une fonction de classe C2 sur [0,1] & valeurs dans R et ¢ 'unique fonction
spline de S, qui vérifie

Vi€ {0,...,n}, pla) = flz:), ¢'(0)=f(0), ¢'(1)=7(1)
(a) En considérant la fonction ¢; définie pour tout ¢ € [0,1] par

gi{t) = (f — e)zi + 1 hy),
montrer que

B If =l B3/
xe[i:£+1]|f($) elz)] < V- hy'*.

(b} Montrer que
1=l =177 = el

On pourra dans un premier temps obtenir une expression simple de

[ - ewe e

en effectuant une intégration par parties.
{c} En déduire que
I < Iif h3/2

sup i flz
z&in,1]



