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Epreuve de Mathématiques I-B

durée 4h

Probleme

Le sujet de ce probleme est ’étude de certaines solutions de ’équation différentielle non-
lin¢aire

(*) =7

On dira qu’une fonction f est solution de (*) sur un intervalle I de R lorsque f est une
fonction réelle, définie et de classe C? sur I et telle que pour tout z € I,

f'(z) = f(=)*.
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Les Parties I et II sont indépendantes
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Partie I

1) Soit f une solution de (%) sur l'intervalle I.
a) On se donne un réel ¢, et on définit

I.={z€Rtelquez+cel}
Vérifier que I, est un intervalle et que la fonction f définie pout tout z € I, par
flz) = flz +¢)

est solution de (*) sur /..

b) On définit maintenant I={zecRtelque —z¢€ I}. Vérifier que la fonction f définie

pour tout z € I par f(x) = f(—z) est solution de (*) sur [
2)
a) Déterminer les réels d > 0 et v > 0 tels que la fonction f définie pour tout z €]0, +o0]
par
d

flz) ==
soit solution de (*) sur ]0, +oo|.
b) En déduire une solution non-nulle de (*) sur ] — o0, 0[ (on pourra utiliser la question
I-1-b).
c) Soit b € R. Construire en utilisant les questions précédentes une solution non-nulle gy
de (*) sur Jb, +oo[ et une solution non-nulle f;(z) de (%) sur ] — oo, b[ telles que

lli_rR gi(T) = 400 et lirri fo(z) = +o0.

z>b z<b
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3) Soit I un intervalle inclus dans Ry tel que [0,1[C I. On suppose dans cette question
que f est une solution de (x) sur I telle que f’(0) =0 et f(0) # 0.

a) Montrer que f’ est croissante sur I.

b) Montrer qu'il existe € €]0, 1] tel que pour tout z € [0, €],

n f(0)2
7(z) > B2

En déduire que pour tout z €]0,¢], f'(z) > 0.
c) En déduire que f est strictement croxssante sur .
d) Montrer que pour tout z € I,

(on pourra par exemple étudier la dérivée de cette expression).
e) En déduire que pour tout z € I,

\/' /f(x)
0 VY — (0%

4) Pour tout réel w, on définit 'intégrale impropre

J{(w) 2/ ——
w  \/ y3 ~ w?
Etudier la convergence de cette intégrale en fonction de w. Montrer que pour tout réel
w > 0,

J(1) J(=1)
et .
Vo I =75
5) En déduire qu’il n’existe pas de fonction f solution de (*) sur [0, +o0o] telle que f'(0) =0
et f(0) #0.

J(w) =

Partie 11

On suppose que (ax), N est une suite de réels et on définit pour tout entier k > 0,

k

bk= E a;0k—j.

J=0
On admet le résultat suivant:

Si la série entiére Y, axz%* a pour rayon de convergence R # 0, alors la série entiére

> k>0 bkz2¥ a pour rayon de convergence R, et pour tout nombre réel z tel que |z| < R,

o0 o 2
Zbkrzk = (Z ak:z:zk) .
k=0
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1)
a) Pour tout entier k > 1, établir les relations suivantes:

(k + 1)2
2

k k

. k(k+1 5 k(k+1)(2k +1
}:j:_(—o—_), E:f: ( )6( ), 2k(2k — 1) >
j=1 -

et
3
k% + 2k > Z(k +1)2.
k—1
b) En déduire pour tout entier k¥ > 1 la valeur de Z(] + 1)(k — 7) et vérifier que
1=0

~
|
—

< G+DkE-7)<

|~

1
8~ (k+1)3 ¢

<
I}
(o]

2) On suppose maintenant que la série entiére 3,5, axz?* a un rayon de convergence
R > 0. On définit pour tout réel z €] — R, R|,

oo

flz) = Z arz?.

k=0

Quelles conditions les coefficients ax doivent-ils vérifier pour que f soit une solution de (*)

sur | — R, R[?

3) On définit maintenant la suite (cx)k>o par récurrence de la maniére suivante: co = 1 et

pour tout entier & > 1,
k-1

1
= PRk T) 2 I
=0
a) Vérifier que ¢y > 0 pour tout k € N.
b) Montrer que pour tout entier £ > 1,
1 k-1 k-1
T T & 901 S 6 S T 2 o

4)
a) Montrer par récurrence que pour tout entier k > 0,

k+1 k+1

ok SO S T3

(on pourra utiliser les questions II-3-b et II-1-b).
b) En déduire que le rayon de convergence p de la série entiére Y, -, ckz** est strictement
positif et fini. -
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5) On définit maintenant, pour tout nombre réel z non-nul, et pour tout entier & > 0,
Ci(z) = cxz**1.

a) Pour tout nombre réel non-nul z fixé, on note R(z) le rayon de convergence de la série
entiere Y, 5, Cik(2)22*. Montrer que

R(z) = -2

2|

En déduire qu’il existe un unique réel strictement positif zg tel que R(zo) = 1.
b) Soit = un réel non-nul. Montrer que la fonction réelle A, définie pour tout nombre réel

t €] — R(z), R(z)[ par ~
ho(z) =) Ci(z)z*
k=0

est solution de (%) sur | — R(z), R(z)[.

Partie III

On reprend les notations introduites dans la question II-5. On définit, pour tout z €]—1, 1|,
o0 o o]
= Z Ci(z0)x? et of Z 1) 1 Cy(20) k.
k=0 k=0

On rappelle le résultat suivant de la question II-5: u et v sont solutions de (%) sur
] - 1,1

On admet en outre dans cette partie que

’ lim u(z) = +oo.

=1
z<1

1) Vérifier que u(0) = —v(0) = zo et que u'(0) = v'(0) = 0. En déduire que pour tout

z €)0,1],
\/’ u(r) /v(:c)
/ \/J — (20)3 y3 + ZO)

(on pourra utiliser les résultats de la question I-3).

2) Montrer que J(z0)? = 2/3 et en déduire la valeur de zo en fonction de J(1) (on pourra
utiliser les résultats de la question I-4).

3) Montrer que J(1) < J(—1). En déduire qu’il existe un unique réel A > —1 tel que

L= lx_r}} v(x)
<1

et exprimer L en fonction de A et J(1).



