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Epreuve de Mathématiques I-B 

durée 4h 

Problème 
Lc sujet de ce problème est l'étude de certaines solutions de l'équation différentielle non- 
1 i 11 Ca ire 
( *> f" = f 2 .  

On dira qu'une fonction f est solution de (*) sur un intervalle I de IR lorsque f est une 
fonction réelle, définie et de classe C2 sur I et telle que pour tout x E 1, 

y(.) = f(X)*. 
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .  

Les Parties 1 et II sont indépendantes 
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .  

Partie 1 

1) Soit f une solution de (*) sur l'intervalle 1. 
a )  0 1 1  se donne un  réel c, et on définit 

\'érifier que I ,  est un intervalle et que la fonction f définie pout tout x E 1, par 

I ,  = {x E R tel que x + c E 1). 

f(4 = f(z + 4 
est solution de (*) sur 1,. 

b) On définit maintenant, I' = {z E R tel que 
pour tout z E I par f(x) = f(- z) est solution de (*) sur I" 

a )  Déterminer les réels d > O et y > O tels que la fonction f définie pour tout z €10, +m[ 

- x E 1). Vérifier que la fonction f définie 

21 

par 

soit, solut,ion de (*) sur ]O,  +CO[. 

b) En déduire une solution non-nulle de (*) sur ] - m,O[ (on pourra utiliser la question 

c) Soit b E IR. Construire en ut,ilisant les questions précédentes une solution non-nulle Q b  
de (*) sur ]b ,  +CO[ et une solution non-nulle fb(z) de (*) sur ] - CO, b[ telles que 

1-1-b). 

lim gr,(z) = +CO et lim fb(T) = +m. 
r+h r - + b  
x > 1, X < b  



BANQUE FILIÈRE PT 1997 

Épreuve 1B 2/4 

225 

3) Soit I un intervalle inclus dans IR+ tel que [O, 1[C 1. On suppose dans cette question 
que f est une solution de (*) sur 1 telle que f’(0) = O et f (0)  # O. 
a) Montrer que f’ est croissante sur 1. 
b) Montrer qu’il existe E ~ ] 0 , 1 [  tel que pour tout x E [O,&], 

En déduire que pour tout x €]O,&], f’(x) > O. 
c) En déduire que f est strictement croissante sur I 
d) Montrer que pour tout x E I ,  

n 

(on pourra par exemple étudier la dérivée de cette expression). 
e) En déduire que pour tout x E 1, 

4) Pour tout réel UI,  on définit l’intégrale impropre 

Etudier la convergence de cette intégrale en fonction de 20. Montrer que pour tout réel 
w > o. 

5 )  En déduire qu’il n’existe pas de fonction f solution de (*) sur [O, +m[ telle que f’(0) = O 
et f(0) # 0. 

Partie II 

On suppose que ( U ~ ) ~ ~ N  est une suite de réels et on définit pour tout entier k >_ O, 

j=O 

On admet le résultat suivant: 
Si la série entière x k > O  a k x 2 k  a pour rayon de convergence R # O, alors la série entière 
x k > O  b k x 2 k  a pour rayon de convergence R, et pour tout nombre réel x tel que 1x1 < R, 

- 

b k x 2 k  = ( C a k X 2 l i  ) . 
k=O \k=O 1 



226 BANQUE FILIÈRE PT 1997 

Épreuve 1B 3/4 

1) 
a.) Pour tout entier k 2 1 ,  établir les relations suivantes: 

( k  + 1)’ 
2 , 2 k ( 2 k -  1 )  2 k ( k  + 1 ) ( 2 k  + 1 )  

6 

k k 

, Cj’= cj = w +  1 )  
2 

j =  1 j =  1 

et 
3 
4 

k 2  + 2k 2 - ( k  + 1)’. 

k - 1  

b) En déduire pour. tout entier k 2 1 la valeur de c(j + l ) ( k  - j )  et vérifier que 
j=O 

2) On suppose maintenant que la série entière x k , 0 a k x 2 k  a un rayon de convergence 
R > O. On définit pour tout réel 2 €1 - R, R.[, 

- 

k=O 

Quelles conditions les coefficients U k  doivent-ils vérifier pour que f soit une solution de (*) 
sur ] - R, R[? 

3) On définit maintenant la suitse ( C k ) k > O  - par récurrence de la manière suivante: CO = 1 et 
pour tout entier k 2 1, 

k--1 

a) Vérifier que C k  > 0 pour tout k E N. 
b) Montrer que pour tout entier k 2 1 ,  

k - 1  - k - 1  

4 )  
a) Montrer par récurrence que pour tout entier k 2 O, 

(on pourra utiliser les questions II-3-b et Ir-1-b). 
b) En déduire que le rayon de convergence p de la série entière x k > O  c k z 2 k  est strictement 
positif et fini. 

- 
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5 )  On définit maintenant, pour tout nombre réel z non-nul, et pour tout entier k 2 O, 

a) Pour tout nombre réel non-nul z fixé, on note R ( z )  le rayon de convergence de la série 
entière Ck,o C k ( z ) x 2 " .  Montrer que 

C k ( Z )  = & + 1 .  

- 

P R(2) = - 47' 
En déduire qu'il existe un unique r6el strictement positif zo tel que R ( z 0 )  = 1. 
b) Soit 2 un réel non-nul. Montrer que la fonct,ion réelle h ,  définie pour tout nombre réel 
5 E] - R ( z ) , R ( z ) [  par 

00 

h , ( x )  = C C k ( * ) P  
k=O 

est solution de (*) sur ] - R(z ) ,R ( z ) [ .  

Partie III 
On reprend les not,ations introduites dans la question 11-5. On définit, pour tout z €1- 1,1[, 

011 rappelle le r6sultat sui\wlt de la question 11-5: 11 et v sont solutions de (*) sur 
1 - 1'11. 

011 adniet en ontic. dans  cette partie que 

J liin u ( z )  = +m. 
r-+l 
r < l  

1) Vérifier que u ( 0 )  = -v(O) = zo et que ~ ' ( 0 )  = v'(0) = O. En déduire que pour tout 
x E]O,1[, 

dY 4.1 $ = J:"' dY 
d m = L  hFGT3 

(on pourra utiliser les r4sultats de la question 1-3). 

2) h4ontrer que J( i0) '  = 2/3 et en déduire la valeur de zo en fonction de J (  1) (on pourra 
utiliser les rksult,ats de la question 1-4). 

3) hlontrer que J(1) < J(-1). En déduire qu'il existe un unique réel X > -1 tel que 

J(l) = 

4) h4ontler l'existcwce de la limite k gauche 

L = lin1 r - b l  u ! ( n : )  
z <  1 

et exprimer L en fonction de X et. J (  1). 


