Banque <<Agro>>
A et AE - 1001

MATHEMATIQUES
Epreuve C
Durée : 3 heures

L’usage d’une calculatrice est autorisé pour cette épreuve

Les parties 3 et 4 sont indépendantes des parties 1 et 2. Les notations de la partie
1 sont utilisées dans la partie 2.

1. Quelques sommes classiques.
On note F ’ensemble des applications définies sur R & valeurs dans R.
Soit A l'application de F' dans F' qui 3 une fonction f associe la fonction

Af : z— flz +1) - f(z)

et V l'application de F dans F' qui & une fonction f associe la fonction
Vf:z—f(x)- f(zx-1).

On considére dans cette partie deux entiers naturels n et p, n < p.

1.1. Montrer que A et V sont des applications linéaires.

1.2. Soient f et g deux applications de F. Montrer que pour tout z dans R, les valeurs de V
et de A pour le produit fg des fonctions f et g sont données par :

(V(£9))(z) = (Vi)(=z)g(2) + flz - 1)(Vg)(z)
(A(fg)x) = (Af)(=)g9(x) + f(z + 1)(Ag)(2).

1.3. Montrer que : Z (Af)(k) flp+ 1) — f(n).

k=
1.4. Soit ¢ un réel strlctement positif, distinct de 1; on note h la fonction qui a tout z
réel associe ¢®. Déterminer Ah ; en déduire une fOIlCthH hq telle que Ahy = h et simplifier

P
l'expression de ) .

k=n

L5. Montrer que: 3 F(B)(A0)(K) = (fo)(p+ 1)~ (fo)(m) — 3 glk+ AN,

P
1.6. En déduire 3 kcF.
k=n
T.S.V.P.



2. Polynémes factoriels.

Pour tout entier naturel n, on note E, 'ensemble des polyndomes & coefficients réels de degré
inférieur ou égal & n. On pose Fy(z) = 1 et pour tout k, entier naturel non nul, on note
Fe(z)=2(z-1)---(z— k+1).

2.1. Soit n € N. Montrer que (Fp,-- -, Fy) est une base de E,.
2.2. Soit n un entier supérieur ou égal & 1. Montrer que AF,, = nF,_;.

2.3. On définit A® = idp (I'application identité de F'), Al = A et pour tout entier k supérieur
ou égala 1, A* = A o AF~1, Calculer A3(Fy).

2.4. Soit n un entier naturel; un polynéme P, de degré n, est dit "écrit sous forme factorielle”
n

g'il est représenté sous la forme P(z) = 3 biFk(z). Mettre 23 sous forme factorielle et en

k=0
déduire A(z?).

3. Schéma de Horner.
Soient z un réel et P(z) = Un2"+an-12""1+ - -4+a12+ao un polyndme de degré n, an,- - -,ao
étant des réels, a,, distinct de 0.

3.1. Soit k € N, k inférieur ou égal & n. Combien faut-il effectuer de multiplications pour
calculer axz* (de facon naive, sans faire appel & des techniques d’exponentiation rapide)?
Combien alors faut-il effectuer d’opérations (additions et multiplications) pour calculer P(2)?

3.2. Programmes :
3.2.a. Compléter la fonction suivante de deux variables : z, un réel, et n, un entier supérieur
ou égal A 1, qui est rédigée en Pascal et calcule 2 :
Function Puissance(z:real;n:integer): real;
var P:real; i:integer;
begin
P:i=...;
fori:=l1tondo .. ;
Puissance:=P;
end;
3.2.b. On suppose que Max est une constante et on définit le type polyndme comme un
tableau indexé de —1 & Max. Si P est un polyndme, P[-1] est le degré du polynéme, entier
inférieur ou égal & Max, et P[0],...,P[P[-1]] sont ses coefficients. Compléter la fonction suivante
qui renvoie P(z) en utilisant la fonction Puissance :
Function PdeZ(P:polynome;z:real): real;
var res:real;i,n:integer;
begin
n:=P[-1];
res:= ...;
fori:=1 to n do res:=.. ;
PdeZ:=res;
end;



3.3. On écrit maintenant le polynéme sous la forme suivante:
P(z) = (@anz™ '+ an_12™ 2+ .-+ a9z + a1) + a9

P({II) = ((anmn_2 +---+ 012)-'13 +l11)$ +ag

P(z) = (((anz™ 3+ -+ +a3)z + a2)z + a1)z + ao

P) = ((-+ (an)2 +an1)T+ - +a2)z + a1)z + do .

Pour calculer P(z), on calcule successivement les nombres b, ,b,,_,---,by définis par
bn=an, bn-1 = an-1+2bn, bn-2 = an-2+2bn-1, -+ , bk = @k +2bk+1, - -, bo = ao+2zb1 .
On a donc bo = P(z). Cette méthode pour calculer P(z) s’appelle le schéma de Horner.
Déterminer le nombre d’opérations arithmétiques nécessaires pour calculer P(z) par ce schéma.
Compléter la fonction suivante, rédigée en Pascal, permettant de calculer P(z) par le schéma
de Horner.

Function Horner(P:polynome;z:real):real;

var res:real;in:integer;

begin
n:=P[-1];
res:= Plnj;

for i:=n-1 downto 0 do res:=...;
Horner:=res;

end;
8.4. Appliquer le schéma de Horner au polyndome Py(z) = 3z° — 72* — 623 + 1522 — 10z + 14
pour calculer F(2). Donner les valeurs obtenues qu’on notera bos, bo,4,---,boo.

8.5. Soit Q(z) = b,z 14+ b,_12" 2+ ---+b; (o0 by, -+ -, by sont les coefficients définis dans
la question (3.3)). Démontrer que P(z) = Q(z)(z — 2) + by. (le polyndme Q(z) s’appelle par
définition le quotient de la division euclidienne de P(z) par z — z).

3.6. L’application répétée du schéma de Horner permet également de calculer les dérivées
successives et le polynéme de Taylor.

3.6.a. On considére le polyndme P, de la question (3.4.). On appelle P, le polynéme quotient
de la division de Py par = — 2, P, le quotient de la division de P, par = — 2, et ainsi de
suite jusqu'a Ps. On trouve ces polynomes par applications successives du schéma de Horner.
Déterminer ces 5 polyndmes. On notera b;,; les coefficients trouvés en appliquant le schéma de
Horner au polynéme F;. (Les coefficients by 5,04, - ,bp,0 ont déja été trouvés a la question
(3.4.).) Présenter les coefficients b; ; pour ¢ =0, ---,5 dans un tableau triangulaire.

3.6.b. En déduire I'existence de six réels co, - - -, cs, tels que

5
Vz eR, P(z)= Z cx(z —2)%.
k=0

et déterminer les valeurs de ¢, ..., cs.
3.6.c. Donner, en le justifiant, les valeurs de P(*)(2), pour & € {0, --,5}.
T.S.V.P



4. Polynémes d’interpolation.
Soient m un entier naturel, a < b deux réels et ay,az, - -,an, @p41 7+ 1réels deux 3 deux
distincts de I'intervalle [a,b]. On rappelle que E., est I’ensemble des polynémes & coefficients
réels de degré inférieur ou égal & n et on considére les polynémes

Qo(2) =1,Q1(2) = (2~ 1), Q2(z) = (T—1)(z—0a), -+, Qn(Z) = (T—1)(z—02) - -+ (T —xn)
4.1. Montrer que (Qy,- -, Q,) est une base de E,,.

4.2. Soit P € E,. Montrer que le (n+ 1)-uplet des coordonnées (Ag,:--,A,) de P dans la
base (Qo, -+, Q) est la solution d’un systéme linéaire que ’on précisera .

4.3. Dans le cas particulierde n = 3,a = 0,b = 5,; = 0,05 = 2,3 = 3,4 = 4, décomposer
le polynéme Py(z) =1~ %w + %:L‘2 - ia::" dans la base (Qo,Q1,Q2,Q3).

4.4. Soit fo une fonction définie sur [0, 5], telle que fo(0) = 1, fo(2) =5, fo(3) =10, fo(4) = 15
et fo(5) = 25. Montrer qu'’il existe un unique polyndme R de E3 vérifiant R(k) = fo(k) pour
k € {0,2,3,4}. Déterminer ce polyndome.

4.5. On veut maintenant trouver un polynéme Ry de degré inférieur ou égal & 4 vérifiant
Ry(k) = fo(k) pour k € {0,2,3,4,5}. Démontrer l'existence de R et ’exprimer simplement &
l’aide du polynoéme trouvé & la question précédente.

4.6. On revient au cas général. Soit f une fonction définie sur [a, §|. Démontrer qu'il existe un
unique polynéme P, de E» qui coincide avec f en a1, --,an+1 €t expliquer comment trouver
les composantes de P, dans la base (Qg,---,Qy).

4.7. Etude de la validité de 'approximation de f.
On suppose, de plus, f de classe C"t1.
4.7.a. Soit z € [a,b], distinct des ;. On considére la fonction p, définie sur [a,b] par :

VL€ [a,8,0(t) = f(t) — Palt) —(t—au)(t —@2) - (t — @nt1) A

Déterminer A pour que p(z) = 0. Dans la suite de la question, on suppose A ainsi fixé. En
appliquant plusieurs fois le théoréme de Rolle, montrer qu'il existe 7 € [a, b] tel que

_ 1 n+1)
A= 1)!f( (m)
4.7.b. Montrer que Vz € [a, Y,
- (n+1) oyt
|f(z) — Pa(z)| < CES s IF@)].(b—a)* ™.

4.8. On utilise | : P, (t)dt comme valeur approchée de j: f(t)dt. Donner un majorant de
l’erreur commise.

4.9. En étudiant p
o {2 = Pa(a)

T—ay I —qQaq
montrer que, en utilisant P, (c;) comme valeur approchée de f'(a;), l'erreur commise est
majorée par

1
(n+1)! sefan) FED @ —az)- (o1~ ania)l. FIN.
¢ tegfa,




