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CONCOURS D'ADMISSION 1990 flATHEMATJQUEB 2EME EPREWE 

OPTION M (Dur68 de l'épreuve t 4 heures) 

*** 

L'objectif du problbme est de prouver que 'rr2 est irrationnel en 

ce qui fait l'objet de la partie 1, 
1 +O0 n* - = C 7 

6 n=l n 
utilisant la relation 

et une expression integrale faisant intervenir la somme de cette 
série, ce qui est l'objet de la partie III. La partie II est 
consacrée à l'étude d'intdgrales utiles pour la partie III, 

PARTIE € 

Dans cette partie, on désigne par f la fonction numerique paire, 
21 - périodique sur IR, définie sur [ O ,  'rr] par f(x) = v - x. 
1') Montrer que f est d6veloppable en serie de Fourier trigonometri- 

que et expliciter ce développement. 

2 ' )  En deduire la somme de la serie numérique : 
k=O 

3 ' )  En deduire le resultat annonce au préliminaire : 

1 

(2k + 
+a0 c L e -  Il* 

k=l  k2 6 

PARTIE II 

On designe par K et A les parties de RZ definies par : 

K - [ O ,  11 x [ O ,  11 et A = K\((l, 1)). 

Soit C ( A ) ,  l'espace vectoriel des fonctions continues sur A, h 
valeurs reelles. Etant donne un Blbment f de C ( A ) ,  on pose, pour 
tout rdel y de [ O ,  1 C  : 

On sait que F est continue sur [ O ,  1[ t on pose alors pour tout 

. 

reel 

TOURNEZ S'IL VOUS PLAIT 



Concoures commun MINES-FONTS-TELECOM-... 
option M-Math 2 page 119 

1990 2/5 

On note enfin J le sous espace-vectoriel de C ( A )  constitud des 
fonctions f telles que I,(f) admet une limite finie lorsque Q tend 
vers 1. On pose dans ce cas : 

I(f) = lim I , ( f ) .  
a - 1  

L'application f H I(f) est une forme lineaire sur l'espace J. 

1') Soit f un Blément de C ( A )  admettant un prolongement continu 
sur K. Montrer que f est un Clément de J et que 

P P  N 

2') Soit h la fonction definie sur A par : 

a) Montrer que, pour tout élément ( x ,  y )  de K ,  on a : 

( 1  - x) (1  - y) 4 ( 1  - \1)2 
h(x, y), est nulle lorsque ( x ,  y) tend vers (1, 1) dans A 
et qu'ainsi h est un élément de J. 

. En déduire que la limite de 

b) Montrer que pour tout (x, y) E K, on a les inegalites 
O i K (x, y )  4 g('lXy), et que K (x, y )  = g(Xy) si et 
seulement x = y, la fonction g Btant définie sur [O, 11 par : 

u2 (1  - u) 
l + u  g(u) = 

c) Montrer que g atteint son maximum en un point unique X de ] O ,  l], 
solution d8une dquation du second degr6 que 180n explicitera et 
prouver que g ( x )  = A *  

d) En conclure que S U P  h (x, y) = A s  
(x8 Y I c K  

3 ' )  Dans cette question et la suivante, on suppose f(x# y) = ~ ( x y )  
où y, est une fonction positive continue sur [O, 1[. On pose, pour 
tout dlément y de [O, 1[ : 

a) Montrer que la fonction continue F est définie sur [O, 1[ par : 

1 

Y 
F ( 0 )  = ~ ( 0 )  et F(y) = - * ( y )  si y Z O. 

Montrer dgalement : 

TOURNEZ S'IL VOUS PLAIT 
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b) soit, par exemple, k Btant un rbel positif arbitraire : 

En considBrant l'intbgrale Ia(f), trouver les valeurs de k pour 
lesquelles f est un élément de J e  

On distinguera les 3 cas : k < 1, k = 1, k > 1 

4 ' )  On se propose de prouver 

Io cp(u)(l - u) du est 

l'int8grale : 

1 

C l  

que f appartient h J si et seulement si 

convergente et que : 

a) Montrer que pour tout reel a de [O, 1[ : 

b) En deduire que si : 

1 
O 

~ ( y )  (1 - y)dy est convergente, l'integrale 

1 
O 

J a(y)dy est convergente et que f est un 418ment de J. 

c) On suppose que f est un Blbment de J. Montrer que l'intdgrale 

Ji * ( y )  dy est convergente et que 

lim *(a) (a - 1) = O Pour cette dernibre propridtd, on 
a-+l 

pourra minorer l'intdgrale : 

fa+ 1 

En deduire que l'intbgrale 

1 
O 

/ cp(y) (1 - y) dy est convergente. Montrer que l'int8grale 

1 
O 

/ cp(y) In y dy converge et prouver enfin : 

I(f) = - 1' cp(y)ln y dy. 
O 

Toiirnen la page S.V.P. 
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TE IIT. 

S0it.f une fonction definie sur A par : 

f(x, Y) = - Q(y) xy où P et Q sont des polynômes r&els. 

1') r et s &tant deux entiers positifs ou nuls, on &tudie le cas des 
fonctions : 

a) Calculer : 
Gr . s (Y) = /: gp,s (x, Y) dx 

pour y c [O, l[. On utilisera un dkveloppement en serie entiere 

d e :  X -  

et on justifiera l'intégration terme h terme. 

1 
1 - xy 

b) Exprimer I,(gr(o) sous forme d'une serie. 

c) En deduire que g r # s  est Bldment de J et calculer I ( g , . , )  que 

l'on notera Ir,s . Montrer enfin que : 

et, si r > s, 

= r - s  [ l +  s + l  s + 2  + ... + '1 r , 

2') Les polynômes P et Q sont supposks maintenant &.coefficients 
entiers. 
On designe par n le degr4 du polyn8me de plus grand degrd. 

Montrer que f appartient h J et que I(f) est de la forme : 

I(f) = - 1 5) 
(3) (an + bn 6 

dn 

OÙ an et bn sont des entiers de Z et ou d, designe le plus petit 
conunun multiple des n premiers naturels non nuls. 

TOURNEZ S'IL VOUS PLAIT 
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On pose : 

(x" (1 - x)") P, (x) = - - 1 d" 
n! dxn 

pour tout r6el x et on considere la fonction f, difinie sur A 
par : 

Pn(x)(l - Y)" 
1 - xy f n ( x ,  Y) = 

a) Montrer que f, appartient h J et que pour tout dlement y de 
[ O ,  II : 

où h est la fonction definie dans la question II.2O). 

b) En deduire que : 
Il* 

O < II(f , )I  4 A S "  - 
6 

X &tant le nombre introduit dans la partie 11,2*). 

c) Prouver d'autre part que I(f,) est de la forme (3). On posera : 

d) que, pour tout entier n, d, 4 3". Montrer : 

e) A partir de cette relation ( 4 ) ,  prouver finalement que m2 est 
irrationnel. 

F I N  DU PROBLEHE 


