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Exercice n°l :

Soit £ = R?, l'espace affine euclidien orienté de dimension 3 rapporté a un repére orthonormé
(0.7,7.k).
A tout réel ¢, on associe la droite 4, définie par les équations :

xcost+ysint—1=0

x—zcost=0

Soit S la surface engendrée par les droites 4, pour 7 réel.

1°) Que peut-on dire des droites 4, et A2, Adret An., et 4,7
En déduire I'existence de symétries pour S .

2°) Etablir que la droite 4, est tangente au cylindre de révolution d'axe (O, k ) et de rayon 1 en

un point situé¢ dans le plan d'équation z = 1 et qu'elle est coplanaire avec la droite
d'équationsx =0et z=0,
Etudier la réciproque.

3°) Soit H, la projection orthogonale de O sur 4, . Calculer les coordonnées de H, .
Montrer que la courbe décrite par H, , pour 7 € R, est fermée et que-sa longueur / vérifie :
8< /<45

4°) Déterminer et representer sur 3 figures différentes les intersections de S avec les 3 plans
de coordonnées.

5°) Déterminer des équations paramétriques de S .
S est-elle une surface développable ?

6°) Montrer que S est incluse dans la surface £ d'équation :
Y =X )= (z=x7 ) =0
Existe-t-il des points de 2’ n'appartenant pasa S ?

Exercice n°2 :

Soit E = R?, I'espace affine euclidien de dimension 2 rapporté a un repére orthonormé (0,7, 7).
On définit les deux courbes suivantes :

- - |
C’; par la représentation paramétrique : t->OM((1)=(t-tht) i +Z;7 J

et C’» par l'€quation cartésienne : y-chx=0

ou ch et th désignent respectivement les fonctions cosinus et tangente hyperboliques.

1°) Faire I'étude de la courbe ¢, (domaine de définition, symétries, sens de variations,
branches infinies).
La construire dans £. (On pourra prendre 3 cm comme unité)

2°) Donner une équation de la droite 4 tangente a C’; au point M de coordonnées (x(2),y(1)).
Soit T l'intersection de A et de la droite d'équation y = 0.

Montrer que la longueur du segment [ AM7'] est constante.
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3°) On définit la fonction ¢ de R dans R par :
@(t)=1t—2tht pourtout t
En faire I'étude (domaine de définition, symétries, sens de variations, branches infinies).
On montrera que la dérivée ¢’ s'annule sur [0,+o [ en un point f,tel que ch 1, = V2.
Donner une valeur approchée de 7, a 10~ pres et en déduire les valeurs approchées a 10~
prés des extremums relatifs de ¢ .

2

Tracer le graphe de ¢ .

4°) On considére la famille (77) , < g de courbes d'équation :

x2+y?-2ax=1-a’

Préciser la nature de ces courbes.

Déduire de la question précédente qu'il existe un réel aotel que, si {al > ao, lintersection
de ¢, avec I, se réduit a deux points.

Donner une valeur approchée a 10~ prés de a.

Pour tout a € R, montrer que les tangentes a C’; et a /, en l'un des points d'intersection

sont orthogonales.

5°) Tracer la courbe C’.
Calculer le rayon de courbure en un point 4 d'abscisse a appartenant a la courbe ;.
Déterminer une équation de la droite tangente a C’; en 4.

6°) Soient 4; et A, deux points de la courbe > d'abscisses a; et a, tels que les tangentes a C’;
aux points 4, et A, soient orthogonales.
Si on note p, et p- les rayons de courbure aux points 4, et A, calculer I'expression
1 1
— + —
Pr P>
7°) Déterminer les développantes de C.
On appelle 2 la développante qui admet l'axe (O,f ) comme asymptote.
En donner une équation paramétrique. Comparer avec C;.

Exercice n°3 :

Dans R", on note . le produit scalaire usuel et ll “ la norme associ€e.
Soit & l'ensemble des endomorphismes symétriques de R" dont la matrice dans la base
canonique, notée 4 = (a,,), vérifie :
a,;; >0 pour tout / et tout j variant de 1 a n.
Soit fappartenant a & .

f étant symétrique, on rappelle que ses valeurs propres sont réelles.
Soit « la plus grande d'entre elles.

1°) En utilisant une base orthonormée de vecteurs propres, établir I'inégalité
F(x)x<alxl’ pour tout x € R"
Montrer que I'égalité n'est atteinte que si x est un vecteur propre associ€ a .
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2°)

4°)

59)

6°)

7°)

), montrer de plus l'inégalité J f(x ).xj <all|* pourtoutx e R®

En utilisant x = (txlt,..., X,

Etablir que a > 0.
Montrer que si A est une valeur propre de falorsona | /< a.

Soit x = (x1,..., X,) Un vecteur propre associé a «, montrer que X = (|x1|,..., X,|) est aussi
un vecteur propre associe a a.

En déduire que, pour tout 7 variant de 1 an, ona x,# 0.
Démontrer que le sous-espace propre associ€é a « est de dimension 1 et que I'on peut
choisir comme base un vecteur X = (X,,...,X, ) vérifiant :

X, > 0 pour tout / variant de 1 a n,
et Z X, =1
i=1
On gardera cette notation X dans la suite de l'exercice.

En calculant la somme des composantes de (%) dans la base canonique de R", établir -
I'égalité :

3

*  a=3%C

i T
J

1l
—

n
ou C;=Da, estlasomme deséléments dela j-iéme colonne.

i=1

En déduire minC, < a < maxC, m
Jj=l..n J=lun I
Démontrer, pour tout m entier, l'encadrement : min —L < —%— < max =L
J=lem q j=l.m q
J
qu ’

oup; et g, sont des réels strictement positifs pour tout j variant de 1 a m.

Si f appartient a &, montrer que la composée f > =f o f appartient aussi i & et que a °
est la valeur propre maximale de f * associée au vecteur propre ¥ .

En appliquant (*) a fet a f %, établir I'égalité : S (%, ; a, C,)
‘ jz=:4 i /(Z:I kj“k

a=

n
Z} %,C,
=
n n
Zakjck Zakjck
k=1

En déduire min 22— < a < max
J7lun C J=l..n ( )

J _ J

1 1
Soit f déterminée par sa matrice 4 dans la base canonique avec: 4=|1 3
2 1
Déterminer la plus grande valeur propre a.

Donner les encadrements issus des questions 4°) et 6°).



