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ECOLE POLYTECHNIQUE OPTION M’

CONCOURS D’ADMISSION 1991

DEUXIEME COMPOSITION DE MATHEMATIQUES (4 heures)
Le but principal de cc probleme cest d’¢tudicr dans quelques cas le comportement de

la somme d’une série enti¢re cn un certain point de son cercle de convergence. La partie 1 est
consacrée a des préliminaires.

PARTIE 1

On considére une fonction ¢ définie sur 'intcrvalle ]0,+oo[ , continue, réelle, décrois-
sante, strictcment positive. '

+o

1. On suppose l'intégrale Iu é(x) dx convergente.
o
a - Montrer que la série 2 h ¢(nh) est convergente pour tout-h > 0.
nst
b - Déterminer la limite de sa somme lorsque h tend vers 0.

1
2. On suppose seulement I'intégrale Io &(x) dx convergente. On désigne par E(x) la partie

entiere d’un réel x et on pose :
0sixe ]0,1]

S(X) = E(ni

> dk)six €[ 1,40
k =
o= emd-sk) Vken c-3a

o) = ) - o by dt + € Vx=0
a - Démontrer que C existe effectivement.

¥(x)

b - Vérifier que la fonction 8(x) = —— cst bornée sur ]0,+°° [ .

$(x)

[On pourra distinguer deux cas, suivant que X < 1 oux = 1]

PARTIE I
x“

Mi

2

On se propose d’étudier la fonction f somme de la série entiére :

2
@

n

‘ 1 .
On pose A, = 2 -‘711:, de sorte que 'on a T =A,— A, pourn = 2.
n

k=1l

3. Préciser le rayon de convergence de cette série, ainsi que la limite de sa somme lorsque
x tend vers 1 par valeurs inférieures (ce que 'on notera x 1 1).

A SUIVRE
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4. Montrer que, lorsque x 1 1, {(x) est équivalent i 7._—_ .
1 -x

-t
. . €
[ On pourra poser h = —¢én x et considérer la fonction ¢(t) = 7; on donne la
: t

formule : | rn ovdu = % \/;]

0

Osiye[0,1]

5. On définit une fonction s sur | 0,+o par: . s(y) = Ety)

2\71—;Siy€[1,+oo[

Vérifier que i'on 2 fx) = b IQ » s(y) e dy .

avec, comme plus haut, h = —fnx.

T

6.a - Montrer que f(x) — admet unc limite lorsque x 1 1.
;}l - X 4
b - Relier cette limite a f(~1).

PARTIE Il

7. Déterminer ensemble des valeurs du nombre complexe x pour lesquelles Pintégrale

I*’“ du
et x

est convergente. Lorsqu’elle Pest, on pose :

00 = )5

8. Montrer que f et g coincident sur e disque ouvert | x| < 1.

1
1—_'—‘_‘7.]

X c—ll'

—
er —x

[ On pourra développer

2
9. Montrer que g(x) + T yén | x| tend vers 0 lorsque x est réel et tend vers —o .
m

[ On pourra poser :

|
— = —
x=-¢" , 120 , ¢(u) e -9 41’

<+ -
puis minorer Io &,(u) du par L ¢,(u) du, ou € est un nombre réel vérifiant 0 < e < t, et majorer
+x

0 : t
jo’ ¢,(u) du en I’écrivant sous la forme L, ¢ (u) du + L ¢, (u) du ]

Tournez la page S.V.P.
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PARTIE IV

On suppose maintenant x complcxe de module 1, donc de la forme x = e*® avec
8 €[0,2w]. On pose :

C(6) = Re f(x) = 5_‘,%57'.‘—9 VoeE|02n|
i n

nsl

sinn®

S(8) = Im f(x) = 2, T VoeE[0,2n)
n .

ast

10. Justiﬁer ces définitions. [ On pourra introduire les sommes particlles des séries

Zcosneetzsmnﬁ]

n=1

11.a - Trouver une constante K telle que :

2n

Eﬁsm— K\[ Vnz=1tl,

k3n+]

.. ., . . sinnd ) , .
b - La série de terme général T converge-t-clle uniformément sur Pintervalle
n

[0,2]?
12. Démontrer, en utilisant une méthode analogue a cclle de la question 8., que

f(e') = g(e") pour 6 € ]O,Zw[ . En déduire que

C0) = W,(u) du

vl 3

ou on a posé :

ccos 0 — |
W,(u) = —
o(¥) e — 2e¥cos 0 + 1

- 13. On fixe @ dans ]0 2[ Déterminer lcs zéros dc W, et de sa dérivée, le sens de

variations de Wy, sa valeur en 0 et sa limitc lorsque u — +o . Donner une esquisse de la courbe
représentative.

14. Déterminer la limite de C(0) lorsquec 0 tend vers () par valeurs positives.

¢
¢

FIN




