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MATHEMATIQUES I - MP.
1.énonce de cette épreuve, particuliere aux candidats de la filiére MP, comporte 5 pages.

Soit C5y; I'espace vectoriel des fonctions complexes définies sur la droite réelle,
2r-périodiques et continues par morceaux. Soit Cax le sous-espace vectoriel des fonc-
tons continues. Pour toute fonction f appartenant a C3y, le coefficient de Fourier d'ordre
n (ne 2) est noté ¢y(f) ; il est donné par la relation suivante :

1 (" -
cp() =— | (et de.
2n Jon

Par définition les polyndmes trigonométriques de degré n sont les fonctions P ap-
partenant & Cop qui s'écrivent :

n .
P(x) = Zak eikx avec age € et lag) +lapl # 0.
k=—n

Le but de ce probleme est, pour une fonction f appartenant a Cyy, de définir une
suite de polyndmes trigonométriques rcf,, ny 1. et d'étudier la convergence de cette suite
vers la fonction f. La premiére partie est consacrée i la définition des fonctions Tt,f, et a
I'étude de leurs propriétés a l'aide des fonctions y (questions I.1 et 1.2), ¢y et G
(questions 1.3, 1.4 et 1.5). La seconde partie est consacrée & la convergence vers f des
n; , n»1, en introduisant la fonction wy.

Premiere partie
Soit  la fonction définie sur l'intervalle ouvert I = |0, x[ par la relation ci-dessous :

@
dx2 ‘sin?x

Y(x) =
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I-1°) Expressions de la fonction y :

a. Démontrer qu'il existe une fraction rationnelle R telle que la fonction y s'écrive

sous la forme : y(x) = R(sinx). Préciser la fraction rationnelle R.

Soit n un entier strictement positif (ne N*) ;
n-1

e—i(n-1)x Zez kX sour tout réel x de l'intervalle 1, est
k=0

sin(nx) _

b. La relation : Sinx

admise. Démontrer qu'il existe un polyndme trigonométrique Qp dont le degré
sera précisé tel que, pour tout x de l'intervalle I, la relation ci-dessous ait lieu :
sin(nx)yy _
( sinx )? = Qn(2x).
c¢.  En déduire l'existence d'un unique polyndme trigonométrique Py, tel que, pour
tout réel x de l'intervalle I, la relation ci-dessous ait lieu :
y(x) sin4(nx) = Py(2x) .
Démontrer que le degré du polyndme P, est 2n—1 sans rechercher tous ses

coefficients.

Dans la suite du probléme le polyndme trigonométrique Py, est noté :
2n-1

Pa(x) = Zan‘kei kx|

k=-2n+1

1-2°) Polyndmes nf, :
Etant donnés une fonction f appartenant i I'espace Cjy et un entier n strictement

positif, soit th, le polyndme trigonométrique défini par la relation :
2n-1

1 .
(1) mh (%) = Zan,_ka(f) el kx
k=-2n+l

Démontrer l'existence d'une constante C, qui sera déterminée, telle que, pour tout

T
réel x, il vienne ; nf,(x) = % Jf(x +2u)y(u) sin4(nu) du .
0

Soit u un réel de l'intervalle I (ue ]0, ®[) ; soit @y la fonction, 2n-périodique, défi-
nie sur l'intervalle [-nx, nt[, par la relation :
pour tout réel x tel que —-TE x <M, Qu(x) =exp(- 10
T

[-3°) Etude de la fonction Qu: _
a.  Démontrer que la fonction ¢y est continue par morceaux ; calculer ses coef-

ficients de Fourier cp(Qy), ne 2.
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b.  En déduire, pour tout réel u de l'intervalle I, une relation entre les expressions
p

. |
.12 et lim E —_— .
sin<u p—amk (u+k1t)
=-p

C. En déduire, pour tout réel u de l'intervalle I, la relation suivante :
p

1
=6 li .
V=6 lim szp (u+ k)’

Etant donnés une fonction g appartenant i l'espace C3}; et un entier n strictement
positit (n> 1), soit G : R— T la fonction définie par la relation :

.4
sin"(nt) .
G(t) = g(2t)——~t7—, sit#0,

n* g(0), sit=0.
La fonction g et I'entier n étant fixés, soit (Yp)py 1 la suite des fonctions complexes défi-

nies sur l'intervalle I par la relation :
p

Yolw) = 22u) sin(n) Y

k=-p

1
(u+k11:)4

1-4°) Propriétés de la fonction G :

a.  Soit f une fonction de l'espace CYy ; établir que la fonction f est bornée.

SoitlIfll la borne supérieure de l'ensemble des réels If(x)I, pour tout x réel :
Iflloo = su]glf(x)l :

X€

Soient g une fonction appartenant a l'espace C5}; et n un entier strictement positif (n> 1).

AN

b.  Démontrer que la fonction G est continue par morceaux et intégrable sur R.

¢.  Démontrer que chaque fonction ¥p, p> 1, se prolonge par continuité aux extrémi-

tés de l'intervalle 1.

(p+l\l n T
d.  Comparer les deux intégralesj G(t)dtet J Yp(wdu.
0

_p T
¢.  En déduire l'expression de l'intégrale de la fonction G étendue a R en fonction

de l'intégrale ci-dessous :

jg(2u)w(u) sin(nu) du .
0
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1-5°) Propriétés du polyndme nf :

Soit f une fonction quelconque de I'espace C3}; et n un entier strictement positif.
2ty sinht .
;) ~—— est inté-

t4

a. Démontrer que, pour tout réel x donné, la fonction t —f(x +

grable sur R.

b.  Démontrer que le polyndme trigonométrique th\, défini a la question I-2, admet
I'expression intégrale :

£ 3 2t sin%t
TE(x):—J-fx+—-— ——dt.
wo=2 | 28

c.  Dans cette question la fonction f est la fonction constante égale a 1. Calculer nf
.4
Ctens ek sin”t ‘
(n=1). En déduire la valeur de l'intégrale I = j 7—dt. Que vaut nf,(x) ’
R !

Seconde partie

Etant donnée une fonction f, appartenant 3 C5}, soit F la fonction complexe définie

sur RxR par la relation :
pour tout réel x et tout réel h positif ou nul, F(x, h) = f(x+h) - f(x) .

Soit wf 1a fonction, oscillation de f, définie sur R* par la relation :

(2) pour tout réel t positif ou nul, wg(t) = su IF(x, h)l .
(x.h)eRx[0,t}

11-1°) Erude de l'oscillation wede f :
f est une fonction donnée de C35.

a.  Etablir l'existence de la fonction wy.

b. Démontrer que la fonction wf est monotone sur la demi-droite [0, o[ ; donner

son sens de variation. Que vaut wf(0) ?

Il est admis dans la suite que la fonction montone croissante ¢ posseéde aussi les
propriétés suivantes :
") Soient a un réel et n un entier strictement positifs (a>0,n > 1) :
of(n a)< n oea) .

iy Soient a et t deux réels strictement positifs :
ofta)€ (1 +1t) ofa).
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iii/  Si la fonction f n'est pas constante sur IR. alors pour tout réel t strictement
positif. wg(t) est strictement positif.

[1-2°) Uniforme continuité de 1a fonction of:
Dans cette question la fonction f est continue (fe Cay).
Démontrer que la fonction o est uniformément continue sur la demi-droite R+.

11-3°) Convergence de la suite des polyndmes trigonométriques mf, n 21
Dans cette question la fonction f est continue (fe Cay).

a.  La fonction f est supposée différente d'une constante ; démontrer, pour tout en-

tier n strictement positif, I'inégalité :

17— o€ I mf(-z—‘)%f dt.
n Jo n

b.  Démontrer l'existence d'une constante A indépendante de la fonction f apparte-

nant i Cap telle que la relation 7
(3) I —flos € A o)

ait lieu.

¢.  Quelle conclusion tirer des résultats précédents sur la suite 15, n % 1?

[1-4°) Cas des fonctions appartenant 3 C37, : .
a.  Démontrer qu'il existe une constante A telle que 1'inégalité (3) ait lieu pour toute
fonction f appartenant a l'espace C3};.

b.  Démontrer, pour une fonction f de C3}, I'équivalence entre les trois propriétés

suivantes :
1/ la fonction w¢ est continue en 0.
i/ 1a fonction or est uniformément continue sur R+,

iii/ 1a fonction f est continue sur R.

II-5°) Cas des fonctions continfiment dérivables :
Démontrer, pour toute fonction f contintiment dérivable, la majoration :
2
175 = flloo € 1Moo .

FIN DU PROBLEME

FIN DE L'EPREUVE



