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Épreuve : MATHEMATIQUES I Option MP’ 

Dans tout le problhme f dbsigne une application de 1 O,+ - [ dans 1 O,+- [. 

Partie I - 
Dans cette partie on suppose que f est continue, dbcroissante et  de limite 
nulle en +-. Pour x > O, k 2 O ,  n 2 O, k et n entiers, on pose : 

1.1) 

a) 

b) 

Interprbter g6omdtriquement ck(x) et C,(x). 

Établir I’inbgalit.4 ck(x) 5 f(x + k) - f(x + k + 1). 

En daui re  que la d r i e  de terme gbn6rd ck(x) converge pour b u t  x > 0 el 
que sa somme 

+- 

k = O  

vkrifie l’inCgalit.4 C(x) I f(x). 

1.2) 
deux cas suivants : 

Aprh en avoir justifib l’existence, determiner C(x) dans chacun de5 

-X a) f(x) = e 

b)  f(x) = 
1 

x ( x +  1) 

13) 
et exprimer sa somme 

Montrer que la sbrie de terme gbnbral d,(x) converge pour tout x > O 

+- 
D(x) = c dk(x) 

k = O  

au moyen de C(x) et  de f(x). 

1.4) 

a) Montrer que la fonction C : x 4 C(x) est continue sur 1 O,+ - [. 
b) 
1.5) 

gtudier le comportement de C en +-. 
On suppose dans cette seule question que lim f(x) = + - 

x + o  
a) Montrer que : 

est nbgligeable devant f(x) quand x tend vers O. 

b) En daui re  que C(x) et f(x) sont Cquivalents quand x tend vers O. 

Partie II - 
Dans cette partie, on conserve Ies hypothbses faites surf  dans l’introduction 
de la Partie 1, auxquelles on ajoute l’hypothbse supplbmentaire suivante : f 
est de classe g1 et convexe, c’est-A-dire 9 déride f croissante. 

11.1) Montrer que f (x) a une limite, que l’on prhcisera, lorsque x tend 
vers +oo. 

n3) Montrer que la fonction C est de classe 9 et dbcroissante (on pourra 
utiliser la fonction g = -f 1. 



1 II.6) 113) Pour x > O et k entier, on pose : 
x + k + l  

1 
2 

uk(x) = - [ f ( x + k )  + f ( x + k +  1)] - f ( t ) d t ,  k2O 
x + k  

1 x + k + -  
2 

vk(x) = f(X+k)- J f ( t ) d t ,  k 2  1 

c ( X I  

f ( X I  I Y 
a) Pour f(x) = e-', que peut-on dire du rapport - ? 

b) 
que : 

Montrer que, pour tout m E 1 1/2, 1 [ , il existe h e  fonction f telle 

C(x) lim - = m 
x-b+-f(x) 

partie III - l 1 x + k - -  
2 

a) Interpreter g6omCtriquement Uk (x) et Vk (x). 
b) Montrer que pour tout x > O les series de termes g6niraux Uk (x) et 
V k  ( x )  sont convergentes et exprimer leurs sommes 

+a +- 
U ( x )  = C uk(x) et  V(x) = C vk(x) 

k = O  k =  1 

au  moyen de C (x) et de f(x). 

Dans cette partie, où f vdrifie les hypothhses de l'introduction de la Partie 1, 
on utilisera, sans le demontrer, le rbsultat classique suivant : 
la suite de terme general 

1 1  1 
2 3  n 

1 + - + - + . . . + - - Inn (n 2 1) 

admet une limite finie 5 (O c I < 1) , appel& constante d'Euler, lorsque n I tend vers +-. 
11.4) Montrer que pour x > O on a : 1 Onpose,poux>O, k rO ,nZO,ke tnen t i e r s :  

1 
X + -  

2 
1 -f(x) SC(x)  Sf (x)  - 1 f ( t )dt .  
2 

I X 

11.5) 

a) Montrer que, quand x tend vers +oo, les conditions suivantes sont &ui- 
valentes : 

il I.II.1) f (x) est nigligeable devant Cx). 

id 
IRs conditions i )  et ii) i t an t  suppm6es remplies, montrer que, quand x 

f(x) et  f(x + 1) sont 6quivalents. 

b) 
tend v e ~  +-, on a : 

C(x) - $f(x) 

c) Donner un exemple de fonction f satisfaisant ces conditions. 

a) 

b) 
y, (x) converge pour tout x > O et que sa somme 

Interpriter g6omitriquement yk (x) et rn (x) . 
En posant fx (u) = xf(ux) , montrer que la serie de terme ghneral 

+- 
r ( X )  = c Y# 

k = 0  

est une fonction continue de x sur 1 O,+ 4. 



111.2) Montrer que la d r i e  de terme g6n4ral6, (x) converge pour tout x > O. 
Calculer sa somme 

+ œ  

A(x) = 
k = O  

en fonction de r (x) e t  de f (x). 
111.3) On suppose dans cette question que xf (x) a une limite finie, A, 
quand x tend vers O. 

Montrer que r (x) tend vers AA quand x tend vers O. 

III.4) On suppose dans cette question que 

e-' f(x) = -. 
X 

a) Montrer que 
+- 

e-' r(x) = - ln(1- 8') - j -dt t 
X 

b) Montrerque 
+-  

e-' Inx+ j -dt 
t 

X 

admet une limite, que l'on d6terminera, lorsque x tend vers O. 

c) Montrer que la &rie 
+on -(X+k) 

converge normalement sur [O,+ Q) [. 
k = l  c e r + k  

d) 
C(x) (C a et4 definie en 1) lorsque x tend vers O. 

Donner un dbveloppement asymptotique il trois termes significatifs de 


