
€?dambule 
Pour tout entier naturd k on definit le polynôme r, par : - 

X ( X -  1) 
2 -.. r, = L r ,  = x,r, = 

X ( X -  1) ... (X- k + 1) r, = k! 
Le but du problème est d'étudier quelques propriétés de ces polynômes et 
des séries du type 

.O 

C 
n = O  

où x est une variable réelle et (a,) , une suite réelle. 

Partie X 
On btudie dans cette partie quelques propriéth des polynômes r,. 
L1) Montrer que pour tout entier relatifx, r, (x) est aussi un entier relatif. 
Calculer T,(k) et r, (- 1). 

LZ) Établir pour tout entier n 2 1 les formules : 

rn(X+l)  -r,<x, = r,-,(X) 
nr,(X) = ( X - n + l ) r n - , ( X )  

L3) Soit un polyn6me Q de degr6 n. Montrer que les conditions suivantes 
sont dquivalentes. 

Pour tout entier relatifx, Q Or) est un entier relatif. 

Il existe n+l entiers relatifs consecutifsxo, ..., x, tels que les Q bi) soient 
des entiers relatifs. 

Il existe des entiers relatifs ao, al, ... a, tels que 
Q(X> =ao +al  r lo  + ... +a,  r, O 

On pourra observer que tout polynôme est une combinaison linéaire des po- 
lynômes r, et raisonner par récurrence sur le degré de Q. 

powl rJ1 Jeut4 : 

L4) Soit une fraction rationnelle F = P/Q, où P et Q sont deux polynômes 
réels. On suppose qu'il existe un entier N tel que, pour tout n entier au moins 
égal àN, F(n) soit entier relatif. Montrer que F est un polynôme satisfaisant 
aux conditions de 1.3. On pourra utiliser une récurrence sur d, d designant 
le .degré de F, c'est-&-dire la différence entre le degré de P et le degré de Q. 

Partie XI 
El) Soit f une application de [a, + -1 dans IR, où CI 5 O .  

a) Montrer qu'il existe une suite de réels (a,) , 
propriété suivante : pour tout n, la fonction 

n 

& = O  

et une seule possédant la 

f ( x )  - c a&r,(x) 

est nulle pour x égal aux n+l  entiers consécutifs O, 1,2, ... n. 
La suite (a,) , 
b) Montrer que la suite associée à la fonction x + bX ( b  > O) est 

IL21 
a) On suppose de plus ici quefest de classe infinie. On donne un réel x 2 a. 
Montrer qu'il existe, pour tout entier naturel N, un r&I 8 tel que : 

sera dite suite associée à la fonction f. 

a, = ( b - l ) ,  

k = O  

On pourra utiliser la fonction auxiliaire qui B t associe 
N 

& = O  

où A est une constante convenablement choisie et appliquer le th6orhme de 

Rolle. 
b) En déduire que, pour tout II entier naturel, il existe un réel positif & tel 
que 

A SUIVRE a, = f'"'fi,> 



a) Déduire de ce théodme que, si la &rie 
a 

converge en un point xo c*o non entier naturel), alors elle converge uniformé- 
ment sur tout compact de ho, + 4. 
b) Montrer de plus qu'il y a convergence absolue sur [xo + 1, + 4. 

On considhre, dans cette question, la série 
a c hnrn(x) 

n = O  

a) On suppose [hl < 1. Pour quelsx la série est-elle convergente ? Quelle est 
alors sa somme ? 

b) Que se passe-t-il lorsque Ihl > 1 ? 

c) On prend h = 1. Pour quelsx la série converge-t-elle ? Montrer que la som- 

me est égale il 2%. On pourra appliquer II.2.a) et s'en servir pour déterminer 
le signe de 

n '- c rk(x) 
k = O  m 

d) On prend h = -1. Pour quels x la série c (-1) TJx)  est-elle absolu- 

Pour quels x est-elle convergente ? Soit oh) sa somme ; donner d x )  lorsque 

e) On fixe x strictement positif, et l'on pose, t décrivant [O, 11 : 

ment convergente ? n=O 

x est un entier naturel. powTp voh A W G  p p  Asr;rmb. 

el 
OD p' 

11 cp,(t) = (-1)4"rn(x) 
n=O 

Reconnaître, pour t # 1, cette fonction. Établir que la série ci-dessus conver- 
ge normalement en t sur [O, 11. En déduire dx). 

Partie N 
On considhre dan's cette partie des fonctions de la forme 

O 

f ( x )  = / (l+f)Xh(t)df 
-1 

où h est une application continue de [ - l ,OI  dans IR. 
IV.1) Montrer que, pour x > O, on a la relation 

- 0  
f ( x )  = c (-Jf:h(t)df)rnW (1) 

n-O 

W22) h designe une fonction dbfinie et continue sur [-1,03. On suppose 
x >-1. 
Établir A l'aide de la formule de Taylor avec reste sous forme d'intkgrale la 

relation, pour tout entier N 

IV.3) Conservant les hypothhses du W.2) on étudie ici 
O 

lim / h(t)RN ( t ,  x )  d t  
N+- 

O -1 

a) Montrer que I'inUgrale 

b) À l'aide du changement de variable s = - , établir pour Itl < 1 

It(t)R, ( x ,  t )  dt  converge. 
-1 t - u  

l + u  
~ ~ ( t , x ) =  (N+ i )rN+l(x)  (i+t)xjk (s+ i)-x-lsNds 

c) En posant 

établir, à l'aide d'une int4gration par parties : 
A SUIVRE 



O O 

j ~ , ( r , x ) h ( t ) d t  = -(N+ i)rN+l(x) j ~ ( t )  ( ~ + t ) - ~ - l P d t  
-1 -1 

d) Montrer que l’application t + (H ( t )  ( 1 + t) 
En dauire que la relation (1) est v&ifi6e pour x > - 1. 

x 
IV.4)Onprendici h ( t )  = ( l + t )  , o ù  h.20. 

a) Pour quelles valeurs de x I’intkgrale definissant f a-t-elle un sens ? 

b) Calculer an= 

‘1 est bornée. 

O 

tnh ( t )  dt pour tout n entier naturel. 
-1 

111.6) Soit h un réel strictement positif. On prend ici pourfl’application de kJ m 
1 l& 

-A, +-[ dans IRqui A x associe 

/ 

On considhre la suite (an)” associée ia cette fonction f ( c f  11.1). 
c) Établir, pour x > -1 la relation 

œ 

f ( x )  = 2 a n r p  
n=O 

d) En utilisant les pdles et les zéros de la différence 

1 
VI 

y 

1 

IE (2) a) On pose, pour tout n entier naturel et pour tout x > -A : 

(1) 
m +  1 

X + h  
ddterminer les valeurs delles de x pour lesquelles la relation (2) est valable. g,,(x) = -(n+ 1)a, 

O 
1 * . 

0 .  

e o o E . I N e o o  ( t -  On pourra observer que la fonction qui à x associe ( x  + h )  gn ( x )  est polyno- 
miale et  utiliser ses zdros. 

b) En utilisant la formule (1) ci-dessus pour deux valeurs consécutives de I I ,  

trouver une formule de rdcurrence pour le calcul des a,,. 
c) Determiner a,. Établir que, pour tout x > -31, 

c 


