Préambule ,
Pour tout entier naturel £ on définit le polynéme I’ par : *
' X(X-1)
I'o = 1,1"1 = X,I'z = —
XX-1)..(X-k+1)

T = k!

Le but du probléme est d’étudier quelques propriétés de ces polynomes et
des séries du type

2 a,I,0)
n=0

ol x est une variable réelle et (a,) n 20 UN€ suite réelle.

Partie I
On étudie dans cette partie quelques propriétés des polyndmes ;.

L1) Montrer que pour tout entier relatifx, I', (x) est aussi un entier relatif.
Calculer I'j(k) et I (- 1).

1.2) Etablir pour tout entier n 2 1 les formules :
r,X+1)-T (X) =T, _ (X)
nl"l X) =(X-n+ 1)rn_1(X)

L3) Soit un polynéme Q de degré n. Montrer que les conditions suivantes
sont équivalentes.

8 Pour tout entier relatif x, Q (x) est un entier relatif.

s Il existe n+1 entiers relatifs consécutifs xy, ..., x, tels que les Q (x;) soient
des entiers relatifs.

s Il existe des entiers relatifs ag, ay, ... a, tels que
Q(X)=ao+a11‘1(X)+...+anI‘n(X)

On pourra observer que tout polynome est une combinaison linéaire des po-
lynémes T, et raisonner par récurrence sur le degré de Q.

seubfs ¢

L4) Soit une fraction rationnelle F = P/Q, ou P et Q sont deux polynomes

réels. On suppose qu’il existe un entier N tel que, pour tout n entier au moins
égal a N, F(n) soit entier relatif. Montrer que F est un polynéme satisfaisant
aux conditions de I.3. On pourra utiliser une récurrence sur d, d désignant
le degré de F, c’est-a-dire la différence entre le degré de P et le degré de Q.

Partie I
IL1) Soit f une application de [a, + =[ dans IR, ou a < 0.

a) Montrer qu'il existe une suite de réels (a,) n
propriété suivante : pour tout n, la fonction

>0 et une seule possédant la

n
f®) - 3 a,T,@
k=0

est nulle pour x égal aux n+1 entiers consécutifs 0, 1, 2, ... n.
La suite (an)n 5 Sera dite suite associée a la fonction f.

b) Montrer que la suite associée a la fonction x — b* (b >0) est
a, = (b-1)"

11.2)

a) On suppose de plus ici que f est de classe infinie. On donne un réel x 2 a.
Montrer qu'il existe, pour tout entier naturel N, un réel 0 tel que :

N
f@ = T an@+Ty, @&fY Y @
k=0

On pourra utiliser la fonction auxiliaire qui a ¢ associe
N
f() -bzoakrk(t)-ArN+ 1 ()

oil A est une constante convenablement choisie et appliquer le théoréme de
Rolle.

_b) En déduire que, pour tout n entier naturel, il existe un réel positif A, tel
que

a, = F"0.) A SUIVRE
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a) Déduire de ce théoréme que, si la série

Y o, @
n=0
converge en un point x, (x, non entier naturel), alors elle converge uniformé-
ment sur-tout compact de [xg, + oo

b) Montrer de plus qu'il y a convergence absolue sur [x + 1, + ool

II1.5) Pom P' et I]Lﬁ) P"M M
exr TP
On considere, dans cette question, la série

Y AT, (x)
n=0

a) On suppose Al < 1. Pour quels x 1a série est-elle convergente ? Quelle est
alors sa somme ?

b) Que se passe-t-il lorsque Al >17?
¢) On prend A = 1. Pour quels x la série converge-t-elle ? Montrer que la som-

me est égale 4 2%, On pourra appliquer I1.2.a) et s'en servir pour déterminer
le signe de

2'- ¥ @
k=0

d)Onprend 2 = -1. Pour quels x 1a série z (—1)"I"n(x) est-elle absolu-
ment convergente ? n=0

Pour quels x est-elle convergente ? Soit 6(x) sa éomme : donner o(x) lorsque
x est un entier naturel. Pow TR von Awl page suivemle .

e) On fixe x strictement positif, et I'on pose, ¢ décrivant [0, 1] :

Q) = 3 (-H'T,®
n=0
Reconnaitre, pour ¢ # 1, cette fonction. Etablir que la série ci-dessus conver-
ge normalement en ¢ sur [0, 1]. En déduire o(x).

Partie IV
On considére dans cette partie des fonctions de la forme

0
f(x) = j (1+8)*ht)dt
-1

ou A est une application continue de [-1, 0] dans RR.

IV.l) Montrer que, pour x > 0, on a la relation

o 0
f) = Y ( [e*h (t)dt)l"n(x\ (1)
n=0 ‘.1

IV.2) h désigne une f'onction définie et continue sur [-1, 0]. On suppose
x>-1.

Etablir 4 Paide de la formule de Taylor avec reste sous forme d'intégrale la

relation, pour tout entier N

(1+)% = 3 'T, (x) +Ry(t,x)

0snsN
. " t-u N
ol Ry(t,x) = (N+ 1’r~+1""({‘m’ (1+u)*~ ldy
IV.3) Conservant les hypothéses du IV.2) on étudie ici
0
im_ j R&)Ry (8, x)dt

0
a) Montrer que lintggrale I h(t)Ry (x,t)dt converge.
. -1
b) A l'aide du changement de variable s = %i , établir pour [t] < 1
+u
Ry(tx)= (N+ DTy, (@) A+8)%[E (s+ 1)~ 1Vgs
¢) En posant

rn®= [ s+ )T IVds et Hit) = [* (145)h(s)ds,

établir, 4 'aide d’'une intégration par parties :

A SUIVRE
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0
}'RN(t,x)h (tydt = -(N+DTy_, (®) [H® +)"* "1V dt
-1 -1
d) Montrer que P'application ¢ — IH @) (L+t)~*" 1] est bornée.
En déduire que la relation (1) est vérifiée pour x>—1.
IV.4) On prendici & (¢) = (1+8)*, 00 4 20.
a) Pour quelles valeurs de x I'intégrale définissant f a-t-elle un sens ?

0
b) Calculer a,= j' t"h (t)dt pour tout n entier naturel.
-1

¢) Etablir, pour x >-1 la relation

f@) = Y a,T, () @)

n=0

d) En utilisant les péles et les zéros de la différence

N
fx)- Y @, (3

n=0

déterminer les valeurs réelles de x pour lesquelles 1a relation (2) est valable.

oooi?lNooo M P

Enoncé TA : L 4-2-3 T 4-2 o 4-2-3-4 .
W 5(TA) Juque ol . complits’ pax

I 5° 4 [(wb)
Etablir pour tout x réel et tout n entier strictement positif, la formule :
Fo(®) =T (0 + ...+ (D", (x) = (=D)T, (x=1)

En déduire, pour x 20, la valeur de o (x) .

111.6) Soit A un réel strictement positif. On prend ici pour f Papplication de

J-A, +oof dans IRqui a x associe ,

i

X+ A
On considére la suite (a,) , > associée a cette fonction f (c¢f I1.1).
a) On pose, pour tout 2 entier naturel et pour tout x> -2 :

n
8.,(0) = f(x) - 3 4T, (x)
k=0
Etablir que
r (x)
n+l

8,(x) = —(n+l)a,,———-—x+l (1)
On pourra observer que la fonction qui & x associe (x+ 1) g2, (x) est polyno-
miale et utiliser ses zéros.

b) En utilisant la formule (1) ci-dessus pour deux valeurs consécutives de n,
trouver une formule de récurrence pour le calcul des a,,.

c) Déterminer a,,. Etablir que, pour tout x>-A,

fix) = ¥ a,, (%)

n=0

eoe FIN see TA
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