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MATHEMATIQUES A
Durée : 3 heures 30 minutes

L'usage d’une calculatrice est autorisé pour cette épreuve.

Les deux problémes sont indépendants et peuvent aire traités dans n’importe quel
ordre.

I] Premier probléeme.
Dans ce probleme, E désigne I'ensemble des polyndmes (ou fonctions polynomiales) & coeffi-

cients réels de degré inférieur ou égal a 2.
On rappelle qu'il s’agit d’un espace vectoriel sur R.

1 00
On note B = (1, X, X?) sa base canonique et I3 la matrice (0 1 0) .
001

Pour tout polynéme P de E on note P’ son polynéme dérivé. Enfin, f désigne I’application
qui & tout polynéme P de E associe le polyndme : @ = f(P) défini par

vz € R, Q(z} = (2 + 1)P(z) - (z* — 1})P'(z).

I.1.a. Caleuler f(1), f(X) et f(X?).

1.1.b. Montrer que f est une application linéaire de E dans E.
1.2. Déterminer la matrice A représentant f dans la base B.
1.3.a. Déterminer le noyau et I'image de f.

1.3.b. Déterminer les valeurs propres de la matrice A.
Indication : on pourra déterminer les noyaux de (A — I3), (A + I3) et (A — 313).

1.4.a. Montrer que la matrice A est diagonalisable.

1.4.b. Déterminer une matrice P, inversible, telle que ia matrice P~ AP soit diagonale.
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Notation : dans Ia suite du probléme, pour tout X € R, on note (E)) 'équation différentielle

(2z + 1 — Ny(z) — (= — 1)y/(z) = 0.

. . . L 2z41-A u v
15.a. Déterminer deux réels p, v tels que ¥z € R\ {—1,1}, on ait =1 — a1 + T

L5.b. Déterminer, pour tout X € R, I'ensemble des solutions de I'équation différentielle (Ex)
sur chacun des intervalles : | — oo, —1[, | — 1,1[ et ]1, +oof.

L5.c. Pour quelles valeurs de XA toutes les solutions de E, sont-elles polynémiales sur chacun
des intervalles ci-dessus 7 Peut-on retrouver ainsi les résultats de la question L3b.?

I1] Deuxiéme probleme.

Dans ce probléme, pour tout A réel positif, on note

/2
A = f (cos(z)) dz
0
et [\] la partie entidre de X, c’est & dire I'unique entier naturel défini par P<a<A+1
IL.1.a. Déterminer A0} et A(1).

11.1.b. Montrer que la fonction A est décroissante sur R,

11.1.c. Soit n» € N un entier naturel ; montrer que A{n +2) = :—:—I;A(n)‘

IL.1.d. Déduire de ce qui préciéde que, pour tout p € N, on a :

2n)!
Ap) = 20

et donner une formule similaire pour A(2p + 1}.

I1.2.a. Montrer que pour tout n entier naturel, vérifiant n > 2, on a :

Aln—1) _ A(n-2) n
1< A(n) s A(n) Sa=1

A(n — 1)

En déduire la limite de —;K‘J’T

lorsque n tend vers +oo.

11.2.b. Montrer que la suite de terme général nA(n)A(n —1) est constante pour n > 1 et déduire
des questions précédentes que la snite de terme général nA(n)? converge vers T lorsque n tend
vera + 0Q.




An+1) _ AN
A S Am) T

IL.3.a. Soit A € R, on note n = [A] sa partie entitre. Mantrer que

I£.3.b. Déduire de la question précédente et de IL2.a. que les fonctions A —— A{X) et
X — A([A]) sont équivalentes quand A tend vers +oo.

IL3.c. Déduire du I1.2.b. et du IL3.b. un équivalent simple de A(A) quand X tend vers +oco.

+00
T1.4. Dans cette question on étudie la convergence de Z 5
=1

I1.4.a. Montrer que, pour tout entier naturel non nul p, on a:
1 1 1 1
€== &=
P+1)2 " p p+l1 P

1
1.4.b. Déduire des inégalités précédentes la convergence de la série de terme général F et un

majorant simple de sa somme.

IL4.c. A Paide d’une intégration par parties montrer que, pour toute fonction g de classe €'
sur [0, 1}, il existe un réel b tel que

1
¥n e N*, |f g(x) sin(2nnz)de} < %.
0

I1.4.d. Vérifier que pour tout z €]0, 1| et pour tout n € N*, on a:

k=n
2 Z cos(2kmz) = cotan(wz) sin(2nmz) + cos(2nmz) — 1.
k=1

1 —_—
il.4.e. Pour tout k € N*, on note I = / ﬂzf-Q—l) cos(2krz)dz.
0

i : S -1
On considére la fonction f définie pour tout z €]0,1] par f(z) = ic—(xz—)-cota.n(fm;) et on

admet que f se prolonge par continuité en une fonction, toujours notée f, de classe €' sur
[0, 1]
Calculer I, et montrer que

k=n 1

1 1 1

" . 1 ffa(z—1) 1 [ra(z—1)
vnelN | - x s f =/ - o == g,
neN, ;,E=1 k 2[{) f(z)sin{2n x)d:c+2]0 5 cos(2nwz)ds 2/0 5 daz
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1
1L4.f. Déduire de V'égalité préoédente la valour de ) _ —.
n=1
nn+1}

W et 57; = ln( it ).

Un

IL5.a. Dans la suite du probléme on note, pour tout n € N*, v, =

Montrer, & I'aide d’un développement limité, I'existence d’une suite £p, de limite nulle, telle

que : .

» — En

Vn e N*, 8, = W’ + ?

11.5.b. Déduire de ce qui précéde l'existence d’une constante K, strictement positive, et d'un

: s . K
entier ng tels que pour tout entier =, vérifiant n > np, ona: 0<ép < -

1L.5.c. Déduire du IL.5.b. que la série de terme général &, converge.

I1.5.d. Déduire de ce qui précéde que la suite de terme général v, converge vers une limite
strictement positive.

I1.5.e. Montrer qu’il existe un réel k, strictement positif, et une suite £, de limite nulle tels
que
n! = kn"e "/n(l +en) (formule de Stirling).

11.6. Montrer en utilisant I[.1.d. et IL.2.b. que k = v/ 2.

11.7. Application numérique :
I1.7.a. Ecrire un programme simple (en frangais ou dans le langage de votre choix) permettant
de calculer le coefficient binomial C7;,.

I1.7.b. Donner un ordre de grandeur et les quatre premiers chiffres de 1’écriture décimale du
coefficient binomial Cj,, pour n € {10, 50, 100}.

11.7.c. Déterminer la valeur approchée de C3, obtenue & l'aide de la formule de Stirling et
comparer les valeurs précédentes aux valeurs approchees ainsi obtenues.
FIN.




