Banque <<Agro>>
A et AE - 0201

MATI;IEMATIQUES
Epreuve A
Durée : 3 heures 30 minutes

L’usage de la calculatrice est interdit pour cette épreuve
Les deux problémes sont totalement indépendants.
PROBLEME 1.

On note E ’espace vectoriel des fonctions de classe C*° sur R & valeurs dans R.
On note D ’application définie sur E, et & valeurs dans E, qui & toute fonction f de E associe
D(f) = f', sa dérivée, ainsi que Id I'identité de E, vérifiant Id(f) = f pour toute application
f de E. - '
Dans la suite du probleme a désigne un réel non nul et on note F,, I’ensemble des fonctions de
E de la forme

z — P(z)e®® + Q(z)e™**

ol Pet Q sont des polynémes de degrés inférieurs ou égaux a 1.
On note id, ’application identique sur F,.

l.a Montrer que F,, est un sous-espace vectoriel de E.
1.b. On considére les fonctions suivantes :
fi:z— e**, fo:1z — 2%, farx— e, fa:z — 2™,

Montrer que la famille B= (f1, f2, f3, f1) est une base de F,.

2. On note D, la restriction de D & F,, c’est & dire ’application définie sur F,, qui a

toute fonction f de F, associe D, (f) = f’, sa dérivée.

2.a. Montrer que D est un endomorphisme de E. Déterminer son noyau et son image.

2.b. Montrer que D, est un endomorphisme de F,.

2.c. Déterminer M, , la matrice de D, dans la base B.

2.d. Montrer que la matrice M, est inversible.

3. Soit A un réel. Déterminer en fonction de A le rang de I’endomorphisme D? — Xid,,.

4.a. Déterminer une base du noyau de D2 — o?id,, et une base de 'image de D2 — o?id,.
T.S.V.P.



4.b. Déduire de 4.a. que :
pour tout f de F,, on al’égalité : (D% — a%id,)?(f) = 0.

4.c.  Montrer que D4 — 202D2 + a*id, = 0 et en déduire D3!.

5.a. On se place désormais dans E. Résoudre sur R 1'équation différentielle :
y"(z) — a’y(z) =0.

5.b. Déterminer le nbyau de D? — o?Id.

5.c. Montrer que pour toute application f, appartenant au noyau de (D? — @?Id)?, il
existe un couple de réels, (A1, As), tel que (D? —a?Id)(f) = A1f1+ Asfs, puis que 'application

_p N s
g-f_?af2+2a4

appartient au noyau de D? — a2Id. En déduire le noyau de (D? —- o21d)?.
6. Résoudre sur R 'équation différentielle :
y@ (z) — 20y (z) + a’y(z) =0.
oil I'on note 9 la dérivée quatriéme de la fonction z — y(z).
7. Soit £ 'équation différentielle définie sur R par :
y@(z) - " (2) + y(x) = =° — 12z + 2.

7.a Montrer que £ posseéde une solution polyndmiale et la déterminer. On notera par la
suite fy, cette solution polynomiale.

7.b. Soit f une solution de £; montrer que f — fy est un élément du noyau de (D? — Id)?
et en déduire ’ensemble des solutions de £ sur R.

PROBLEME 2.
Dans ce probléme, n désigne un entier naturel, a un réel positif.
On note u,(a) I'intégrale

1 ¢ -, n

— [ e *z"dx

n! Jy
PARTIE 1.
1.1.a Montrer que pour tout entier naturel n» non nul, on a:

—-aan
Va € R, un(a) = un-1(a) — ~

1.1.b. Calculer ug(a) et déterminer, si elle existe, alirilm uo(a).
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l1lc Montrer par récurrence que pour tout entier naturel n, la fonction u,(a) admet
pour limite 1 quand a tend vers +oc.
On posera pour tout n entier naturel, et pour tout a réel positif, v,(a) = 1 — u,(a).

1.2, Montrer que pour tout a réel positif et pour tout n entier naturel :
k=n
e—aqgntl _ ak a+1 e Tx"
Unt1(a) —va(a) = reryik Un(a) = e™® kE 0 o Un(@)-vne+]) = /a ——dz

PARTIE 2.

Dans la suite du probléme, on note pour tout n entier naturel, w, = v,(n) et t, = u,(n).

2.1 Justifier : Vn €N, w, +t, =1
2.2.a Etudier sur R* les variations de la fonction z — z"e"%.
2.2.b. Montrer que
L™ engy s (DR
ntJ, n!

23.a Montrer que

n+1 e~ Tph
Wn — Wn+1 = —(VUn41(n + 1) —va(n+1)) +/ ——dz
n !
23.b. Déduire de ce qui précede que la suite (wy),en st décroissante.
23.c Justifier 'existence de L = Hrgw wy, et montrer que L € [0,1].
n—
2.4. Montrer que la suite (tn)neN converge vers un réel ! vérifiant [ + L = 1.

PARTIE 3.

Dans cette partie, on se propose de montrer que L > -,} On considére la fonction f définie
pour z € [0,1] par f(z)=Ind1& 27
Pour tout n entier naturel, et pour tout réel z, on note enfin f,(z) = z"e~*

3.1.a Montrer que pour tout 2 € ]0,1[,on a: f(z) > 0.

3.1.b. Montrer que pour tout n entier naturel non nul et pour tout z positif,

fa(n+ z) — fo(n — ) ale méme signe que e 2% — (i—;_-::-)".

3.1lc Déduire de 3.1.a. et de 3.1.b. que pourtout z € [0,n],0ona: fo(n+z) > fa(n—2z).

3.2a A Paide de deux changements de variables, montrer que

2n n n

| vt~ [ = [Gatutn) = faln— )au.
n
3.2.b. Déduire des questions précédentes que
2n 7
ACLEY i ACT
n 0

puis que w, > t, et enfin que L > 1.
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