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ESPRIT GENERAL SUJET

Vérifier chez les candidats l'existence des bases nécessaires pour des études 1. Exercice

supérieures de management. .

Apprécier l'aptitude a lire et comprendre un énoncé, choisir un outil adapté et Seit i nn vectenr unitaire de E* de coordonnées (a, b, ¢) dans la base canonicque
lappliquer (théoréme...). B = (i,/.k) de B¥. Ou a done a? 63 +¢* — 1.

Appré cier le bon sens des candidats et la ri gueur du raisonnement Ou note p le projecteur orthogonal sur la droite D de vecteur directeur et ¢ le projecteur
orthogonal sur DL,

Id désigne Iapplicalion identilé de B el {., .} le produil scalaire canonique de E?.
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SUJETS 1. Que vaut p+q 7
Deux exercices d'application des connaissances de base ; 2. Exprimer, pour 7 €’ p(F) 4 Vaide de (7, @) ot de @.
Un probléme faisant largement appel aux probabilités. Caleuler alors p(i), p(j) ot p(k).
En déduire les matrices £ of @ de p et g dans la base B,
0 —e b
EVALUATION 3. Soit f lendomorphisme de R* de matrice M = | ¢ 0 —u |dans la base B.
Deux exercices de valeur sensiblement éqale ; b a 0
12 a 14 points pour le probléme. a. Montrer que :
1'11-_'{2 = —Q
b. Calculer [{u).
Ln déduire gque rg(f) = 2.
EPREUVE 2008 Déterminer I'image et le noyau de f et les exprimer en fonction de D,
Durée : 4 heures c. Dédnire de la question précédente la valenr de f o p.

Aucun document et instrument de calcul n’est autorisé. Montrer alors que X 4+ X? est un polynéme annulateur de f.

Les candidats sont invités a soigner la présentation de leur copie, a mettre en d. Quelles sont les valeurs propres de 2
évidence les principaux résultats, a respecter les notations de l'énoncé, et & donner [ est-il diagonalisable 7
des démonstrations complétes (mais bréves) de leurs affirmations. 4P ; S T y

4. Pour tout réel 8, on définit 'endomorphisme g4 par

go = Fd+ (sin@) f + (1 — cosf) f*

ou f2=fof.

a. Pour f et 0 réels, calculer gy o goe et montrer quiil se met sous la forme gg
avec 8" réel.

b. En déduire que, pour tout réel 0, gy est inversible et déterminer son inverse.

2. Exercice

On considére, pour n € N*, la fonction f,, délinic sur B par :

) 1 1
pour tout @ € BT, f.lz) = .
C oot x

1. a. Montrer que, pour tout réel positif z, la série de terme général f,(r) est
convergente. On note Fir) sa somme.

b. Calenler F(0) of F(1).
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Flath—Fa) Gl(z) < K |h|.

L L
2 2
g : Q
o 2. Montrer que, ponr tout réel positif =, la série de terme général ff () cst convergente. Lespérance d'une variable aléatoire X sera nolée F(X) et sa variance V(X)) (51 elles L
E On note Gir) sa somme. existent). E
L i T i On adimet que, pour tout cnticr naturel non nul n, si X, Xs, ..., X, sont des variables L
O] 3. Ltude de la dérivabilité de I aléatoires 4 densités, mutucllement indépendantes, alors des variables aléatoires de la O]
- L. ) . i o forme fi(X)), falXa), ..., fo(X,) ot les f; sout des fonctions de B dans K, distinetes ou %
Z a. Soit @ la fonction définie sur BT par : v ' . 2% ) Z
o) non, sont égalerment mutuellernent indépendantes. 0
= ’ o " 1 —
o pour i € 7", i) = T , ) o
. 3.1. Méthode de Monte-Carlo.

@] @]
I Soit n € N'. A Taide de lindgalilé de Taylor-Lagrange, montrer que 1. a. Rappeler une densité de U/, I
% ponr tont (7, mg) € [0, + %, o) — elro) — (x — mo)e (a0} < (x— fil)g- b. Justifier que la variable aléatoire g(I7) admet une espérance égale 4 J, %
D) L 2. Soit ({7, )peys une suite de variables aléatoires indépendantes de méme loi que {7, I

. RN cTl g B . L

g b. En der_lune: DOUr i & i3 et h#10 ¥ erifiant x h e BT, la nature de la série On suppose que 72 = V(g(17)) # 0 et on note ponr tout n de N*, 5, = Y g(T7). c_)-
P de terme général |f,(x + k) — fu(z) — AfL(x)]. = i)
g c. Montrer ‘“II il existe un réel K tel que, pour x € K7 et b 3£ 0 vérifiant a. Justilier que la suite de variables aléatoires (—) converge en probabilité ©

r+heR", p— E

' vers JJ.

2 0] O
L L
P P
© )

h b, Recherche d'un intervalle de confiance pour J,
d. En déduire que F est dérivable sur BT et que F' = G. Pn_
. i. Justifier que la suite de variables aléatoires | - converge en
4. Recherche d’un équivalent en 4oc. il
Soit z 2 B'. ) . o . \/ﬁ / exe
loi vers une variable aléatoire de loi normale centrée réduite.
a. Justifier que, ponr b < F*, L
i1 /1 1 ii. On considére pour ” n suffisamment grand ” que -Z — zuit une loi
i () £ [ ( = ) dt < Ikl.r;if." . F3
Je+1L T A / PR f L) L ~ . } '\,n .
normale A0, 1), On donne ¢(1,96) — 0,975 ot ¢ désigue la fonction de
- AR . répartition de la loi normale centrée réduite, Détertniner un intervalle de
b. En déduire que, pour n = 2, 1 " . mp g \ .
! confiance pour J, an niveau de confiance 95%. faisant intervenir S,,.
ntl /1 1 j LN, T el 1
- di <} folz) < A j ( — ) dt. 3. Application :
/I (i t+uw \E S RS S A R Pe 1
L a. A laide dn changement de variable ¢ — sin, montrer que / A1 — 124t = w.
¢, En déduire que : 4

) o T ] . | T s : e g 1 s i e, o H = 5
In(1+z) < F(z) < +ln(l=z). b. i Lerire, en ]dllgagt'\PAbt_.d]\ une fonction G, de pla,[dmel.m t, qui pour une
' ' ' x+1 valeur ¢ du parametre renvoie la valeur 441 — (2.

4. Diéessritaer i dqitllent de Fiz) qusnd v tend vers o6, i. On rap.[‘n:ll(: qu’,t:n l.a_n'-D"eLgu Pa.t:(:_;ﬂi_la. {I(].llt'..|-it}IL random permet de simuler
nne variable aléatoire de loi nniforme sur [0, 1].

En utilisant le résultat de la question 3.1.20 ot la fonction G, les vari-

ables informatiques J de type real et 1,n de type integer étant supposdes

définies, compléter le corps du programme principal suivant, de maniere

3. Probléme a ce qulil caleule une valear approchée de «
begin

L'objet du probleme est la présentation dune méthode probabiliste de caleul d'une randomize ;

intégrale (méthode de Monte-Carlo) et de deux fagons de I'améliorer. readln(n) ;

Dans tout le probleme, 7 désigne une variable aléatoire de lol uniforme sur [0,1], g une J:=0;

i . . ) 1 fori:=1tondo ...

fonction continne sur [(0, 17 of on pose J = / qlt) dt.

D writeln (* une valeur approchée de piest ’, J ) ;

end.
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3.2. Réduction de la variance par variables antithétiques. 3.3.2. Méthode de stratification.
1. Reconnaitre laloi de 1 07 . i Soit a et b deux réels tels que 0 < a < b < 1. On définit les trois intervalles £y, I et Iy
Oun délinil la variable aléatoire ¥ par ¥ = — [g(l7) — g(1 — U7)]. Que vaul (Y)Y par )
2 L=[0a L=[ab, Iz=H51]
2 s w0 g strictement croissante of B ot Uezastence des espérances inter- S : EiiTun T % I i i
2. On suppose g stricteme E“t croissante of on admet Uexistence des eapérances inter et on considére quatre variables aléatoires indépendantes Uy, Uy, U et T, de lois uniformes
venant dans cette question. . 5. o 11
respectivernent sur fy, fs, [y et [0,_ 1].

On définit la variable aléatoire (7 par U =14 Lren] + Ualpren) + Ualprery) olt 1y désigne

a. Justifier que, pour tout (u,w) € [0,1]?, e N = . i SE,
la [onction indicatrice d'un événement A, L7 est done la variable aléatoire définie, pour

(gla) — g(e)) (g1 —w) — g1 — ) & 0. toul élément w de I'univers (2 par :
b. Soil W une variable aléatoire de loi unilorme sur [0, 1], indépendante de [7, Uy(w) si T(w) € I
Quel est le signe de B [(g(T7) — g(W)]) (g(l —T7) —g(l =W ¥ f,-:vu'-,,;) _ Uui;u] si T(w) € I
Eu remarquant que g{I7)g(1 — U7 et g{W)g(1 — W} ont méme espérance, cn ' U;f;u) si T(w) € Iy
déduire que : ' ’ ’
Elgtg(r — U] < Byl I-'T)])Q - 1. A laide de la formule des probabilités totales, montrer que pour tout réel x,
On admet que Uon obliendrait le méme résulfal pour g sirictement décroissante. P (:g{f:’_) < 2) = aP(g(Us) < 2) + (b — a)P(g(T) < 2) + (1 — ) Pg(Th) < z).

; i
c. Montrer alors que, lorsque g est strictement menotone, V(Y') = =V (g{{7)). . o ) . .
2 En admettant que g(l71), g(T7%). g(Us) sont des variables aléatoires & densité, mon-

trer que g(I7) est elle-méme une variable aléatoire & densité et en déterminer nne
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3. Donner un nouvel intervalle de confiance pour J au niveau de confiance 95%, hasé - . . o S gmwas o .
aur cotte méthode. densité fg(f_;] en fonction de densités de g(T77), (L), ¢(T7%). que 'on pourra noter
On note £, la longueur de intervalle de confiance obtenu dans la partie 3.1 pour Sotwny: farny et foera-
une valeur fixée de n. Vérifier, en prenant la fonction identité pour g, que £/ suit une loi uniforme sur
Avec cette nouvelle méthode, combien de tirages /¥ de la variable aléatoire uniforme [0,1].

suffit-il de faire pour obtenir la méme longueur £, d'intervalle de coufiance 7 . X
2. Déduire de ce qui précede que :

3.3. Réduction de la variance par stratification. = (g ) j — af (g(Un)) + (b — a)E (g(Us)) + (1 — 6 (g(Li)

3.3.1. Etude d’une fonction de plusieurs variables.
3. On tire de fagon indépendante, uniforme sur chacun des intervalles, ) points dans

On considére la fonction f définie sur [0, +-ool* par : T1, na points dans Tz, ny ponts dans f5. On considére done la famille de varables
e P Vel L . 1 1 1 aléatoires indépendantes (L7 1. ... Uyg, Uas oo Uy U Uy ) telles que
pour tout. (1, zy, z3) €10, +00l",  f(ry @y, w5) = Tz, oy | Oy o Uy, Uy, ont méme loi que U,
o Uy, Uy, ont méme loi que Uy,
1. Justifier que f est de classe (' sur [0, +oc[®. Calculer ses dérivées partielles d’ordre o Uy, .o Uy, ont méme loi que Uy,
let2. et on note Z la variable aléatoire définie par :
2. On note : . 1 m ) 1 2 ) 1 )
7H(4) Oyda; . leiq = "2 5= "8 k-1

la matrice hessienne de [ en A = (o), ag, a3). Montrer que :
Justifier que. pour tont A €]0, +ooff, pour tonte matrice colonne I A trois lignes, 1

s 1 .
T (Al Tr, TS T A Y-Sl 7 'Jr_ I,
ﬂ*__.)l {g(li2)] = (1 =4 n:jl (g(li)]

e l - 2
VI(Z) = azsl" (glth)}+ (b—a)*
m

non mnlle, on a:
IR FAVH = 0.
4. Application numérigue :
On suppose que, pour un certain choix de la fonction ¢ et des réels a et b, on a

3. f admet-clle des extremums sur |0, 4o ?

4. On cherche désormais les extremums de f sous la contrainte x; + a5 + 25 = 110. 1 1
Montrer que f admet un unique point critique sous cette contrainte, que l'on At (g(th) ==, (b— (1)21.-’{3([;'2)'] =1, (1— nev (g(T5)) = =
déterminera. 9
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A A

On suppose que 'on tire 110 points, de facon indépendante, uniforme sur chacun
des intervalles (n; points dans I;, ne points dans I, ny points dans I3). Quelles
valeurs faut-il donner & n), ng, s pour que F(Z] fournisse une estimation de .J avec
le plus petit risque d’errenr possible suivant cette méthode 7

CORRIGE

Exercice 1

Llprg=Id ce DD =E*

2. | p(v] = {¥', uji| car # est un vecteur directenr unitaire de T. On en déduit que:
pli} = {1.00), (a.b)ViE = aif = a7 + abj + ack = p(i),
Pl = {010}, (a.be)i = bii = abi = b5 + bek = piil,
Pl {[U._U\ 1, {a..h;r:_,\l,:'ﬁ i u.r.'-.f.l—l- f;r:ljl + 28 pl,\}r]; el linalement,
a ab e 1 a? ub it
P=lab & be|let@=[ —ab 1-6 —be
ar be o ac he 1 ¢t
—ct — P ab ne
3. {a) M?= ab 2ot be = (Jeara® + b7 c? =1, s0it M? | =0y
ac be —b —a”
73 0
by M| b 0] soiu fl:-ﬂ.'] .
° ﬂ)
On a done @ € Ker([) avee @ # 0, done dimm Ker(f} = 1. Par le théoréme du rang,
rol [} = 3 = dim Ker{ [}, d'ob rql’f} %2
Les deux promitres colonnes de M forment une famille libre car clles ne sont pas colindaires,
0 —i:
Totrg(fi=2el Im{f) = Ve‘,r':.f.( I I )
b a
0 i — i
Ol e ). [p)y=0e{l 0], ,[b] =0 donc Im(f) C DL et par dgalité des
—b o i o
dimensions, .
On a alors dim Ker(f) = 1 et comme 7 € Ker(f), on obtient Ker(f) =D/|
(¢} Imip) =D = Ker(f) d'ou [ opest I'application nulle.
On adone MP =0y Or MP =ML, — Q)= M{L; 1| Mr?) =M |+ MY, on en déduit deme
que X 4 X® est un pelynéme annulateur de A done de f,
{d} Les valeurs propres possibles de [ sont les réels qui sont racines du polynome annnlatenr
X+Xi= X{14 ij. Il 'y a done que O comme valear propre possible,
Or 0 est valeur propre de [ car Ker([) £ {5} el done [ admel 0 pour unigue valeur propre,
f n'est pas diagonalisable car dimKer(f) = | # diml&®.
4. (=)

gs o gar = (1d = (sin @) + (1 —cos#) /2 o (Id + (sin 0] + (1 — cos 0} [*)
En développant of en utilisant los éoalitds £ = —f of 1= —F2, on obtient

go 0 g = L+ (sin@cosd + cos@sind’)f + (1 + sinfsind’ — cosf cosé) f2.

4

Che sin (0 + I'T:l sinfleos ' 4 cosflsin ' el cos (fl + 9":] cosfeosll — sinflsin ', dob
4o © G = Go g« (s0it B =8+ 8.

(bY sinD = 0 et cosl — 1 dont go = Td soit goog o — Td.

On en déduit que gp est inversible {ou bijectif] et que g;' =q_a
Exercice 2
oy T
1. (a) fulx)= ——
(=) Jalz) n{n +x)

sz =0, f(0)=0et Z Sl converge,

. L fid * 1 L.
sl =0 fale) ~ — yguand w tend vers +oc, or — 2 0 et E —5 ouverge (série de
i " I
Riemann), done, par théoréme de comparaison (dgnivalent) pour les séries & ferme général

positif, on en dédnit que E Fulr) converge.

F) f_l 1, Z”:r] 1 y=1
| = _—_— L —— =1 —
? l'H. e 17 oo+ 1

n=1 n=1

admet 1 ponr limite quand ptend

vers +oo, Dol | F1y—=1.
1
2o = — s~ =
Fule) [+~ n?
Z Ji(r) converee,
3. {a) En appliquant Uinégalicé de Toylor-Lagrange sur Pintervalle [waea] {(on [anee] suivant les
positions relatives de o el g, on en déduil que

2 0 quand n tend vers +oc, done, comme en 1a on en déduit gue

o —ap)?

() — (o) — (2 — o)’ (20)] = sup " (8)] = =
feira]fon o) e
» -1 2 oo 2
Or (1) — l‘G”[Ir.] I el pour L 2 noon a 1%z f el done -p”[.f.] “ —3: comme
2 - e
() € [y + oof® on obtient
. . . Pe {x— o)
(] = lan) = (e =)' (an)] € 75— -
(b}
Val + 1) — Fue) — BEL @) = ! ST S N
wle+ ) - fla) =R = ———— 4+ —— —h—
Inl = 2 il n o n+rx+h n on+tw (r+ )2

1 1 ; -1 ‘
= 1 -
ntweth nitw [ S
|<‘.:'('.fr. + 4 fr._‘_l — -pli-u. + .'J.'} — fr.:,-_;f{'n. =+ .';.')|
WY

<
o .
I’L'q

annales officielles

annales officielles

Mathematiques - opTioN SCIENTIFIQUE

EPREUVES SPECIFIQUES

199



Mathematiques - opTion sciEnTIFIQUE Mathematiques - opTion sciEnTIFIQUE

ESPRIT DE L'EPREUVE SUJET CORRIGE RAPPORT ESPRIT DE L'EPREUVE SUJET CORRIGE RAPPORT

L L
2 2
@ N g
L {Om applique le résultat précédent avec n+x+h 2 netnd+2 2. car2+h 2 letz =0 3. Probleme L
= 1 =
E La série de Riemann Z — vonverge, done par théordne de comparaizon (inégalité] pour 2.1 Méthode de Monte-Carlo E
(—) s A termne gendéral positif | onoen dédnit gne . . (_)
D Lo série de terme géndral |fu(e + R) — faln) — hf5(e) | est convergente. 1. {a) Une densité de U7 est: 14 - %)
=
z () Pour x ¢ By et h# 0 vérifiant = + b < By, on a fol0) = Luy (@) = { ! site [0.1] =
0 sinom 5
|: i g — B ) . ) ) ) 1 i |:
% M — Gl) ‘% Z'r\u'rn (=t} — fulx) — h._f:?[\;s}] (b Diaprés le théortme de transfert, comme O(Q) [U_J], =1 [ gl fir (L) dt converge absolu- ?5
) ) L= Jn
| ’_:c ment alars g([7) admet une espérance égale 4 la valeur de cette intégrale. \
T, ik . . o o .1 1 .
n = Tl Z Tolz +0) = fule) — hfy(x)| Or '/ () fr(t) dt = [ gt)dt = J done gL'} admet une espérance égale &4 J. (1))
n=1 (4] S0
% (car 1s série est absolument convergente Caprés b.) 2. {a) F)’HPH“S L loi faible des grands Anumhr[:':i', s () est une :sTlitv. du"m.rian.hlm ill(’.‘n.t()ill'l)hi Gj)
O o indépendantes, admeltanl uue méme espérance we el une méne varance, alors la suite o
- 1 Sey -
D < A Z A (—F) (ol S, Z Y;) converge en probabilité vers . D
— 8 T i—1
CU Lci, e prenant Y5, = g(U%), ou a bien (g(07%]] suite de variables aléatoires indépendantes (U
E +Z_~<, 1 Fla+ ) — Fia) 1 [comiue les U, sonl indépendantes, on applique le résullay admis avec f; — ¢ ) de méme loi E
On pose K = —, on a alora ‘7 — Gy = K|h| . que (L] qui admet J pour espérance et admet également une variance.
-0 nt’ h N e = -0
5 S
£ n=t _!"[;L’— h] _ _{'I{;L';I n('l[](‘. (—L) . (‘JIHI\«'E"-['gH Il I]['fl}}ﬂ.}]l]llf“ VEIS (}. £
D {d) On adone, par encadrement, lim ~———— "% = G{x), d'oil I est dérivable en x & &1 N MLEEd — e e . . L P
© . A _“_h . . (b} 1. Dapreés le théoréme de la limite centrée, s1 (¥, est une suite de variables aléatoires 0
E ot F'ix} = Gz}, soit £ dérivable sur B™ ot 1 =G indépendantes de méame loi, admettant une espérance et une variance, alors la suite E
S g 1 1 i R . ; L .- : i
4 {a) Sur B, ¢ P = e 2] cst une fonction décrofssante, d'oi pour ¢ € [kk + 1 {55) (o1 S, ZV} converge en lol vers nne variable aléatoire de loi normale centrée
i | I

- X i=1

T O .
= f«!\*'}v récuite.
Fln prenanl & nouvean ¥, _r;(f.r,,_], an A

iy = B SN
frnle) h U+ lze) "=k k(k+ )

En intégrant pour ¢ variant de & a b+ 1,

fa1 k-1 1 1 k41 v oo v i I
fena(x) _f fooala)dt < / (_ _ )n’t < /‘ Fula)dt = falz). s Se — E(S,) S, 1..? i
k Ji t it i : VIS, N =
] TiFnanee oot En effet, I7; ayant méme loi que I7, g{77%) a méme loi que g{{7) despérance .J et de
wtl 1 nLopktL g 1 i variance o2, d'oll, par lincéarité de Iespérance,
[ G- X G-ms)e<yiw
L I+ =tk Lob4x = "
- . E(S,) =Y Elgili)) =nJ.
=1

dauire parl

et comme les g(T7) sont indépendantes,

2! n n—1
C C - i L | 1
S flw) = file)+ Y file) = Aile) + Y fnla) € +f (7 12) 4
=l k=2 k=1 ’ L ’ i
V(Sa) =Y Vig(ti) = no?.

ot :
i—1

RS U S x "l
]1 (E_H——x)dtﬂzéfkl‘““g:cil+£ (E_t-ll—:{r)dt' Sn_ Ty

Dol (’TJ converge en loi vers la loi A{0,1).
— 2

{¢) Pour ¥ € B*, on a

ii. On a alors, pour § récl,

N . ; - -
& 1 N PEERTL] N 1 By
f (I—?]ff-ﬁ [luf—lu[ﬂ+u:} [lu E—"] lnﬁ—luH—__ In v —+1 ) Sn _ g
! e ! o S oAt P(—tg2 = /f) =0(f) B 1) =28() lear d( t)=1 &1,
Or lim N : — =1, d'ofy, en passant 4 la limite dans Uindgalité précédente on obtient .
Ne—toe N +u Or20(t) —1 =09 < d(t) =087 = ¢ = 196 ot
x r .
(14w s Floe) € —— +1n{l+x). S._F
L - et e 7 2 W &
rxl P-tg g w‘):P(—f%{S——If;ti__):P(S——f =T E )
7 N N noom oo
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Dron g g
P(‘—"" R Sy e 1,961,) = 0,95,
" v " W
oest-d-dire gque [h—“ — 1_.9"7'%_,i +1 ,F][‘ii{_] estoun intervalle de confianee ponr J
n IV ) VT

an nivean de confiance 95%.
3. {a) | =sinu doll di = cosudu

w2

-1 ) : L —_—
/ A1 — 2t = f 11— sin?u cosudn = / v eas? w cosu di.
1] i [H]

or, pour w € [L3], on a cosu 2 0 ot vieos? w = cosu done

1 b i i s iy -
] A4/ 1 — 12t =/ 4{:{::521;-d1£-=f 4Mf}u = 2‘11’-4‘ Ml‘ —a-
0 n n 2 2 n 2
—— "
aoit / 41— #2dt =
Juo
(b} i function G(t:real):real;
begin
Gi=d*agri (1-t*t);
end;
il. begin
randomize;
readln{n);
J:=0;
for i:=1 te n do J:=J+G{randoem);
J:=J/n;
writeln (’une valeur approchés de pi est’,J);
end.

3.2 Réduction de la variance par variables antithétiques

1. 1 =17 anil également la loi uniforme aor [(0,1].

On a done B(g(1 = U)) = E{g(l7)) = .J el par linéarité de Pespérance | Z{Y) = .7 .
2. (a) Pour (mae} € [0,1]% ona (1—uw1—w) & [0,1]? et comme g est supposée strictement croissante
sur [0.1]:

glu) = glw)

cir=1—-uzl—uw= L N
usmw=1l-uzl—u { g1 —u) 2 g(1 =)

ot de mime
= giw)
wuzw=l—-usl—ws= alw) = g w .
gl —wu) = gl —w)
Dans les deus cas on abtient
(glu) — glul] gl — ) —g{l —w)) £ 0.
(b) Par positivité de U'espérance, comme L7 et Wosont & valeurs dans [(,1], on obtient d’aprés
la question précédente
El(g{t7) — g(WhDigll =) =gl =W} 50
En développant le produit et en utilisant la linéarité de Vespérance, on obtient

4

El(g(U) — oW)iigl — ) — o1 - W)l =
Byl — U] — Elg{t1g{1 — W] — E[g{W)g{l — U] + E[g(W)gl1 — W},
or U et W ont méme loi done g(Lg(1 — L) et g{W)gl(l — W) aussi et
LlgW)g(1 = W) = E[g(l7)g(1 = U]
{7 et W sont indépendantes done g{l7) et g1 — W) sont. indépendantes et donc

Elg(li)gil — W) = E[g(U7})] x Elg(1 — W},

de plus Efg(l — W) = E[g(U}] car 1 — W a méme loi que U, done
Fla)g( = W) — (Flottr1])

2
de mime Flg(Wigl — U7 = (F‘[;;Nl]) . d’of

2
El(g(U) — g(W)) (L — U) — g{1 = W))] = 2E[g(0)y(1 - U7)] — 2 Elg(v)]

el linalement

~T frors r a1 - . 2
2£]g(t)g(L - 1)) - 2(Eg(U)]) <0

2
soit | Elg(l)g(1 — U7 = (E[g(U}])

ViY)=Vg(t) + g{l — U]

= 3 (Eltolt) + o1 - U))?) = [B(o(l) + 9(1 - U)F)

= |

=

= (E[g([-‘j! +29(U)g(1 - U+ g{l — U

i

(BlgU)) — (Bl — U — 2Bla(U)|Ela(1 1))

(VIs@)] + VIgQ = U)] + 2 [g(I7)g(1 = 1)) - 2(Flg(T))?

o
=3

o e S

(?T-"[_r;{f.-']]) en utilisant 'inégalité précédente et V(1 — I7)] = V(7]

1

3. Soit (T5) mne snite de variables aléatoites indépendantes de méme Toi gue T
T

. 1 . i - . i
On pose ¥ = 2[_@'([»}] Fgll =70 et 58 = Z‘r,-. Om sait que les ¥/ ont ponr espérance J, of

=
on nate o' leur écart-type commun. Le théoréme de la limite centrée permet d’obtenir comme
o e -
précédermmenl que o _ 1.9{5"_—.,29 + |.EJ(5FT] esl un inlervalle de conliance pour J oan nivean
) WEM S
de confiance 95%.
On avait 4, =2 = 1,96% ot la longueur de ce dernier intervalle ost
!

[}
=2% 196 = < 2% 1,96

4
) T NN

i
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g ; 5 1y : : oo " N
car d'aprés la question préeédente o < Err‘. Pour avoir Iy € &y, il suffit dene d'aveir 2 x En applicant la lormule des probabilités Lolales avec ce svatéme complel, on oblient:
L 2x1, 96 = 80il 2]V 2 nouencore |V = — | Celasignilie yuw’avec deux [ois moins de o ]
. ) 2 . . Plgllhy <o) = E Flrer; M sx)P(TET)
tirages de la variable r1.1c,.1tmrc: uniforme [par randem), on obfient la méme longuenr d'intervalle =

de confiance pour J an nivean de confance 95%. 3
= Frer (9ll) € 2)P(1 € L)
3.3 Réduction de la variance par stratification -1
3

3.3.1 Etude d'une fouction de plusicurs variables = Z}’{grb V= a) P ¢ L) car g{U;), T sont indépendantes

1. f est une somme de fonections rationnelles dont les dénominateurs sont non nuls sur |0, 1 .'x;:'r‘, ll_1, i L L
aP (7] = a) + (b —a) Pl

elle est done de classe €2 sur |0, + 2¢[®. Avee X = (y.20,23) on a:

aj =1 ar -1 a4 -1

ks :J.':I +i1 = b} P{y({;g) <.

—(X)=—, —X)l=—. —(X)= : e I T e T e e f— WP = )
dry T A Amy w2 B 92 2 iaL _; suivant une loi unilorme sur [L1),ona P(T e ) —a, PTel)=b—u, P11y
1 0 0 qf(}'] étant une variable aléatoire & densité, on sait que @ v+ Plg(l7) < x) est continue sur
0 g_gj &, de classe ¢! gauf éventucllement en un nombre fini de pomt‘- par somme on cn déduit gue
pour H £ |0 VI H=H | 0 2 o |l hi 203 | 2h3 0 Wiy o Plgl [f = ) (fonetion de répartition de c;\{, 1} est continne sur B, de classe ¢!
, 74 (A _ = =" : 3., )
0 ’ aﬁ 5 2“f ‘1_; 9ﬂ5§ H:J]]F{\(]It]](”t rnent en un normbre find de points, r,rl'tr ) est done une variable aléatoire A densité.
D 0 P Fn dérivant om obtient comme densite de _q[L 1 1a fometion ff(* domnée par
Dy

f}[f 7% Gfr’,[,rl I f"-I + ”a—q; fr, i'zl\‘l)l +‘1 _'!J)Ifr,lli";

Mathematiques - opTioN SCIENTIFIQUE

00,4+ c><;[3 est un ouvert de B el [ est O sur cet ouvert.
Or f n'admet pas de point eritione sur cet onvert. (les dérivées partielles d’ordre 1 ne s'annlent

Mathematiques - opTION SCIENTIFIQUE

; ¢ - e o T i B o R T s
jamais] done f w'adimet pas dextremums sur [0, + oo En prenant g — Td on w fplx) = afin (o) + (0= alfr, (o] + (1= 8) for, (], soil

4. On pose glzma,my) = 2 + 7o + 1.

1 ’
ax—+0+0=1s2< [0a]
a

Xn = (r1eo,ms) €]0,0 + x[‘ est n point critigue p(mr Fosous la confrainte g{X) = 110 «
g(Xo) =110 el V[(Xp) € Vecl[Vy] soil si il existe A € 2 el que o 0t (b a)x 1 FO=1sizc [ab].
Jela) = ' ba
71+ a2 + x5 =110 _ O+ 0+ (L —b)= =1lsize[bll,
() - i 5ay OF v B s L—b
c {1.2.4}, o, (Ko} = Az [ Xy) 0+ 0+0=0sinon.
o1+ = 25— 110 ‘ o En conclusion fi(x) = Lsia € [0,1] et fi; () = O sinon, c'est--dire que U suit la lol uniforme sur [0,1
N : . . r) + a4 ey = 110 2
e Lo o B sl ] —0sF——ifi N
- Rl Rl ===l ) oo
Eiglt)) = tf o () dt
Comme \(, r]ﬂ - ')0[ vela slgnifie 2 = wo = 3wy et oy —+ w2+ g = 110 dont Tunigue solution A A fx f“"{’ )
est | Xp = s /'mu' Ol ER( ‘/I'xxf (Bt + (1 n[ Ty
— i bbb (b —a) b ginray U L et - | J Joirn (L) df
D’aprés L(,gdhtc de Tayler-Lagrange & Uordre 1, pour H € B tel que [Xy.Xo + H] [0, [1 g a{Tn)Lh s e Ja(trayld, . ALY
[soit ici tel que Xo + H £]0, + acl), il existe 8 £]0,1] tel que, = aE{g{IN) + (b — a)E(g(Th)) + (1 — BIE(g(T73)).
fiXo+H) = AIX)+INf(Xy) . i+ i 'HY2f(Xy+ 6HH. [Toutes les intégrales sent bien convergentes car les fonetions intégrées sont nalles en dehors
Z d!I]I] iTIli"l'\""]"E‘ ri"r'”“:' sur ]i"{lui‘] i"“(‘“‘" ‘1'('!”1, (.'{.”]Lill'l]!“!‘%)
Or si Xy + 1T vérilie g{Xo + II) — 110, von a (L) = 0 ce qui s6cril anssi (Vy, I = 0 et done, 3. Les variables aléatoires Uy 1,00 Uy D1, oo Dy Uy #13 .,_F’3 3 étant indépendantes, les va-
comme V(X)) € 'r"r:r.'l".{v‘g}_, an oA -:jVj{Xr,} . ”::- 0. De plus d'aprés la question précédente riables aléatoires g(T7 1), ... G gl 1T, ) sont Ggalement
avee A = Xo + 0H, powr H non nil, *HV?f(Xy +0H)H = 0 et done f{Xy 4+ H) = f(Xa) [ indépendantes et on a done
admet cdone un minimum global sous contrainte -+ 2y + 2y = 110 en X, = (30,60,20).
- =g a iy riy
3.3.2 DNléthode de stratification ViZ)= a2 21[ {g(T1.4)) + lfﬂ—m . Z; {gf {r e fn =3 Z‘ (g(T75 )
~5 h=1

1. Les intervalles 14,40 cb fy sont deux & deux disjoints, de réunion égale & [0.1] et I" est de loi
uniforme sur [0,1] donc les événements [1° & £,],/4" € fo] et |17 & fy] lorment un systéme complet _ {bﬁi.‘;{g[[“)} +(b— “)zil (g(U2)) = (1 — b)? _] {9(Us))
d’événements. o na )
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cat les g(T7 ;) (respectivement g(T7 ;). respectivement. g{T7 ;1) ont méme loi que g(T7) (respec-
tivement g{T7 ), respectivement g(17:)].

1 1 1
4. On a alors V{Z} = f oty +ny oy = 110
Codny e Ong ) i
De plus F2{Z) = aligilU)) 4+ (b —a) Fig{Ua)) = (1 = b (gL} = Elg(l7)) = J car U7 a méme
loi que I7 (loi iniforme sur [0,1]).
E{Z) fournit done mme estimation de J avec le plus petit tisque derrenr possible s1 V{Z) est
minimale, cesl-d-dire d’aprés élude de la question 3.3.1 sl rep — 30,n2 — 60,03 — 20,

RAPPORT

Exercice 1

Aprés une question de cours sur les projecteurs orthogonaux p sur D et q sur ol (de
matrices P et Q), on étudie 'endomorphisme f dont la matrice M est antisymétrique et
vérifie M’ = -Q (image, noyau, valeurs propres, diagonalisation), puis les rotations gy d'axe
D, d’angle 6 (composition, inverse).

Mathematiques - opTION SCIENTIFIQUE

Les copies sont particulierement faibles au niveau de cet exercice. Les notions de base
d’algébre linéaire et bilinéaire ne sont pas assimilées. Les confusions sont trés nom-
breuses. En particulier on confond un vecteur et la matrice de ses coordonnées dans
une base, un endomorphisme et sa matrice.

1. Les réponses a la question sont parfois farfelues : exemples p+g=0 ou p+g= R?, p+q
=1, ptq=p% <p, q>=0, p+q = R?, p+q = 2u, p+q = u+v = 1, (p+q)(u) = Ker u+Im
V...

2. Oubli fréquent de u unitaire. Sinon c’est souvent bien traité jusqu'au 3.b. On trouve
souvent des “dim f” !

La fin du b (Image et noyau de f) est ratée par (presque) tout le monde.

Le polynéme annulateur est souvent trouvé de maniére convaincante, sous de
nombreuses formes différentes.

Question d), on trouve dans le spectre de f, i, -i comme valeur propre, voire méme 1
et -1 (comme racine de X*+X). On dit fréquemment que les valeurs propres de f sont
les zéros de X+X°. Le calcul du 4.a n’est (presque) jamais mené a son terme.

Exercice 2

Pour x > 0 fixé, on établit la convergence de la série de terme général fn(x) =
(1/n)-1/(n+x), et celle de sa série dérivée, de terme général f,'(x).

A l'aide de linégalité de Taylor-Lagrange, on montre la dérivabilité de sa somme F(x).

A laide d’'un encadrement de la somme partielle, on en déduit un équivalent de F(x)
en +w,

Malgré un manque de soin général cet exercice a été dans l'ensemble compris. Par contre,
certains se fourvoient en montrant la convergence des séries par la limite nulle du terme
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général. D'autres ne savent pas dériver f,,. Taylor Lagrange est diversement cité : les
hypotheéses sont incertaines voire inexistantes. Certains ne comprennent pas la formule.
3. b est une catastrophe. Ceux qui réussissent le mieux sont ceux qui utilisent la for-
mule de Taylor a fn en ignorant le a. La plupart ne comprennent pas lintérét de l'hypo-
thése x>n. Trés peu traitent correctement le 3.c. Certains se contentent de K=1/n’. La
plupart trouvent le bon K, mais au mépris des vérifications élémentaires de convergence
et en toute ignorance de linégalité triangulaire.

4a est souvent obtenu par soustraction d'inégalités ! Sinon, c'est a peu prés correct, sauf
certaines maladresses dans le calcul de 'équivalent (personne ne propose ln x).

Probléme

Dans la partie 1, on établit que lintégrale J d’une fonction continue g sur [0,1] est les-
pérance de g(U) ou U suit une loi uniforme sur [0,1]. A laide d’'un n-échantillon i.i.d. on
construit classiquement un estimateur ponctuel de J puis, via le théoreme central limite,
un intervalle de confiance pour J.

La correction du probléme est trés décevante. Les candidats ont sans doute manqué
de temps mais ont surtout été génés par de grosses lacunes sur des parties impor-
tantes du programme de seconde année : variables aléatoires a densité, convergence,
estimation, optimisation sous contrainte. En moyenne ils se sont contentés de
grappiller des points. Au 3.1.3, le calcul de lintégrale par la formule du changement
de variable n'est pas bien réussi, trés peu connaissent les formules élémentaires de
trigonométrie.

La partie informatique est peu abordée. La fonction G a la rigueur. Le programme, quant
a lui, est traité par une trés petite minorité, tant la méthode mathématique requiére
une analyse fine du contexte. Pour comprendre ce qu'on demande, on ne peut se
contenter de répondre aux questions précédentes sans une réflexion sur la démarche
de lauteur du sujet. Or, il est fréquent de pouvoir traiter les questions informatiques
sans avoir fait les questions qui précédent, la méthode mathématique étant facilement
extirpable de l'énoncé.

Pour beaucoup, le probléme rebondit avec la question 3.3.2. Toutefois l'explication
pour f de classe C* est rarement “efficace”, il suffit de dire que f est rationnelle et non
pas un polynéme ! Que d'erreurs de dérivées premiéres ou secondes. Au 2, linégalité
stricte pour H non nul n’est pratiquement jamais évoquée. Au 3, la moitié des candi-
dats trouve que f admet des extremums (heureusement la réponse n'était pas donnée).
Le 3.3.2 demande une lecture attentive. Certains ne comprennent rien et lancent
des affirmations qui n‘ont aucun sens : ainsi le systéme complet d’événements pour
appliquer la formule des probabilités totales au 1 est trés rarement explicité,
et a la place on trouve de tout, beaucoup de choses qui ne sont méme pas des
événements. Toutefois, certains candidats engrangent ici de nombreux points, certains
méme ne réussissent que cette partie du probléme.
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Bilan de la correction des copies

Le niveau moyen des copies est faible. On constate peu de progrés par rapport a l'an
dernier au niveau de la présentation et de la rédaction des copies. Inutile pour un
candidat de recopier les questions (en partie ou en totalité).

Le manque de soin est général. Les solutions sont négligées, mal construites, baclées,
insuffisantes, bourrées d’erreurs grossiéres.

Des résultats trés importants du cours ne sont pas sus. Les candidats semblent consa-
crer de moins en moins de temps dans cette matiére.

Plus encore que lan passé les résultats reflétent une trop grande hétérogénéité du
niveau des candidats et de leur investissement dans la matiére.

Avec un écart-type de 5,34 et une moyenne générale de 10,6 cette épreuve a permis
de classer les candidats.
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