Mathematiques - opTion sciEnTIFIQUE

ESPRIT DE L'EPREUVE SUJET CORRIGE RAPPORT

ﬁ

1. Exercice

1. A l'aide de développements limités usuels que 'on rappellera clairement, montrer
que lorsque # est au voisinage de 0 on a

In(2 —€®) = —z — &* + o(z?).
2. a. Montrer que pour tout entier k supérieur ou égal & 2, on a :
2 —e'* €]o,1[.

b. En déduire le signe de In (2 — ¢'/*), pour tout entier & supérieur ou égal a 2.
c. Quelle est la nature de la série de terme général In (2 — e'/%) ?

d. Pour n entier supérieur ou égal & 2, on pose

Vo= In(2- e/®) et u, = exp V.
k=2
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Déterminer
lim V,et lim u,.
(s o] Al ]

3. a. Montrer que

i friti) = kg [ne—e) —ma - =

; 1
b. Déterminer un équivalent, quand k tend vers +oo, de In (2 — e%/¥)—In (1 — E).

K avee K > 0,

¢. En déduire que u, cst équivalent, quand n tend vers oo, &
Quelle est la nature de la série de terme général w, ?

4. On pose

S, =3 (—1)Fu,.

=

k=2

a. Etudier le sens de variations de la suite (i, )nz2.
b. Montrer que les suites ( Sy, )nz1 b {Sont1)nz1 Soni deux suites adjacentes.

¢. En déduire la nature de la série de terme général (—1)"u,,.

2. Exercice

M (R) désigne Uensemble des matrices carrées d'ordre n 2 2, & coefficients réels.
Pour tout élément A = (a2 j¢n de M, (R), on appelle “trace de A7, et on note Tr(A),
la somme des éléments diagonaux, c’est-a-dire :
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TT(A.) — Zﬂ.gi.
i=1
On admet que T est une application linéaire de M,,(R) dans E telle que
WA e M (R), VB € M,(R), Tr(AB)=Tr(BA).
Ou note *4 la transposée de la matrice A,
1. Soit i I'application définie sur M, (F) x M, (IR) par :

VA € M,(R), VB € M,(R), @(4,B)=Tr("AB) (oh'AB = *Ax B).
Iixprimer (A4, £) en lonction des coellicients de A el 3 el montrer que @ est un
produit scalaire sur M, ([R).

On note N la norme associée & ce produit scalaire,
2. Soient A, B € M, (R). Le but de cette question est de prouver que
N(AB) < N(AIN(B).

a. Justifier existence de P € M, () et D € M,,(IR) telles gue
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‘P(rAAP =D
ol £ est une matrice orthogonale et [ une mairice diagonale.
On notera par la suite A; le coeficient di; de la matrice D = (di; )z jzn-

b. Soit A une valeur propre de *AA et X un vecteur propre associé.
En ecalculant ‘Xt 4AX de deux maniéres différentes, montrer que A = 0.

. Onpose S = ‘*P(B'B)P = (sij)15isn Montrer que

N(A) = Tr(D), [N(B)?=Tr(S), [N(AB) =Tr(SD).

d. Montrer que
n
Tr(5D) =3 Aisi.
i=1
e. On note E; le i vecteur de la base canonique de M, (IR), espace des ma-
trices & n lignes et une colonne, & coefficients réels. Montrer que
'E,SE; = ||'BPE;|?,
oft ||.]| désigne la norme euclidienne canonique de M, (R), puis calenler

tE;SE; en fonction des coefficients de S.
Qu’en déduit-on, pour ¢ entier compris entre 1 el 2, sur le signe de s;; 7

-

. Montrer que
Z Asi & (Z )w') (Z -“'uﬁ@)
i=1 i=1 i=1

puis conclure que

N(ARB) € N(A)N(B).
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3. Probléme

Le préliminaire, les parties I et II sont indépendants.

3.1. Préliminaire

On considére deux variables aléatoires & densité X et ¥ définies sur un méme espace
probabilisé, admettant des espérances E(X), E(Y) et des variances V(X), V(Y). On
suppose V(X) = 0. On définit la covariance de X et ¥V par

Couo(X,Y)=E[[X - E(X))(Y - E(Y))] = E(XY) - E(X)E(Y).
1. Montrer que pour tout nombre réel A,
VIAX +Y) = A2V(X) +2XCou(X, V) + V(Y).
2.  a. En étudiant le signe du trindme préeédent, montrer que
(Con(X, V) € V(X)V(Y).
b. A quelle condition nécessaire et suffisante a-t-on I'égalité

(Con(X, V)2 = V(X)V(Y) 2
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3.2. Partie I : Etude d’une fonction de deux variables

n désigne un entier non nul, A el § deux réels positils ou nuls vériliant S > nA.
On définit sur [0, +o0[x]0, o0 1a [onction L, par :

1
— = (—na+5)

Lo{a,b) = %n b sil<agA

Lp(a, b) — 0 sla=A

1. Justifier que L, est de classe G sur Pouvert [0, A[x]0, | oal.
Montrer que L,, n’admet pas d’extremum sur cet ouvert.

2. Montrer que
Ya € [0, A[, Wb €]0, +o0[, Ln(a,b) < L,(A,b).

Montrer que ce résultat est encore vrai pour tout a de |A, | ocl.

3. Soit g la fonction définie sur |0, +ocf par g(b) = L, (4, b).
Montrer que g admet un maximum absolu sur |0, —oc[, atteint en un point by que
I’on exprimera en fonction de A, 5, n.

4. Déduire de ce qui précede que L, admet sur [0, +oc[x]0, +oc un maximum absolu

atteint en un unigue point (@, by) que U'on précisera.

3.3. Partie II : Etude d'une loi

Soit a = 0 et b = 0. On considére la fonction f, 3 définie sur | par :

i (@ —a)
Japl) Be_ b sizza

Faplz) =0 sinon
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1. Vérifier que f,; est bien une densité de variable aléatoire. On note £(a,b) la loi
associee,

On considére désormais une variable aléatoire X de loi £{a, b).

2. Déterminer la fonction de répartition de X.

3. On pose ¥ = X — a. Déterminer la loi de ¥V et la reconnaitre.
En déduire E(X) et V{X).

4. Soit p € N. Montrer que X admet un moment d'ordre p, E(X?), et pour p > 0
cdéterminer une relation liant E(X*) et E(X*1).

. Stmudation de la loi E(a,b).

on

a. Soit [/ une variable aléatoire de loi uniforme sur [0, 1],
Montrer que la variable aléatoire —blu {1 — ) + a suit une loi E(a, b).

b. On rappelle qu'en langage Pascal, la fonction random permet de simuler une
variable aléatoire de loi uniforme sur [0, 1[.
Ecrire, en langage Pascal, une fonction tirage, de paramétres a et b simulant
une variable aléatoire de loi £(a,b).
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3.4. Partie III : Estimation des parameétres a et b

a et b désignent toujours deux réels tels que a = 0 et & = 0. On considére désormais
une suite de variables aléatoires (X))i»; indépendantes identiquement distribuées de loi

E(a, b).
Pour n entier supérieur ou égal & 2, on considére les variables aléatoires S, et ¥, définies
par 5, = X1+ Xo+- -+ X, et V), = min( X5, Xy,..., X))

Le but de cette partie est de déterminer des estimatenrs de a et b.

1. La fonetion tirage, ainsi que les variables informatiques a,b,X,8,Y de type real
et 1,n de type integer étant supposées définies, compléter le corps du programme
principal suivant, de maniére i ce qu'il simule S, et ¥, (les valeurs étant stockées
respectivemnent dans S et Y).

begin
randomize ;
readln({a,b,n) ;
X:=tirage(a.h) ;
Si=... 3
¥
for i:= 2 to n do...

cud,

2. Déterminer Pespérance ot la variance de S,,.
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3. Quelle est 1a loi suivie par la variable aléatoire (X1 —a)+(Xo—a)+ -+ (X —a)?
En déduire une densité de S,.

4. Déterminer la fonction de répartition de Y.
En déduire que ¥, suit une loi £{a,,b,) (on précisera a, et b, ).
Donner les valeurs de £(Y;,) et V(¥y).

5. a. Calculer le biais ainsi que le risque quadratique de ¥, en tant gu'estimateur
de .
b. Rappeler I'inégalité de Markov pour une variable aléatoire admettant un mo-
ment d'ordre 2.
A l'aide de ce qui précéde, prouver que (Y;,) est une suite d’estimateurs de o
asymptotigquement, sans biais, convergente.

S
6. Ou pose Z, = — — Y.
T
a. Calenler Io biais de Z, on tant gu’ostimatour de b

b. On note rz_(b) le risque quadraticque de Z,. Monfrer que

b 2
T2 (b) = ? +

Clov( Sy, Yo ).

n on
c. A Taide du préliminaire monlrer que

]imoc rz (b =10

——+

et en dédnire que (7, ) est 1ne snite d’estimatenrs de b asymptotiquement sans
biais, convergente.

2

Ia.

t

7. Pour un échantillon donné (zq, ... 2,0, avec min{xq, ..., 2, } &£ max{zy, ... 1,
correspondant A une réalisation des n variables aléatoives X, ..., X,, on définit
fonction L sur [0, 4oc[=]0, +o0[ par

o
’I"("?'.\ 'r?} H ,fa.b(.-ri.‘-l'
i=1
a. Moutrer que L cst la fouction L, délinic daus la partic I pour des valeurs de
A et S que 'on précisera en fonction des .
b. Comparer les estimations de a et b obtenues sur échantillon {z1,....2,) &
partir de ¥, et Z, avec les valeurs ay et & obtenues dans la partie [.
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Exercice 1
1. Au voizsinage de 0 on sait que ¢ =14+ 2+ % +olx?) et queln (14wl =u — % ~+ o(u?).
Dot In(2—e®) = In{l —u— '; +olz?)), on peut alors poser wiz) — —x — % +ole?), avec

Tim ux) = 0 el done
i "

(o _ : VT = 1l — el e o fe 12 2 1o o 2,
In{2—¢e") =In{l+u(x)) =ulz) - §rr.[.r:) + o{{ulr))’) = —r = = 3(;1: + olx®)) + ola”)

soit [In (2 — &%) = =2 — 2 + o{z”).
2 (a)

= 122-eY® 22 e 0care<4done v <2,

On en déduit que pour tout entier k supérieur ou égal & 2, |2 — &2F £]0,1].

by On en déduil alors que|In (2 — r‘.l-";"‘“} =<

On sait que les séries S In (2 ') et 3= 2 eV

o —In(2—c'"¥) = 0,

} somt de méme nature, or:

(c)

o —ln (2 —el/t) ~ 7 dua nd & tend vers +oc, dlaprés le DL trouvé en | avee x ;—

L1 . . .

e > — ost une séric de Riemann divergente,
i

done, d’aprés les critéres de comparaison pour les séries & terme général positif, la série

(2 — ") est divergente of done : la série de terme général In (2 c‘-"'*:] et divergente,

(dy —Vu = — Z_ln (2 — &MY est une somme partielle de la série divergente, & terme général
k=2
positif, 5~ n (2 — "%}, elle tend done vers +oc quand n tend vers o, et done
lim V, = —ocel lim w, =0 ‘
n—x0 =4
3. {a)
. ; 1 S k-1
15k g 1
. (111[2 %y (1 k)) =V Y m
k=2 =2
n
: h—1
Vo —lu ( H T)
k=2
1":3 —1In £
TP
=lnuw, +lun
= lu (nuy)
(1)
3 1. 1 1 -1
In{l | = (
AR a2 )
d'ol
; 1. | 1 1 | 1 1 1
fi 17k i (L N
In{2—e**)—1Inil — E} =-rI = + T + m+a|__k—2; =5z —o(k_—ZJ
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L
3
L 1 1
E el, quand k tend vers +oo, [ln (2 — ¢ " (1 k] ~ o
L o . 1 . 1 1
O] (v} Lasérie de Riemann Y i est convergente ef —[ln (2 — ¢~ lu(l e o 0, done
> d'aprés les critéres de comparaizons pour les série de terme général positif,
o) 3 (2 - F) —In (1 — £)] est convergente, de somme 8§ > 0.
= O en déduit gue ' , i
o lim o) = -5
O = )
1 et par continuité de Uexponentielle,
10) lim nu, =" = K avee K £ 0.1 car § = 0.
et °
) .
O_ Lol iy, ~ K et finalement w, est équivalent, quand rn tend vers +30, & —.
D i
O] Par critere de comparaison avee la série de Riemann Y — on en déduit que
Tt
E la zérie de lerme général wy, esl divergente.
1. {a)
o e
_C Ll — U = CXD Voyp1 — 0xXp Wy
J(_U) exp [V, +1In (2 — !/ ];] —exp ¥,
E — |_’(‘.>Lp 1,‘](1 s e]...-ul-.u | 1}}
Orexpl, =0el1l— el 1 done U] — Uy < O
la suite (it )nze €5t décroissante.
b}
IE‘I2[_n 1 — SQ\': = Ugn |2 — U1 < 0,
Sate 1301 — San il = —anys +uzegz =0
Sang1 — Sz, = —wgne tend vers 0 quand n tend vers + oo [(dlaprés 2.) ¢
les smites (Sap)pz1 of (Say 41 )nz sont deux snites adjacentes.
(e} Les suites {Sa,) el (S 1)az1 sont done convergentes de meme limite, la suite (Sn )

est done convergente: la série de terme général (11", est convergente.

Exercice 2

n it n
L. Le coefficient d’indices 4,7 de 'AF est Z by ol | 2(AB) = ZZ gpibeis | OO0 & dome:
=1 i=1 k=1
® oo est une application de M, (2) < M, (IR) dans I,
; ’ ) : 3

el ¥iu,8) € B2, ¥(4.8,0) € (M“{m:]] .

-
wlod + 38,00 = Tr{'(ad + 3B)C)
=Tr{a"AC + 3'BC)

aTr(PAC) + 9T+(' BC) par lindarité de la trace
= e (A,0) + dp(B.C)
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« Diaprés [ t!‘\_pl essiou trouvée de (A, B) ou a clairement ¢ A,B) — ¢(B5,4)

e (A4 = Z Z oy = 0

i=1 k=1
L
noon
wlA.A) ZZ ”-gi ¥kl {1 _,-u.}gvaﬁf 0 car il s'agit d'une somme de termes positifs
i=1 k=1
k) e 1.0, u}g,a;\.\: i}
s A=0

@ eat done nn produit scalaire sur My, (B
2. fa) (*AA) = "AN'A) =" AA done A est une matrice svmétrique a coefficients réels et il existe
P Mu(R) et D o My(E) telles que P soit une matrice orthogonale, 17 une matrice
dingemale ot *PPAAVP = DL
(b} *XTAAX = HAXAX = [|[AX|]? et FATAAX = "XAX = A||X|]? on ||.]] désigne 1a norme
euclidienne canonique de M, (E) (soil |}’||2 Y'Y pouwr Y o£ M, [E}).
Comme X est un vecleur propre done nou nul, on a | X| 7 0 el

{c} En utilisant la propriété
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YA C My (BB € MG, Tr(AB) = Tr(BA)

on oblivnt

[;\-’[.»‘1}:2 =Tt AA) = Tr('P(DPY) = Tr{{DPY P) = TriD),

IN(B)P = 1w BB = Iv(B'BY = 1 r( PSP = 1v{(SP)P) = Tr(8),

[N(AD)? TriABIAR) Tr((tBAAD Tr(B(IR'AA)) TriPSIPPDP)
Tr(P5D'P) = Tr(SD*PP) = Tr(8D)

T
(d) Le coefficient d'indices i,i de S est Z sipdey = sudi = s car [} est diagonale, d'oit

Tr(5N) = Z AiSie
i—1

{¢) |'BPE||> =t *BPL)BPE; = L'PI'BPE; = IS ot

411 S Hn 0 Hi
SE = | 80 i s 1] = | #u
Snl - Fad --- 0 Shn 0 S

d’omn I‘E‘:SE" = &y
On a done si; = |[*BPE;|]* = 0.
(£}
n n n n
(Z A ) ( m) = ZZ Aisj = Z)x,—_s;; car, d'aprés ce qui précéde ¥i, 74, Ajs; = 0.

i=1 i=1 i=1 =1 i=1

A Taide de fi | et l:]) on en déduit e [\’Ir-‘1j."\ Llri'l] [’\,f,]}'})] . leH les tertnes étant
positifs, N (—1] N{B} 2 N{AR)ce qui est I'indgalité mulns‘
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Probléme

Préliminaire

1.
VOAX +Y) = £ - — (BAX +Y0D
DINX? V2 42AXY) — [AR(X)+ F.-'{ij?' {linéarité de Nespérance)
= ME(XY 4+ E(YY) 4 20B(XY) — (FPEX )+ BIY R 4 20E(X)1E(Y)
= MV(X] + 22Cou(X.Y) + V()

2. {a) Pour tout A réel, VAX +Y) = 0 et 1o coeflicient de A2 {V{ X)) est non nul, done le trindime

précédent |::P.1| /\::I ne peual admeitre deux racines réelles dislicles, d'on
A =A(Cor{ XY — 4V (X)V(Y) =0
soit (Cor( XYV < V(XOV(Y)

(b} On a égalité si ot sculement si A = 0, soit si le trindme admet une racine [qui cst
v o Lo
nécessairement double), clest-a-dire %l existe Ay tel que V{ApX +Y) = 0 =oit

g'il existe Ap tel que Ap X + Y soit constante presque siirement.

Partie I: Etude d'une fonction de deux variables

3 i T UL nats)
1. S |0,A[=]0, + o[, Lulab) = e W),
L{)..IrI':l — —lr—l‘—n.u. + 57 el L{).._IJ':I — m sont. de classe €7 sur ]t_]_,,il[x]{l.. + o] en lant que [raclions
1] ¥ -
rationnelles dont 1o dénominateur est non nul.
exp est O sur B done par compaosition puis par produit, Ly, est de classe O sur Pouvert 10,40, + o

Sl]l' W onverl., l]('}llr LI r('}[ll‘.‘.i(']ll ‘]i“ "]n":\"\"ﬁP (\‘l\ un exiramum |:il|fl|':i:].] (811 ] g](]}lﬂ]} TIE l}i“.l”. i:'||'i" alleint
qu’en nn point eritique, or pour (a.b) €]0,A[x]0, + oo,
s I n

A .
) — o qlene—E] 0
ot ) b b -

L, n'admet done pas de point critique, et dene pas d'extremum, sur cet ouvert.
2. Boit o ¢ [0.A4[, b<]0, + o,

la<AdA=52—ne+85>-nd4+ 8
-1, | -1
=, (mad &)= 5 {~nA 5 car , 0
-1, % -1 : :
= exp - ~{-na &) < exp 5 {—nAd +8) ear cxp esl crojssante

P 1
# Loyl < Ly (A0) car ey =0

Pour a €| A, + oc|, Loiabd) =0 < L, (A0

3.
e (AL
glb) = Laldb) = i€ WEnAESE gone
) . F o 11 i 1, —nA+ 8 1 e
g' (bl = nb~ imlgmflnA+s) m bg[ nd 4 Se Flmna+s] b‘”-”{ n- e RlomA=S]

_q’[:b} 20 -nb--nA+ Y5 =0carb=0
=nhs nd+ 8

5
b —A+ —
n
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g
Or 5 = ndA done — — A = 0ot on obtient e tablean de variation de g

b { —A+ % o
') + -
q e \.,
4 admet un maximum ahsolu en by — —4 + 2.

A
4. On a done, d’aprés 3., Wb © ]D Focl, Lu(Ab) = Lyldby) avee égalitd sculement si b= by, d'ot,
d uprés fa € |0, +oola £ AW |0, - oo, Lylab) <0 Lo(Ab) < LA by).
Ly admet done un maximuin absolu gui vant Ly (A0 et qui est atteinl en Punigque point

{ay.by) = (_-"l, A ::)

Partie I1: Etude d*une loi

Lo# fop 2 0sur 4
& £, est continue sur %Y {a}

1o . 1 _nea
. [ Sunit)dt = / bC_T i

| [1—al a3
Or, pour @ > a, -7 dt = ‘ -
n

7 =1-c"" 7 —1quand 2 tend vors +oc car
L
b= 0.
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fap cst bien une densité de variable aléatoire,

o " . Dsix<a
2. Fyin) / frl\;,l[f,:l dl Fob | Fy () Lr—a) |
B : l—e "% sinzo
3V =X —adon
Osiz <0

l—e baiaxzi

Iizl=P(X —age)=PXga+a)=Fylataz)= {

On reconnail la fonetion de répartition d’une loi exponentielle de paramélre 1/ el done
Y suit une loi exponentielle de paramétre 1/b.
Onadone E(X)=E(Y) ta=blact V(X)=V(Y)= Bt

+a ] e
& / 1 p(t) dt = / e 5 dt.

o

oA s ayr
Ta lonction | — .".p?r-.'_ v esl conbinue el posilive sur [n; + {x';[.
X :

. ool i e Ay s
limn f‘”+'Tf: = 0 done, en 420, ﬁ’%rﬁ Po=ol&).
=t i w
; a2 ; g o :
Comme 12 est convergente, par comparaison pour les fonctions positives. on obtient que
1

Foo
/ 17 f (6] 6t est couvergente:
—n
pour p < B X admet done an moment dordre
Pour p 2 1, on effectue une intégration par parties en posant:
a(t] = ¢ done 'u.(lr!,‘,: pf.“ 1
_ft—ai
Wty = 67T soil v{l) = —
Les fonctions u et v sont bien de classe ' sur o, + 20| et rlunc powr tout & F o, on a

« “ 1 o ey it alT = it al
f 7 fup (L) el f e T gt [— e — J] +I}f Ve g
[ i b A a
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Fn faisant tendre & vers | oo, on obtient  F{X7) = o | phE{Xr1), |

5. (a) Soit xR [7 étant 4 walents dans [0,1[, 1 — I7 eat & valenra dans ]0.1] et In (1 — 7} a hien

1111 =Es,

Pl—bn{l-Uitaezz)=P—bln(l -U)=2—a)
r—a,

b !

P(]n I:I =
=P(l-Uze

=PU<1-e 5.

!

. o G e EAPE
Pour = < a on & —“‘l,l L 20etl—e ¢ =L
a

o

Pourz =aona *3% <fctl-e”7% ¢]0.1] done, comme L suit la loi uniforme sur (0,17,
L
Oslo=sa

P
l—e & sin=a

Plblu(l - U)taga)= {

On en déduit, grice 4 sa lonetion de répartition, que la variable aléatoire —6ln(l — )+ a
suit une loi £(a.b).

(b} function tirage(a,b:real):real;
begin
tirage:=-b+In{l-random)+a;
end;

Partie II1: Estimation des paramétres a et b

1. begin
randomize;
readln(a,b,n});
X:i=tirage(a,b);
5:=X;
Y:=X;
for i:=2 to n do begin
X:=tirage(a,b);

3:=8+X;
if <Y then Y:=X;
end;
2. )= EX) 4+ -+ B(X) cor Vespérance est linéaire ef, les X; étant indépendantes, on

a épalement 1’7(3“.,_:! 'L"{X|:| + -+ T—-"_[:X“:}_ Tes X, suivenl loules la loi E(”--.']’::' on oblienl
E{Se)=nlb+a), VIS =nb

3. X; — a it la loi exponentielle de paramétre 1/b, soit la loi Gamma de paramétres b et 1.

Les variables aléatoires X; sont indépendantes done les variables aléatoires X; — o également,
d'on par stabilité pour la somme de certaines lois Gamma indépendantes, on oblient gque

Sy —na = (X —a)+--- + (X, — a) suit la loi Gamma de paramétres b et n.

Une densité de 5, — ne est donc

fen na":ﬂ;) = (n— 1)
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Pow x £ K, P[5, £ 2] = P(S, — na 5 @ —na) d'ol, par dérivation, une densité de S, est

e

r—1
e v (2—na) ; .
Je () = Js,—nale —na) = [n—1)lm sior—na >l
1] R A (Y

4. Powr z £ K oua

PY,sx)=1- P}, > x]

=1- P{ﬁYT = T‘)
i=1

W

=1 — | | PIX; =) car les X; sonl indépendantes
=1

=1—= (1= Fx(z))"

_ 0
1 —e
)

. . b . i v
Dot Y, suit la loi Ew.._'!—:) ct|EY, ) =a+—. V¥, = o
_— n n

i

. . i . . . i
b {a) |y la) = F¥) —o= :_: v a) = by, (a)? + V(V,) = 2;—3

b} Pour une variable aléatoire ¥ admettant un moment d'ordre 2 on a

. bﬂ.--z)

.2

e 0, P{Y | 2

On déduit de ce qui préeéde que

Wem 0,04 PY, —o| 2e) 5

Bl ) (e 27
=2 T T A

d'oll, par encadrement, l'u.lu P(|Y,—a| = 2] =, c’est-a-dire que (¥} converge en proba-
R e u]

bilité vers a: (¥, ) est une suite d’estimateurs de a convergente. de plus  lim &y (n) = 0,
— - - n— oo & :

elle eat done asymptotiquement sans hiais.

6. (a}
bz, (b) = B{Z.) — b
Ll
= F(S,) — E(Y,) — &
) b
=a—{a-+ E}
=
o
)]

v, () = V(Za] + bz, ()7
[ o 2 ,
5+ VIS + V(Ya) — ~Cou(S,. o)
2 2 2 9
ETI_'> b_ b_J - :C-'Oi,'IZS”J’“)
n- T n-= T
B 2
= +——=CounlS, el

n? [
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(¢} D’aprés le préliminaire
. I
0= (Con( 5., Y202 € V(S )V ) = —.
n
O en déduit que lim  Con(S,.Y,,) = U et par suite lir_r rz, (b)) =10
t——nc =i

. . . =h
Depluzs lim by (b= lim — =0 et, comme A la question précédente, pour tout £ = (),
Ei e & n—toc

Z.0b
P(|Zy - > ) g 2

On en conelut que (£, ) est une snite d’estimateurs de b asymptotiquement sans biais, convergente.

7. {a)
o ' 1 x; 4 - [T
Ead) =[[fupm) = Diage > 8 Wie{l..nhm>a
) . ’ ’ 1] s lun des g an moins ost < a
i—1 i
i
Or

20 ez 1 . 1 .
H L - L emiEla(mma) Lm0 )
iy b b b

Fn posant 4 = min =; et 5§ = Z?_l i |, cotnme les 1; ne sont pas tous gane, on a S > nd
T

i

et on obtient
—Li8 )

L(rxh]:{ .';%f‘- E si Aza
Ly 0

sid<a
On reconnait la fonction Ly, de la partie 1.

b} Surl'échantillon (@, . . .2, ) ou s comme estimation de e, 4 aide de ¥, iy, = min o, = A = oy
L

o o ) 1 & g
el, comme esbitmation de b, & Palde de Z,, 2, = —( E il — = —— A =by.
n" ’ n
i=1
Remargue : La fonctlon L s’appelle la vraisemblance ( “likelihood” en anglais). La recherche d'un

maximum de L est une méthode de recherche de “bons” estimateurs.
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Je remercie les correcteurs qui, par leur rapport détaillé de correction, m'ont permis
d’établir les remarques suivantes.

Bilan de la correction des copies

On est parfois frappé par le manque de soin dont font preuve certains candidats. Les
copies sont trop souvent mal présentées, illisibles, raturées, surchargées. De méme les
solutions sont négligées, mal construites, baclées, insuffisantes, bourrées d’erreurs gros-
siéres.

Négliger la quantité au détriment de la qualité de la copie n'est pas une bonne solution.
Un bon candidat se doit de :

- étre rigoureux dans l'élaboration de la solution.

- connaitre son cours et vérifier les hypothéses d'utilisation d’'un théoréme (le théoréme
de composition des dl, théoréme de stabilité des lois gamma, condition nécessaire d’ex-
tremum local, le risque quadratique, la convergence au niveau des estimateurs, le lien
entre fonction de répartition et densité d’'une variable aléatoire a densité).

- ne pas bouder linformatique.

Mathematiques - opPTION SCIENTIFIQUE

Les correcteurs souhaitent pour les années futures, de la part des candidats, une nette
amélioration dans la présentation des copies, la clarté de lexpression, la précision des
justifications, lencadrement des résultats et l'orthographe.

Plus encore que lan passé les résultats reflétent une trop grande hétérogénéité du
niveau des candidats et de leur investissement dans la matiére. On peut constater au fil
des ans, une dégradation dans la maniére de calculer de nos étudiants.

Malgré toutes ces remarques négatives, il faut souligner que les correcteurs ont pu lire
aussi un nombre non négligeable de trés bonnes, voire d’excellentes copies.

Le sujet a permis, plus que les années passées, de classer les candidats.

Avec un écart-type de 5.77 et une moyenne générale de 10.65 cette épreuve semble
avoir joué son role discriminant.

Exercice 1

Un certain nombre de candidats ne connaissent pas le développement de ln(1+x), com-
posent des développements d'ordres différents (ordre 1 pour 1-exp(x) et ordre 2 pour
[n), pensent que la série harmonique converge car son terme général tend vers 0 (!?),
oublient 'hypothése de signe dans l'utilisation des équivalents du terme général d'une
série, ne savent pas étudier le sens de variation d'une suite et en particulier oublient
'hypothése de signe pour lutilisation du rapport un+1/un.
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Exercice 2

Dans l'ensemble, cet exercice est le plus mal traité. Les notions d'algébre ne sont pas
maitrisées et les réponses sont superficielles. Souvent la formule du produit scalaire est
fausse, parce qu’on ne se donne pas la peine d'écrire correctement le terme générique
d’un produit de matrice et celui de la transposée. Démontrer que la forme bilinéaire est
positive et définie a partir d'une formule fausse est voué a l'échec. Beaucoup oublient
Ihypothése A réelle ou méme symétrique pour justifier qu'elle est réellement diagonali-
sable avec P orthogonale. Beaucoup de confusions entre la norme euclidienne et la
norme N définie dans lexercice. Certains font des produits de matrices dans n‘importe
quel ordre parce que Tr (AB) = Tr (BA). Certains veulent utiliser le théoréme de Cauchy
Schwarz pour la norme euclidienne pour démontrer linégalité 2f).

Probléme

Préliminaire :

Le préliminaire n'est pas bien compris par les candidats, notamment la justification de
linégalité. Il est a remarquer que certains ne savent pas calculer correctement le discri-
minant d'un polynome du second degré. La formule de V(X+Y) est souvent rappelée sans
tenir compte de la définition donnée dans le sujet. Lhypothése V(X)>0 est la plupart du
temps éludée, et V(X 11Y)=0 suggére a pas mal d'étudiants que Y et X sont proportion-
nelles sans préciser presque slirement, voire a certains que X et Y sont indépendantes !
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Partie I :

Peu de copies montrent que L est C1, et la plupart du temps la question est réglée
avec un lapidaire “produit et somme de fonctions C1” sans plus de précision. Dans la
question 3), la dérivée de g n est pas correctement calculée et l'étape b0=0 le plus
souvent ignorée. Largumentation de la question 4) est la plupart du temps confuse et
mal organisée.

Partie II :

La justification d’'une densité de probabilité est souvent vague, voire incompléte. Il fau-
drait tout de méme que les candidats connaissent ces propriétés, ainsi que la définition
d’'une fonction de répartition. La loi de Y est souvent devinée, mais non correctement
justifiée. Le cas x<a est souvent oublié dans le calcul des fonctions de répartitions ou
densités. Il est étonnant de constater qu'un nombre non négligeable d'étudiants
ne connaissent pas lespérance ou la variance d'une loi exponentielle. L'étude d’une
intégrale généralisée n'est pas maitrisée par les étudiants, qui ont souvent recours
a une démarche par récurrence, beaucoup plus lourde, et quitte a mettre en ceuvre
stoiquement une deuxiéme démarche par récurrence pour le calcul des moments. Un
certain nombre de procédures “tirage” donnent un nom différent a la variable du
résultat ne permettant pas la restitution de celui-ci.

EPREUVES SPECIFIQUES

206 annales officielles




Mathematiques - opTioN sciEnTIFIQUE

ESPRIT DE L'EPREUVE SUJET CORRIGE RAPPORT

4

Partie III :

Dans de trés nombreux programmes la boucle “for...to” ne contient pas d’appel a la pro-
cédure tirage, ou alors de maniére anarchique, et le programme n’a plus rien a voir avec
ce qui est demandé. Linitialisation mériterait également plus de soin. La stabilité des
lois T et lindépendance des variables sont souvent mentionnées, mais trop peu d'étu-
diants connaissent la forme de leur densité et peuvent en déduire la loi de Sn (certains
croient méme reconnaitre des lois normales...). La détermination de la loi du minimum
d’'un n-uplet de variables n‘est pas suffisamment connue des étudiants, pas plus que
linégalité de Markov ot l'on voit souvent Var(X) a la place de E(X?). Enfin dans les der-
niéres questions, la convergence en probabilité utilisant cette inégalité n'est que rare-
ment abordée.
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