Mathematiques - option EconomiQuE

ESPRIT DE L'EPREUVE I SUJET CORRIGE RAPPORT

ESPRIT GENERAL

Objectifs de l'épreuve

Vérifier chez les candidats l'existence des bases nécessaires pour des études
supérieures de management.

Apprécier l'aptitude a lire et comprendre un énoncé, choisir un outil adapté et
l'appliquer (théoréme...).

Apprécier le bon sens des candidats et la rigueur du raisonnement.

Sujets
Trois exercices indépendants portant sur les trois domaines du programme.

Evaluation
Exercices de valeur sensiblement égale.

EPREUVE 2008

Durée : 4 heures

Aucun document et instrument de calcul ne sont autorisés.

Les candidats sont invités a soigner la présentation de leur copie, a mettre en
évidence les principaux résultats, a respecter les notations de l'énoncé et a donner des

démonstrations complétes (mais bréves) de leurs affirmations.
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Exercice 1
A tout couple (., b) de deux réels, on associe la matrice M{a,b) définie par ;

a -t 2b b 2b
M{a,b) = 2 a—0 -4

b b al 3b
On désigne par F Tensemble des matrices M(a.8) oit o et b déerivent T . Ainsi :
E ={M(a,b) ' a, b réels}

On note I la matrice identité M(1,0) et A la matrice suivante :

9 —1 -0
A= 2 -1 —4
-1 1 3

1. Montrer que £ est un sous-cspace veetoriel de 'espace vectariel Ma(IR) des matrices

carrées d'ordre 3.
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2. Donner une base de E ainsi que sa dimension.

3. Vérifier que les réels 1 et 2 sont dews valeurs propres de A
Donner les dimensions des sous-espaces propres associés A ces valeurs propres.
En déduire que la matrice A est diagonalisable.

4. Déterminer deux matrices P et D de M3(E) vérifiant les conditions suivantes :

e P cst inversible ot ses trois éléments diagonaux sont égaux a 1.
® D) — (d;;) est diagonale avec dy 3 — 2.

o =P 1AP
Donner I'expression de la matrice P71

. Prouver que la matrice D{a,b) = P~ M {a,b) P est une matrice diagonale.

[ ]

6. Montrer que M (a, b) cst inversible si et sculement si D{a. b) est inversible,
En déduire une condition nécessaire et suffisante portant sur a et b pour que M (a. )
soit inversible.

7. Prouver que [M({a,b)|® = I si et seulement si D{a,b)* = 1.
En déduire l'existence de gquatre matrices M(a,b) que Pon déterminera, vérifiant
M(a,b)* = 1.
Exercice 2

On considére les fonctions suivantes :
gl y) =1+In{z+y) (fonction des variables réelles = et y),

Jo(®) = g(x.p)

hy(z) =2 — f,lx)

et pour p e N* (lamilles de lonctions de la variable réelle x).

On notc (Cy) la courbe représentative de la fonction f,,.

2.1. Recherche d’extremum éventuel de la fonetion g.

1. Représenter, relativemnent i un repére orthonormé du plan, le domaine de définition
D de la [onclion g. On hachurera D, Oon admel que cel ensemble est un ouvert de
]'{'2

2. Déterminer sur 17 les dérivées parlielles premiéres de g. La lonction g admet-elle
un extremum sur [ 7

2.2. Etude de la fonction fi.
1. Donner le domaine de définition de f.

2. Déterminer le développement limité en (1, & I'ordre 2, de la fonction f;.

3. En déduire une équation de la langente a €'y an poinl d’abscisse 0, el la position
locale de la courbe € par rapport a cette tangente .
fle)

4. Délerminer lim fi{x), lim ——=. Douner une interprélation graphique de ces
[ r—too g

limites.

4

2.3. Etude d’'une suite (wy)pere.

1. Montrer que l'équation f,(z) = » admel une unique solution «, sur intervalle
|0, +oc|. {On ne cherchera pas a calculer ay,).

2. Déterminer le signe de f?-p[ﬂml} et en déduire que la suite [ﬁ'],,jr,;_q eal monotone.

3. Prouver que l'on a :
Wp e N ap = 1+ Inp.

Quel est le comportement de la suite (), lorsque p tend vers 400 7

2.4. Valeur approchée de .

On admet que le réel oy appartient a U'intervalle [1, 3],
On définit la suite (1) par :

uy =1
YnelN U1 = J1{tg).

1. Démontrer par récurrence que pour tout entier naturel n :

i, = 1.

2. Appliguer a I'inégalité des accroissements finis entre g et w, et en dédnire que
pphg 1 i 1 7 1l
pour toui entier naturel n :

] n
ity — ay| < ( 2)

3. Déterminer un entier naturel ng de telle sorte que si Pentier n est supérieur ou égal
A ng alors i, — o] est inlérieur ou égal & 1071,

1

4. Ecrire un programme cn langage Pascal permettant d’obtenir les valeurs de ng ot
de g,

Exercice 3

On s'intéresse dans cet exercice & I'étude de trois jeux présents dans une féte foraine.
3.1. Premier jeu.

Pour ce premier jeu de hasard, la mise pour chaque partie est de 1 euro. L'observation
montre qu'une partie esl gagnée avec la probabilité 10° perdue avee la probabilité
Toute partie gagnée rapporte 3 euros. Les différentes parties sont indépendantes.

Une personne décide de jouer N parties (¥ = 2). On note Xy la variable aléatoire

représentant le nombre de parties sagnées et Yy la variable aléatoive représentant le pain
algébrique du joueur.

1. Daonner la loi de Xy, ainsi que la valeur de l'espérance et de la variance de cette
variable.
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2. Exprimer Yx en fonction de Xy. En déduire la valeur de I'espérance et de la
variance de Y.

3. La personne décide de jouer 60 parties. On admet que I'on pent approcher Xy, par
une loi de Poisson.

a. Donner le parametre de cetle loi de Poisson.

b. A lissue des 60 parties, quelle est la probabilité que le joneur perde moins
de 50 curos 7 {Cette probabilité sera impérativement caleulée en utilisant
Pannexe située a la fin de I'exercice).

3.2. Deuxiéme jeu.

Pour ce deuxitme jeu, le participant lance trois Aéchettes dans une cible circulaire de
centre O et de rayon 1. Pour 1 < 4 < 3, on note X; la variable aléatoire égale A la
distance du point d’impact au centre O de la #°™° lléchette. Ces trois variables X, X3, X3,
de méme loi, indépendantes, sont des variables & densité dont une dengité f est définie

par :
f(z) = 2rsize (D1
YT sz 0]
Le joneur gagne si la fléchette la plus proche du centre O se trouve & distanee inférieure

a - de cc centre. Enfin on note M la variable aléatoire représentant la plus petite des

LloL, distances X, Xs, Xj.

f—

. Vérifier que f est une densité de probabilité et déterminer la fonction de répartition
F de X;.

2. Déterminer l'espérance de X;.

3. Exprimer Pévénement [A > t] & Uaide des événements [X7 > ¢, [Xs > 1],

| Xz = {] pour tout £ réel.

4, Déterminer la fonction de répartition Fyy de M et montrer que M est une variable
a densité et en donner une densité notée fa;.

5. Quelle est la probabilité de I'événement G = "le joueur gagne la partie” ?

3.3. Troisitme jeu.
Pour ce dernier jeu, le participant lance successivement n boules au hasard dans [V cases
numérotées de 1 & N avee N = 2, On suppose que les différents lancers de boules sont
indépendants el que la probabililé pour qu'une boule quelconque Lombe dans une case
’ 1 ; )
donnée est N Une ease peut contenir plusieurs boules.
I

Le gain étant fonction du nombre de cases atteintes, on étudie la variable aléatoire T,
égale an nombre de cases non vides & lissue des n lancers.

4

1. Délerminer en lonction de n el N les valewrs prises par 7,.

2. Donner les lois de 1) et de 14.

3. Déterminer, lorsque e 2 2, la probabilité des événements (T, —
(pour la derniére probabilité on distinguera denx cas n = N et n < V.

4. A Taide de la formule des probabilités totales, justifier I'égalité (7) snivante, pour
tout entier & tel que 1<k < n.
N—=-k+1
N

3. Afin de calculer l'espérance E(T,,) de la variable T,,, on consideére la fonction poly-
nomiale &, définie par -

(1Y Pl =k)= —;’([1”_,&];+ P, =k —1)).

Ve eR,  Gu(w)=Y P([T, =k])2*

a. Quelle est la valeur de G7,(1) 7
b. Exprimer (T, ) en fonction de 7 (1).
¢. En utilisaut la relation (1), montrer que :
1 y . )
Vi € R, G () = T(r — )G (z) + 26 (x).
d. En dérivant 'expression précédente. en déduire que :
1 "
F‘[T;AI'IJ - (I _? FlllT-'H)I—’_J‘

g. Prouver enfin que Vespérance de la variable T, est donnée par :
: 14™
E(T,) = N {1 — (1 - V) .

. . .
’Tablc de Poisson donnant les probabilités cumulées : Zc"";—,

i=0

k A=3 A=4 A=5 A=6 A=T
0 0.0498 0,183 0,0067 0,0025 0.0008
1 0,1991 0,0916 0,0404 00174 0,0073
2 04232 0,2381 01247 0,0620 0,0296
3 06472 04335 02650 0,1512 0.0818
4 0.8153 0,6265 04405 02851 01730
5 0,9161 0,7851 0.6160 04457 0.3007
6 0,9665 0,8893 07622 06063 04497
il 0,8881 0,94589 0,8566 0,7440 0,5987
8 0,9062 0,9786 09319 08472 07201
9 0,9989 0,8919 0.9682 08161 0.8305
10 0,597 0,9972 09863 0,9574 09015
11 0,9999 0,9991 0.9045 09758 0967
12 1,0000 0,9897 09280 0,8912 09730
13 0,9999 0,993 09964 0.9672
14 1,0000 0.9908 0,9986 0.9843
15 09209 0,9985 0,9876
16 1,0000 09958 09990
17 09959 0,909
18 1,0000 0,999
19 1,0000
20
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L L
2 2
9 9
S CORRIGE 7.D{ab) = PP Mah P, done D{abi= P Miah) PP M@b) P = P [M@hEP (1) S
(23 De méme : Miab)* - P[ DiabiP . (2) CZ)
(@) Exercice 1 Supposons yue Diaby 1, alors d'aprés (2) on en déduit que Mia by 1. O
O . ; i i ey O
R Supposons que M(ab)y? =1, alors daprés (1) on en déduit que Dia.hy? = 1. R
1w y 1) 1
zZ I, E=Vect{l.A) donc E est un sous espace vectoriel de Ml_{_El s |: b = e D{abh) = ]|_ z
(|:3 2. (LAY est une famille génératrice de E. de plus | et A ne sont pas colinéaires done (1.A) est une tumille libre de E ainsi (LA) 11 faut déja résoudre D{ab) =1 (3). D{ab) étant une matrice diaganale on en déduit que : g
o st une base de E, ce qui prouve gue dim E =12, . o
@] o } L (a+2bf D 0 ) i e

1, Considérons la matrice (A — 21) et étudions I"équation (A — 2} X =0(1) . i = Jlﬂ +2bF=1

1 Dia.byF = 0 {a=h)y* 0 done {3) e o 1
[—x+y+2=0 (—x4+y+7=0 ) 0 0 {a+hy Li_a+h)2=1
()&= 4y+22=0 =i¥y+22=0 & {k B} ; ce qui prouve qu’il existe des solutions non nulles & 1"équation
y=-27 = = s »
|2x-3y—4z-0 l.."+3'-’- 0 B - Ja——.-_b_l o {a+2b_—l o {a+2b_l nu{a+2h_—l X
) a-h=1 a+h=1 at+h=-1 at+th=-1 "~
(A = 20X =0 done 2 est une valeur propre de A el le sous-espace propre associc d la valeur propre 2 est [
, . . . ) . (a=1 a=3 -3 fa=—1
E, {2z 2z0ize R}~ Vect{(-1-2.10} ,soite; = (— L.~ 2,1}, (&) est une base de T, donc dimC; = 1. & ".tln—n il {hl——z i Jl:—; i {:_0

Considérons la matrice (A — 1) et érudions I'équation (A — 1} X =10(1}

. i ) e . 5 e . 11 existe done 4 mairices Diab) vériliunt Dia by = 1
(Ve x-y—2z=0& x=v+2z cequi prouve qu'il existe des solutions non nulles a I'équation ’

Les 4 matrices M{a.h) vérifiant M{a.b)? = | sont done : P D{a.b) P’ avec les quatre couples possibles pour {a.b).

(A — I =0 done 1 est une valeor propre de A et le sous espace propre associé 8 la valeor propre 1 est

Mathematiques
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L —fiy 422, v )/ yet z réelst — Veot{(1.1.0), (2,0,1)} , suit e — (L10D el es — {2,0,1), (e, £5) est une base de Ly done l 4
. On obtient aprés calenls ; les 4 matrices véritiant . M{a,bF=1sont: 1, M;=/=4 5 & | M;=-=M;, =1
dimE; 2. R 5 _a
dim E, + dimE;— 3—dim [& ', ce qui prouve que A ne posséde que 1 et 2 comme valeurs propres et de plus A est - -
diagonalisahle.
(0 T
4. P est une matrice de passage : prenons comme base de vecteurs propres 1B~ [-ej.e;.e;) alorsP— 2 1 0 Exercice 2
101 201 plxy) exisle = x by 2 0, on trave slors 1a drodle dégquation y = — 50« fromtiére de Pensemble » el par exemple le
g point (1,17 estun dlément de 1
D=0 1 0
0 0 1]
ity+2e=u [ B S —
Fn utilisant la méthode de Gauss ou la résolution du systéme @ 2x=y=h anobtient:[P1= -2 1 4 \E
|—x+z=c 1o=1 =L} LE
l(d _‘h ﬂ n %
S P MaP =P al~bAYP=P al P+ P AP =aP ' I"P+bP' AP=al+hD=| 0 a+b D 5
Lo ¢ a+b) §

fa+=2h 0 0
Done P! M{a,b)P = ] ath ]
Lou b a+b)

L
. . . . N L S P

6. Supposens M(a,b) inversible, alors comme P ot P! sont inversibles on en déduit que 13(a,b) est inversihle 1 produit de 2. 129 (x¥)e D $f-“-}) i r(fi.-,\)

malrices inversibles.

De plus on pewt éerire M{wb) = PD(bIP, dunc en raisonnant comme ei-dessus on en déduil gue si Dinb) est inversible Supposons que g admetle un extremum on (g yp) & 1 s ouvert de B2 alors f(xﬁw}"ﬁJ = ggfl-"n-}'-j =0 ce qui est

alurs M{a,b) est inversible.

impossible dong L’ n'adimel pas dextremum sur g

221 fix)=gx1i=1=In{x+1) done Dy =]-1.—[.

Ainsi : M(a.b) inversible si et seulement si Diab) inversible.

Dia,b) étant une matrice dingonale, D{u.b) inversible = a—2b = ) eta+b # 0donc:

M(ab) est inversible <> a+2h = 0 cra+h « (. 2.2.2 En urlisant le D13 (0) de In(1 — x) on obtient : En 0 : ) (x) =1 +x — %+ o(x?).
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(]
2
o
> 223 Comme en0, £ ()= H0)+ x ? Fo(x®) on peut en déduire que :
o
% [L*équation de la tangente i la courbe en (OG0N est v 1+ .
2 2
‘(La e plus, au voisinage de 0 2 f) (x) = (1 +x) = = KT+ o x*) -—xT < (0 dome
Z a2
P
@) lla courbe représentative de f; est au voisinage de (F en dessous de sa tangentd,
E 224 1 estoclair que | lim fi{x) == ol Laprés le théoréme des croissances compardes on peul éerire que ;
O K==
! S Tk S
fim 1L
K== X

On peut en déduire que |Ia courbe représentative de £, admet cn +es une hranche parabolique suivant (0"‘”

2.3.1 Etudions la fonction h, surl= [0, +es |,

hy, est dérivable sur I et ¥ xel, h'{x)—1- o _ P p-l
NP X+

>0 carp = 1 etx>0,donch, estune fonction

strictement erodssante sur 1, elle réalise done une bijection de | dans by, (1) = i| lim (%), lim hT,[s:}|:
x—l)

N—tes

11 st elair que Limjh,(x'l =-lnp-1<0
AW -

Mathematiques

I3
Me plus : hy(x) = x| | _|n(x—+p]

| dane en utilisant le théoréme des croissances comparées on en déduit que :
W X

lim hp[x} =tu
RS

Done hy réalise unc bijection de Tdans |—1Inp — 1, +e= [ eteomme O [=Inp — 1. +== [, oncn déduit qu’il existe un

unique réel o/ hy (o) =0 done |qu’i| existe un unique réel o, /1 (o) = [!,,.|

=

3.2,
p (Oper} = Oty = Fy (Btpar) 07 Fy (Opet) = 1= Infipu + P ) £ 1+ IOty = P 1) £ Fpag (Gt} = Oty
onc h, (i) = 4.

hy (o) 0 elhy (o) 2 0 de plus la fonetion by est crotssante sur T done o, 2 6 ce qui prouve que :

Soitpe N | par définition : g, = 1+ In(p+iy) etir, & 1 done o > 11 ee qui donne @ 1z, 2 1+ In(p).

Dom‘|\" pe M Loy = 1 Ing p),|
lim (1+In(p=-+e=  donec| lim (+Inp)) = +=
=t pr—=

240 SeitP{n)tu, = 1.

Par définition P0) est vraie. Supposons POn) pour un entier n fixé n = 0, alors w,e = 10 Ind11 .} eteomme w, = | onen

déduit que Inf{1-u) 2 Odone v, = 1.
Done :[v ne N uy > I}

242, fest continve sur Uintervalle [, u,). dérivable suor [wy,] etpour x = 1. f7(x)=

x+1

=

o | —

done d'aprés

I'inggalité des accroissements finis appliquée 4 f entre ¢ etu,ona: uyy (1||:|t(ur_) i(utlj|£5|un (I,||
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1 0
O démontre alors par réeurrence que ¢ |u,, = nt|| _~| = | |u._-_. —i:t,|
V2

=

) P, l n

Oruwy=1 etoy €[1,3] done Jug -0y |2 . Done:|¥ ne M. |u, —oy|<| =
o

oo =l
2.4.3. Pourque [u, =] soivinférieur & 107 il suffit que | | soit inférieur 2 107,
Ly
e m=l1 P 3
De plus —ll st e m—Nin & L4Inll < n—12 —Hisl0) car — Inf2) <0
L2 W2 —In2
4]3(!)0) +1 il suffit done de prendre pour ny le premier entier supérieur a 4]1n(_Lﬂ_] +1
12 n?
c.a.d il suffit de prendre ng = Partie entiére de -“Ll}m +1) 1 1]

2.4.4. Program exn2

Varninteger : u real;

Begin
u=1:n:=0:
while n = MH do
In2
begin
n:=n-1;
u:=1 Inf 11 u}
end;

writeln{n); writeln{w):

end,

Exercice 3

3.1.1. Xy représente le nombre de suecés dans une suite de N épreuves identiques et indépendantes et la probahilité dun

[ 1
SUCCES o5t L done Xy — B| N.—
10 L

NN Ny g
Ce qui signifie que : Xy (€)= [0.N] et ¥ ke [ON]. Pl = | | m| [|_n|

N—k ‘

N 9N
W aprés le cours | B(Xyl= —| el WXy = —
- T T

3120 %, représente le gain algéhrigue du joucur done Yy = 3*(nombre de partics gagndes) — (misc)
Ce qui donne [, = 3}(; - N

: £ i . i s, TN
Par propriété de eapérance ot de la variance :[E(Y ) = 3E(Xy) —N= —'IL—U ot

BIN
V{Yy) = 9H(X) = ——
() [ Xp.) ]::‘

3.1.3

a. D'aprés le cours [ = np = a
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L 1]
2 2
g ®
S h. Motons 7, la variable aléatoite suivant une loi de Poisson de paramétre 6. : RPN S
(Z) Om eherche P(Yy == 30 =P (3X,, — 60> —50) 333 1, =1 signific que les n houles sont tombées dans la méme case done [P 1,=1)=1 ny ..... xE = o~ | (Z)
L
o) =PI > 10) 0O
O i ) ) ~ | T, = 2] signifie que toutes les boules sont tombées dans exactement 2 cases : Ny et M» O
i =PZ =33 = 1= P7 <13 =1- P(Z £ 3)z=1— 0.1512 = 0. §488 Y
Le nambre total de possihilités est : N"
Z [Done la probabilité pour que le joueur perde moins de $0€ est environ 0,85, L. i . . . 2
®) Délerminons le nombre de résullats o0 wules les boules sonl lombées duans exaciemenl 2 cases @ on choisil ces deus cases M) e
= 3.2. 1. fest unc fonction positive sur [ . continue sur BB saufen 1. et : . =
o i ) o poo et Nzilyaici: 5 choix possibles, 1] faut ensuire que toutes les boules tombent dans Ny ou dans My @ 2 chaix a chaque o
@) _[ readx =[] =1 [ f(x)dx = _( f(x)dx =0 donc: _[ flxdx =1 L2) @)
| + - - 1

lancer sait 2 possibilités mais il Taul enlever les cas o loules les boules tombent dans Ny 2 1 cas el les cas of loutes les

Dane [ est une densité de prabahilite,
.’N N
soitxe B . Foa= | find (N7 i @"-2
nOItX & - Fxy= fwtlli t boules tombent dans Na @ 1 cas @ il ya done av total : q (27\ =2} cas favorables donc : (T, =2)= \‘_"
\2) N

Dene six =0 alors F(x} =10 - ) , , P
¢ i Sin=Nn alors [, =n] estimpossible s iln'y aque N cases....

Si0<x =1 alors Fix)= f:idl =x?, Sin = M oalors [T, =n| signitic que les 1 boules sont tombées dans n cases ditférentes,
|

T.e nombre total de possihilinds est 0 N"

Sine] ulors Fx) = 1. . . . . -
ilors Fix) Le nombre de résuliats o0 les n boules sont ombées dans nocases différentes est; N(N = 1) (N-n +1)

1
3 ;. _ N—n+
3.2.2. Comme test nulle en dehors de [0,1] on en déduit que X admet une eapérance et B{X) = I:\RT‘(:\'MX = [% x"} % Done jpourn £ N, P{N=n)= w
| 2 2

etpourn= N , P{T, =n]=1{.
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i) N
done [B(%) 2 334500t 1 £ k £ n.onapplique la tormule des probabilités totales avec le systéme complet d"événements (T, = j) oy an
ne LX) = —. o
L 2 en sachunl que si 1, =] estréalise alors son T =jsvit T, =j+l done pour k. = jetk # 3771 ana P, =k 1y =10 =
323 Soitt € [B M —infiX, X5 Xy) done: W te B ¢ M=t =X, = t] | Xatm [ X =) 0
324 Soit te B F@=PM < 0= 1= POV == 1 =P([X, =] A [ %= ] o [Ny = 1) Ce quidonne s P(To ;= k)= By, oy (T g =K< P(T, = k) + [Py oy (T =K))x P(T, =k =1)
=1= DX, =t] | Xs=t| " |Xy=t]. [ndépendance des variables aléatoires 3 N—{k-1 :
I i ! - 0 Or By (L =ki= N-{k-D la {n+17"™ lombe dans une case inoccupée.
=1l- (1= Fy i
T e Foaith = k .
Done : 8it = 0 alors Fu(t) =0 ) Bt P oot Tooy =k)=— la(n=1)"" tombe duns une case déja occupée.
Si0€ 121 aloms Ty 1—(1-¢F. L
Sit>1alors [y () — 1. . -k
- Coquidonme :pour 1 = k = n MT,, —k)— %){ T, =k)+¥>€[’["l—r =k-1J.

La ftonction de répartition de M est continue sur |5 _ et de classe C' sur [ | sauf penr-&tre en 0 et en 1 done M est une

variable aléatoire a densivé et une densité de M est :
Sit=0.f, (0=0
Si Dt | A =61 -2F

1
3358 G = ZP[T[._ =k)=1
k=1

n
Sit>1 Lyn-0. bV oxe B, Grux= ka'r" =kt done K= E(T, )
k=1
S PG = POM < 0.2) - Ty (02— 1 (1= 02% =0.12, donc P(G) = 0.12] <. On multiplic {1} par x* <t on somme ces égalités pour k variant de 1 an+1, on obtient alors :
n—l| -l ntl
3308 n = Nalos T, (£ =|[1, sin 2 Noalors T, (&)= [LN]|. Ty (€2y=|[1.mi Nl "o k ' k - N-k+1 . o 1yk
33.18in alors T, (0= |1.n| etsin alors T, (€)= [L.N| . Dene T, {€2) = || L.min(n, N} ;P{_ﬂm:k):\ :;ﬁP(Tr. i +§ - P(T, =k -1)x

3,34, ITu 1£2) {1} vna done une variable aléaloin: Ucﬂ.tlil'ld.
T2 (Q)=1{1.2}

Trans la premiére somme on reconnail G (),

Trans la deuxieme somme sachant gue P(T, —n—11-0ona
- 3 & . : 11
(T2 = 1y signific que les deux boules lancées wmbent dans Ja méme ease, done P(T> - 13- 1 Xﬁ =— ni

N

[ ) S i kel X
ST, = ks 'Z\JP'-T"'“" -NZLP(T,,—LM =G0

=1 k=17 k=1

-

Lt donc P(T-=21= l—l ,
N
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Dans la lroisicme somme, on pose | = k — 1 el comme P{T, = 0) =0 on oblient :
nil n s i . il . L . 3
i __: *lprr, = k—1)x¥ Z,|\1—ﬁ]m'n Pait! xZIPt'l'.._ i —%Zm‘n = xGyx) - %(jn Vx)
| ’ !

k-1 il

On a ainsi @ Gyqix) = %(r'“(x)—.!c(;“(x}—qx’-(i" (x) ee qui donne : }(}Mf}q— x(i,._fx_l+F(x—x°](-‘”{x,|

d. Lorsque I'on dérive 1'égalité ci dessus on oblient :

Gr..‘(,\")—%(]—Zx}G“ KEE! %(x — X, ") -G () 4 G, (k) puis on prend x = 1 on s alors :

G,.,,.‘{'l_']:_%(‘.“ =G (1) + G, (1)

En wilisant les guestions 3.3, 5a. ¢l b on en déduit abors gque : ECL, ) = _Fh“" J+1+EL )
(1] o)

Do (T~ ll = |[.{T"j+l. Posonsw, — LiT,)onaalors :uy, — | 1 T u,+1 (1) done (u,) est une suite
“ 2y LY !

arithmelico-géomélrigue.
. (1] .
On cherche ¢/ o = l 1—: |u+l (2}, ontrouve o =N,
L% 4

I Y

En effectuwant (1) — (2)onoblienl : ¥ n = 1.uy, — 0= ]—? fu, —oe) dome (u, — o) esl une suile géomelrigue de
\ Ny
, 1 R .
raison 1 - —. Do %W ne W u, - o= | 1-— o)
N LNy

- 1 sn—l ¢ B A R n”

w—TT)—1 dotiu,— —| 1——| (N=1)+N = | 1——| N+N=N|1-| ]——]
LN " Lo N N

S B

I ~

I i

Dol pourn = 1 [5(T,] :Nll L
L N

4

RAPPORT

L'épreuve est bien adaptée aux candidats de cette série, de difficulté raisonnable elle
couvre une large partie du programme. L'ensemble était peut-étre un peu long, compte
tenu de la difficulté finale du 3éme exercice.

BILAN DE LA CORRECTION DES COPIES

Exercice 1
Question 1 :
Trop de candidats reviennent a la propriété caractéristique d'un sous-espace vectoriel,

4

en justifiant plus ou moins bien. Des confusions avec la linéarité ! Plusieurs justifient
que aM+N appartient a M3(R). Les notations usuelles de la théorie des ensembles sont
mal maitrisées : appartenance, inclusion, non vide ou non nul, confusion entre matrice
et vect, ...

Question 2 :

Un vect est le plus souvent reconnu ; quelques candidats oublient de vérifier que la par-
tie génératrice est libre. A noter quelques dimensions farfelues (6, 9,...).

Question 3 :

Beaucoup d'erreurs de calcul dans cette question, notamment pour ceux qui transfor-
ment A-xIL.

Egalement beaucoup d'erreurs élémentaires de calcul dans la résolution de systémes
pourtant trés simples pour déterminer les sous-espaces propres.

La justification de A diagonalisable pose de nombreux problémes ; on trouve souvent
une somme de dimensions égale a 3, mais rares sont ceux qui savent a quoi correspond
3. On trouve souvent : dim(Ms(R))=3...

Question 4 :

Beaucoup de réponses non justifiées, et des matrices qui ne vérifient pas les conditions
demandées ; néanmoins, lorsque P est faux, le calcul de P* (majoritairement par la
méthode de Gauss) est trés souvent correct.

Question 5 :

Beaucoup d'erreurs de calcul matriciel dans D(a, b).

La condition d'inversibilité d'une matrice diagonale est connue ; elle est hélas parfois
appliquée a une matrice non diagonale.

Question 6 :

Le “si et seulement si” pose probléme ; souvent, un seul sens est démontré.

Question 7 :

Méme remarque sur le “si et seulement si”, et cette question est rarement traitée.
L'existence des quatre matrices n'est trouvée que sur deux copies, et encore ne sont-elles
pas déterminées.

Exercice 2

La correction de cet exercice montre que les notions les plus élémentaires d'analyse
ne sont pas connues : calcul sur les fractions, équations de droites, existence d'un
logarithme, hypothéses des théorémes usuels...

Question 2.1. :

La condition d'existence de g(x,y) est souvent donnée, mais les domaines hachurés
sont souvent faux, parfois incompréhensibles.

Quelques erreurs de dérivation dans les dérivées partielles premiéres de g ; de graves
erreurs dans la nullité de ces dérivées, menant souvent a la nullité du dénominateur.
La condition nécessaire d'existence d'un extremum est mal maitrisée ; les hypothéses
D ouvert et g est ¢* sont quasiment toujours ignorées ; beaucoup de candidats utilisent
les dérivées secondes pour répondre.
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Question 2.2. :

Que d'erreurs dans le domaine de définition de f;, qui devient souvent R !

De nombreuses erreurs dans le développement limité, parfois de signe de x*/2, parfois
de changement de variable. L'ordre du développement n'est pas toujours respecté.
Beaucoup de candidats ne déduisent pas les résultats de la question 3 du développe-
ment limité précédent, utilisant l'équation d'une tangente, et étudiant une fonction
auxiliaire pour obtenir la position locale de la courbe par rapport a sa tangente. A noter
des équations de tangente du second degré, voire homographiques !

La limite de f; en plus linfini est rarement justifiée ; quant a celle de f;(x)/x, bien rares
sont ceux qui fournissent une justification correcte, qui se limite souvent au mieux a
“d'aprés la croissance comparée” ; a noter un nombre important de candidats qui
utilisent le développement limité de la question 2 pour calculer cette limite !
L'interprétation graphique donne lieu a toutes sortes de sottises, le plus drole étant
“une asymptote oblique horizontale” ou une tangente... ; le vocabulaire précis des
branches infinies n'est absolument pas maitrisé.

Question 2.3. :

A la question 1, le théoréme de la bijection est majoritairement appliqué a la fonction
fp, ce qui ne donne rien. Pour ceux qui se raménent a lutilisation de la fonction hy,
ou de -hp, l'étude du sens de variation et le calcul de la limite en plus linfini sont
rarement justifiés avec soin.

Le signe de hp.1(x) et le sens de variation de la suite sont peu abordés, et souvent faux.
L'inégalité de la question 3 est également peu traitée, parfois avec des récurrences bien
inutiles ; la conclusion sur la limite est plus souvent correcte, encore que beaucoup
trop de candidats trouvent une suite convergente, en utilisant un théoréme de
croissance majorée.

Question 2.4. :

La récurrence est souvent correcte, mais certains utilisent, sans justifier, le sens de
variation de fi.

Les hypothéses exactes de linégalité des accroissements finis sont floues ; la
récurrence a posé de nombreux problémes pour linitialisation.

La question 3 voit les erreurs traditionnelles : division par un logarithme négatif sans
changement de sens de linégalité.

Les programmes en Pascal tournent rarement ; néanmoins, les variables sont souvent
déclarées, et il y a des boucles.

Exercice 3

Premier jeu :

La loi de Xy est trés souvent reconnue, moins souvent justifiée, parfois confondue avec
une autre loi ; quelques candidats confondent les formules de l'espérance et de la
variance avec celles d'une loi uniforme ou d'une loi géométrique. A noter qu'un
nombre non négligeable de candidats ne respectent pas les notations, N devenant n.
Beaucoup d'erreurs dans l'expression de Yy en fonction de Xy, la formule revenant
souvent étant Yy=3Xy ; les formules de E(aX+b) et V(aX+b) sont cependant trés
souvent connues, un peu moins pour V(aX+b).

4

Le paramétre de la loi de Poisson est souvent correct, donné sans justification.

La question 3b est rarement traitée, et souvent fausse ; la probabilité cherchée n'est
que peu reconnue, et la lecture dans la table hasardeuse.

Deuxieme jeu :

Quelques erreurs dans la définition d'une densité (f croissante, f est c’, ...)

Des confusions fréquentes entre les variables t et x dans la définition de la fonction
de répartition, et des notations inappropriées du style F(X;) ou F=x?, ou F(t)=x’.
L'erreur fréquente est F(x)=0 si x >1.

Des confusions entre intersection et réunion pour décrire l'événement (M>t), ou entre
probabilités et événements.

Beaucoup d'erreurs dans la détermination de Fy, souvent d'étourderie, voire de
calculs ; lindépendance des variables X; n'est pas toujours rappelée.

Montrer que M est une variable a densité a posé de nombreux problémes, la caracté-
risation a l'aide de la fonction de répartition étant peu ou mal connue ; beaucoup
croient utile de vérifier des propriétés comme les limites en l'infini, le sens de varia-
tion, etc.... Ceux qui connaissent se contentent souvent d'affirmer, sans justifier.
Troisiéme jeu :

Cette partie a été trés souvent non traitée, ou fort mal traitée.

Rares sont les réponses correctes aux questions 1 a 3, oll beaucoup de candidats ont
cru devoir reconnaitre une loi usuelle.

La réponse a la question 4 étant donnée, il y a des tentatives de réponses, souvent
trés incomplétes : le systéme complet d'événements est mal identifié, et les probabi-
lités k/N et (N-k+1)/N pas justifiées.

A la question 5, la valeur de G,(1) est rarement trouvée, de méme que l'expression de
E(Tn) en fonction de G',(1).

La relation de la question c. n'est correctement obtenue sur aucune copie.

A la question d, aucune réponse compléte la aussi ; les quelques candidats qui ont
essayé, dérivent Gp.1(X) et s'arrétent La.

A la question e, quelques rares récurrences, mal initialisées ; peu de reconnaissance
d'une suite arithmético-géométrique, et des calculs qui n'aboutissent pas.

CONCLUSION

Ce sujet a permis, par un baréme adapté, de hiérarchiser convenablement les différents
candidats, et de valoriser ceux qui ont fait les efforts d'assimilation des connaissances
et méthodes. Certaines questions font référence a des résultats ou méthodes classiques
du cours et permettent a tout candidat sérieux d'avoir une note correcte, d'autres
questions sont plus difficiles et valorisent la réflexion et la qualité du raisonnement.
La moyenne est de 10,18 avec un écart-type de 4,85.
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