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ESPRIT GENERAL

Objectifs de l'épreuve

Vérifier chez les candidats l'existence des bases nécessaires pour des études supérieures
de management.

Apprécier l'aptitude a lire et comprendre un énoncé, choisir un outil adapté et l'appli-
quer (théoréme...).

Apprécier le bon sens des candidats et la rigueur du raisonnement.

Sujets
Deux problémes indépendants.
Instruments de calcul interdits, tables de lois fournies.

Evaluation
Exercices de valeur sensiblement égale.

EPREUVE 2008

Durée : 4 heures

Les candidats sont invités a soigner la présentation de leur copie, a mettre en
évidence les principaux résultats, a respecter les notations de ['énoncé et a donner des
démonstrations complétes (mais bréves) de leurs affirmations.

SUJET

Probléeme 1

On considere les Lrols matrices de M3(IR), espace vectoriel des maltrices carrées d'ordre
3 a cocfficients réels

0 00 -2 0 0 | 0 o
A= =0 0 0 |B= 3 10 |C=|-2-110]/.
1 01 200 a 0 1
Ponr a, b, e réels, on pose :

Mype—ad 1 0B | cC.

Enfin, on note F le sous-espace vectoriel de AM;(IR) engendré par la famille B = (A, B, ).

4

1.1. Partie 1.

. Vi ] .( i & s -
1. Prouver que la famille B est une base F
Quelle est la dimension de F 7

2. Montrer que la matrice 8% apparticnt & . Donner scs coordonnées dans la base B.

1.2, Partie 2.

On considére les matrices suivantes :

My=A-B-C

My, =24—-B-2C
AI"IR =4

1. Montrer que la famille B = (M, Ma, M3), cst une basc de F.

2. Donner la matrice de passage P, de la base B a la base B'. Déterminer son inverse
P

3. Calculer les produits matricicls suivants :
M, ﬂ:’fj, My _-ﬂ-'f|: )‘r.'f,‘;ﬂ-‘f—z, M, :\fq. M, Mg,_ JI‘;J‘IL 0
4. Démontrer que pour tout entier naturel & non nul :

MF =M, M§=>M,, M;=>:M,.

5. Prouver que le produit de denx éléments de F est un élément de F.
6. On pose M, . = oMy + yMs + 2 My, Exprimer 2.y, z en lonction de o, b, e.

. On définit la suite (S, )=y de matrices par :

) no ) Wk
5 = Z 7 ( .f'\-fa:b,c-)a ;
k=0 """

avec la convenlion {;l')’alg,:r_::lu = I malrice unité d'ordre 3.

a. Exprimer / en fonction de Ay, Ms, My,

b. Pour fout entier naturel £, donner expression de (M p.)" en fonction de
rl\'! 1, b, C, _*U], J'l-fg_. ."‘Li‘g.

¢. Montrer existence de trois réels o, 3, el ~, tels que :
Wn e M, Sn = g My + 3, My + v My,

d. Montrer que les snites (o), (8,) et (7,) convergent vers des réels a, 3. v, que
l'on délerminera.
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Probléme 2

Soit b la fonction déterminée par :

Yu ¢ BT, hlu) = winfu)
YVu € R, hfu) =0

2.1. Etude de la fonction h.
1. Démountrer que b est continne sur R,
2. Justifier 'inégalit¢ suivante :
(Z) Yuc BT, h(u) 2w 1,

avec égalité, si el seulement si u = 1.

2.2. Entropie des variables aléatoires discrétes d'univers image fini.

Soit X une variable diseréte définie sur I'espace probabilisé (€2, A, p), & valeurs
dans X(Q) = {z, 00, ..., 20}
On appelle entropie de X, le réel H{X) délini par :

n
H(X)=— - Z hips) avec p; —p[X — o] = 0.
i1
1. Solenl B, la variable de Bernouilll de parameire p € |0,1], de variance V(B,),
d'entropic H(B,) et ¢ la fonetion définie par
V:D{“ |01 2 Tg{pj ZIII:BI-') V(Up)'
a. Montrer que Pexpression de (p) en fonction de p cst donnée par :
p e 0,1 @)= -—plp+{p—1)p+l-p).
b. Caleuler la dérivée ¢ de .
¢. Caleuler la dérivée seconde ¢ de ¢ ot étudier les variations de ¢, Caleuler
|
%ﬁ’rk;z}-
(. En déduire les variations de .

¢. Déterminer les limites suivantes :

lim @iz) et lim @(x).
o ¥ Je e ¥ )

el prouver que :

vpelo, [ V(B) < H(B).

4

2. Soient n un entier non nul et I/, une variable uniforme sur [1,n] M.

a. Vérifier que :
H(U,) = lun.

b. Rappeler I'expression de la variance V(U] de U, et établir que :
H(U,) = %In (12V(T7,) + 1).

3. Montrer, en utilisant I'inégalité (Z) pour les npy;. que pour toute variable aléatoire
discréte X, & valeurs dans X () = {x), 22,..., 2.}, telle que p; = p | X =]

Il[ E_XJ ‘—‘/: -I-Ulr_{*’ru)s

avec égalilé H(X) = H(UU,) si et seulement si X = {7,
On a mantré que parmi les variables aléatoires diserétes X, la loi uniforme ), réalise
le maximum de Uentropie.

2.3. Entropie de variables aléatoires discrétes d’univers image infini.

Soit X' une variable aléatoire discréte & valeurs dans X (2] = N*.
On dit que X admet une entropie si la série de terme pénéral fi(p;) est convergente. Si
c’esl le cas on appelle enfropie de X, le réel H{X) délini par :

Hoo
Ixy=- Z R(p;), avec p; = p[X =x;] = 0.
i1
1. On désigne par Gy, la variable géométrique de paramétre p ¢ |0, 1].

a. Rappeler la loi de G, ¢’est-a-dire, donner la valeur des probabilités

pi =p G, =1 . Rappeler aussi la valeur de l'espérance E(G,).

h. Etablir que G, admet une entropie et que :

. H{B,)
H(G,) =0

¢. Dentropie H(G,) admet-elle une limite lorsque p tend vers 0 par valenrs posi-
tives 7
d. Montrer que l'entropie H{(Z,) est négligeable devant la variance V(G,) de G,

au voisinage de 07,

2. On suppose de plus que X admet la méme espérance que la loi géométrique G),.

a. Prouver que la série de terme général p; Inp) est convergente et que :

+oc
H(G,) = — Z pilnpl.
i=1
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. ” 4 4 .
m ) m
E b. Montrer, en utilisant Finégalité (T) pour les ‘;I que : 2. Montrons que la matrice B?appartient 3 F. E
— ‘ : : —
I -2 0 0 20 0 400
> H(X) < H(Gy), B*= ( 3 10 ) ( 31 0) = ( -3 1 0) =64 —5B -6 )
% avee égalitd, si ot sculement si X suit la méme loi que G, -2 00 —200 4 00 8
On a montré gue parmi les variables aléatoires discrétes X, a wvalenrs dans B} 3 5
o) () — N*. ac o S e e g On peut donner les coordonnées de 5* dans la base B : J
o 7 1} = =, mlmc_:t-l&nL une anlop_Lc et d'espérance £(C,), la loi géométrique O
D (7, réalise le maximum de Pentropie. B%(6, 5, —6) dans la base B D
: :
1.2, Partie 2.
-0 _ -0
i On considére les matrices suivantes : L
D ] D
© CORRIGE My=A-B-C ©
§ My=24—-DB-2C §
- My=A
Probléme 1
Ona: _ _
On cousidére les trois matrices de Ma(IR), espace vectoriel des matrices carrées d'ordre 1 00 000 0 00
3 4 cocfficients réels. M= -1 00 |My=|110 | M= 0 00
1 00 000 -1 01
0 00 200 1 0 0
A= 0008 310 (C¢=] -2 -10 1. Montrons que la famille B' = (M, My, M) est une base de F. Soit a, J,v trois
101 200 001 réels tels que add; + JMy 4+ v My = 0.
Powr a, b, ¢ réels, on pose a4 =10
Mope=0A+DB+cC at8=0
Enfin, on note F le sous-espace vectoriel de Mz(R) engendré par la famille (A, B, ). oMyt 8My 4 vMs = 0o A=0
il pe Ty = = i ‘3 —u
1.1. Partie 1. a— 5 0
1. Prouvons que la famille (A, B, (") est une base F. o =' 0
Soil v, 4,7 trois réels lels que nd + 30+~ = 0. aM, + My + My — 0 { 3=0

33—2v=0

CA+AD+4C = 0 G0 La famille B cst donc libre. Elle comporte autant d'élément que dimF, clle con-

S 2'3 -0 stitue done une base de F.
o+ 3=10 2. La matrice de passage de B 4 B s'éerit ¢
=20 i 9 1
GA+IB++C — nﬁ»{j:g P—(—l 2 ”]
' -1 -2 0
La famille (A4, I3, ') esl. done libre. Elle génératrice de F par délinition et constitue . N
conce unc basc de F. Et dimF = 3. BlLpoll [vetse 0 -2 1
P'=(0 1 -1
t)
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3. Calculons les produits.
MMy = MM, =10
ﬂ."ir! '“l’f A= ."L'f:j .’[}' o= [_:'

1. Soit un enticr naturcl & supéricur ou égal & 1.
ﬂrff) = ."L'f]: ﬂrff = ."l-'f-“;; ﬂrfrf = ."lfj
Par récurrence évidente, pour tout & = 1,

MF = M, MY = M, MF = M;

3. Boient @, A deux matrices de F. On peut les décomposer dang la base 5. @ =
M, + yﬂ-fg + 20y, R = :T’_-qrfl + gfiﬂ.-ﬂrg + z’_-’l-fg,.
QL = (xMy + yMa + 20y} (2" My + ' Ma + 2'My)
=aa'My +yy' Mo+ 22’ Mz € F

6. On posc M, — &M, I yMz | 2M3 Exprimons x. y. # cn conction de ., b, . D'aprés
les formmles de changement de base on pent écrire.

(5)-()-3)- )

a. Ou remarqgue que ;

f‘l-f]_ + ;'1’12 + ‘u_:, =/

¥ . Wk .
b. Dannons Pexpression de (M) en fonction de k,a,bye, My My My, Par
récurrence, on montre que :

{114',_.(,5,‘3“ =z"M; + y" My | 2" My
qoit

(Mype)" = (=2b+ )" My + (b — )" My + [a + )" My

4

¢. Montrons Vexistence de trois réels o, 3, et ~,.:

i

‘ 1,
S'u — Z F {ﬂ'fn,b,r:JA

k=0

"

1 A 0 S
Sn=1I+ (Z (-26+ c)k) My + (Z 7 - c)k) Ma + (Z e+ cf“) M
= 3 kL

k1
n noq ) b N 1 \ % g .
Sp = My + My + Ms + (; (=2+0) ) My + (g‘ ol n}”) M+ (kz_; & (a+0) ),m
T 1 ) o L 1 5 ' 1
S, = (;} m(—zh + c)‘”) M+ (;j 5 (h— c}’) M+ (,2 i (a+ c)*) M

Il en résulte gque :

o, = (Z %(—Qh + :}k)

F=0
3= (2) !i (h— «_:}*")
T I el
o = (&4 c) )
(%5

d. Les suites (ay,), (3,) ct {7v,) convergent vers des réels respectifs
o= exp(—2b | ¢}
S=exp(b—2c)

v =expla+c)

Probléme 2
Soit b oest la fonction déterminée par :

Yu € BT hia) = uln{u)
Yuec R Afu) =10

2.1. Etude de la fonction h.

R cst continue sur B.7° ot sur B. . Le probléme de continuité se pose en 0. Par limite de
référence Iim+ ulnu =0 = F(0) se qui prouve la continuité en (.
1}
1. Pour justificr cette indgalité suivante définissons la fonction g par @{u) = h{u)
w—+1.u =0
) =lnutl-l=huzleuzl
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Yol le Lableau de variation de g -

wo || 1] 1 +oo |
N - 0 4 |

[ +o0 oo |
g |l N0 |

2. On peut en déduire que :
Yo e RYp(u) 20
(1) YuecRTh(u)zu—1

avec égalité &1 el seulement si u — 1.

2.2. Entropie des variables aléatoires discrétes d'univers image fini.

Seoit X une variable discréte a valeurs dans X (02) = {zy, 22, ..., 2, }.

1. Soient By, la variable de Bernouilli de parameétre p € 0, 1], de variance V[ 3,).d’entropie
H(B,) et i la fonction définie par :

vp el 1l gp) = H(B,) - V(B,).
a. L'expression de @ est donnée par :
Ype 0,1 elp) = —h(p) = ({1 —p)—p(1 —p)
b. Caleulons sa dérivée premiere
p)=—lnpt+(l-—p)+2p-1
Puis seconde -

1o —2pP 42— 1
') =——+ g— T A

—+2= < Oear A< ()
p p-1 p(1—p) ‘

Dot le tablean de variation de g :

p Il 0 1/2 +oo |
@l - B = |

| +oc oo |
ol N0 |

e ¢'(3)=0

po 0 1/2 1 ||
¢ + 0 - |

| +oo +oo |
el 0o o oMo, 0 |

4

Les variations de ¢ prouvent que :

W 0] olp) 2 0.
Wel0 1] V(B,) < H(B,).

2. Soient n un entier non nul et I, une variable uniforme sur [l: ‘f'LI M.

a.
H{,) = nﬂ_l]1—l'
(a) = ;‘Z:T o 1 == 1171
b VIl = W_J; ! done m = \(,."'121_.- (I7.) + 1. que Ton remplace dans A(I7,)

II@&}——%IH[12V(U;]+-U,

¢. La fonetion In étant eroissante, Pentropie et la variance de variables uniformes
goul simulfanément croissantes.

3. Montrons, en utilisant Uinégalité (Z) pour les np;, que pour tonte variable aléatoire
discrete X, A valeurs dans X (Q) = {z, s, ... 2, }, telle que p; = p[X =i

H(X) < H(U,)

avec égalité (X)) = F(U7,) & et seulement &1 X = U7,

npIn{np;) = np; — 1
gipg Lo+ vy Iy 2 gy — 1
n

n ? - L
nlnnd pitnd pilapznd pn
V=1 =l i=1
"

alnn+n Z peInp; =0
i=1

H(X)==3 hip)<Inn
i=l

HX)=Inn< Z (nps In(ngy) —np; +1)=10

i=1

|
& reps Wn(ngpy) — oy + 1 Wi hinps) = npy — 1
= i np; =1 = VYi m=1/n
2.3. Entropie de variables aléatoires discrétes d'univers image infini.

Soit X une variable aléatoire discréte & valenrs dans X (€2) = I", admettant une entropie.
En posant p; = p|X = i] # 0, on peut éerire :

+o0
H(X)= Y hip).
i=1
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L. On désigne par &, la variable géométrique de paramétre p € 10, 1],

a. La loi de (7yest donnée par :
’

VieN' pi=p|G=1i.=p(l—p)"

1
Llespérance F(G,) valant —
p

b. Délerminons l'exislence el la valeur de l'entropie de G, .

Hi(Gpy = =3 p(1 —py ' Inp(l —p)~!
i=1

H(Cpy=—InpY p(l—p)f ' —In(1—p) > (i —1)p(l —p)**
i=1 =1
m—1

Ho(Gpy=—lpd p(l—p) * —(L-p)n(l —p) > dp(l —p)*
= =0
(A =p){l —p)  H(B,)
P n

Ho(G) = —Inp—(1=p)E(GE,) =—Inp—

n—
¢. L’entropie n'admet pas de limite lorsque p tend vers (0 par valeurs positives
PLIS(LUE :

H(E,) ~ ;Jrlnpu—; +oc

d. Montrons que Pentropie H((G,) est négligeable devant la variance V{G,) de
(/, au voisinage de 0.

H(G,) —p’lup

. 0
V() o q Y

2. On suppose de plus que X admel la méme espérance gue la lol géoméirique (.
a. Prouvons que la série de terme général p; lu p! esl convergente
n n . I i
Yopilnpi=-Y pnp(l—p)' '=-Inp) p — 3 (i~ L)p;In(l - p)
=] £ =1 . % i=1 i=1
=—Inp> pi =l —p)(> ipi — > pi)
i=1 i=1 i=1

1 . 1—p i
= —Inp — {p —1)n(l —p)=—lnp— ' ’ P) In({l — p) = H(G,)

nox "

b. Utilisont Tinégalité (Z) pour les ,D_: ]

’l
25 LA T
n— = —1
e P

pilup; — plng; 2 p — )

A A

Par sommation, chacune des séries élani convergenle :

) | o
Z peInp; — Z pInpl =0
=1 i=1

H(X) < H(G,)

De plus :
H(X)=H(G,) = Y (pilop — plnpl) =0

i=1

ko
Pi. Pi Py

=y pl (—,IH——(——]))=U
; e \p

=vi DpBi_ (3—1) =0
vioop \Bi
= i g[li)=ﬂ
l t
S Si=l
i

RAPPORT

Le sujet :
Le premier probléme d'algébre linéaire, trés classique, déterminait le seuil minimal de
connaissances que doit acquérir un étudiant sérieux et travailleur.

Le second probléme de probabilité étudiait la notion d’entropie des variables aléa-
toires discrétes sur un univers image fini ou infini dénombrable. Plus abstrait et
délicat, il avait pour objectif de repérer les étudiants ayant des aptitudes certaines
dans cette matiére.

Bilan de la correction des copies :

Le cru 2008 s'est avéré bien meilleur que l'an passé et le jury s'est réjoui de trouver
de bonnes copies.

Avec un écart-type de 4,08 et une moyenne générale de 9,10, cette épreuve a
permis de classer les candidats.
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