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ESPRIT GENERAL

Objectifs de l'épreuve

Vérifier chez les candidats U'existence des bases nécessaires pour des études supérieures
de management.

Apprécier l'aptitude a lire et comprendre un énoncé, choisir un outil adapté et lappli-
quer (théoréme...).

Apprécier le bon sens des candidats et la rigueur du raisonnement.

Sujets
Deux problémes indépendants.
Instruments de calcul interdits, tables de lois fournies
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Evaluation
Problémes de valeur sensiblement égale

EPREUVE 2006

Durée : 3 heures

Aucun document et instrument de calcul n’est autorisé.

Les candidats sont invités a soigner la présentation de leur copie, a mettre en
évidence les principaux résultats, a respecter les notations de l'énoncé, et a donner
des démonstrations complétes (mais bréves) de leurs affirmations.

SUJET

1. PROBLEME.

Pour tout entier naturel n, £ = R, [X] représente 'ensemble des polynéomes a coef-
ficients réels, de degré inférieur ou égal a lentier n. Idg désigne l'identité de E, ©
Pendomorphisme nul de £(£).

Si ¢ est un endomorphisme de E, on définit ¢” par :

¢° = Idg
g=g"" og,peN

Soient ¢ et D les deux applications définies sur E par :

VEeE, DP)=F, ¢P)=P+F
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1. Montrer que D est un endomorphisme de E. Vérifier que :
p=1TIdpy+D
En dédnire que ¢ un endomorphisme de FE.

2. Justifier que I'on a :

(¢ — 1) = ©
3. Secit P un polynéme propre de 'endomorphisme ¢ attaché a la valeur propre A.
a. Calculer (¢ — Idg)"™(P) par le bindme de Newton et montrer que la seule
valeur propre possible est le réel A = 1.
b. Montrer que A = 1 est valeur propre de ¢.

c. L’endomorphisme i est-il diagonalisable 7
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4. Montrer que ¢ o D = D o @ et prouver par récurrence que :

VkeN, @oDF=DFoy

9. Démontrer les deux égalités suivantes :

n

wo (i(—l)*‘lD’“) = (Z(—l)’“D’“) o= Idg
k=0

k=0

En déduire que ¢ est bijective et exprimer ! en fonction de Idg, D, D?, ....D".

6. Résoudre dans E I'équation d’inconnue P suivante :
XTA

P+ P =
n!

7. Soit A la matrice de ¢ dans la base canonique B = (1, X, X2, ..., X"). Ecrire cette
matrice A sous la forme d'un tableau. Faire de méme pour son inverse A~! en
précisant, bien ses éléments constitutifs.

2. PROBLEME.

On considere une suite finie, o non, de lancers successifs d'une piéce de monnaie équilibrée
pour laquelle la probabilité d’apparition de ’'événement pile, noté P, est la méme que
la probabilité d’apparition de ’événement face, noté F' . La suite de lancers est inter-
rompue & la premiére apparition de deux piles consécutifs, si cet événement se produit.
On désigne alors par 7" la variable aléatoire indiquant le numéro du dernier lancer et par
a, le cardinal de 'événement [T' = n] . Par exemple Pévénement [T' = 4] est réalisé pour
les suites de lancers amenant les résultats (P, F, P, P), (F, F, P, P) et dans ce cas aq = 2.
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E 2.1. Détermination de la loi de 7',
- 1. En vous référant a Uexemple ci-dessus, décrire les événements [T = n] pour
2 n=2,n=3n=>5et calculer as, as, as.
) ; o T
[0) 2. Pour tout entier naturel n supérieur ou égal & 2, montrer que :
8— Upto = Qnt1 + Qg
-% 3. On note ® la racine positive de 'équation 2% —x — 1 = 0.
E a. Montrer que Pautre racine est 1 — ®.
-0 b. Vérifier les deux égalités suivantes :
£ ; ‘
D =D +1, 1-¢)2=2-0
© ; ; s
§ 4. Démontrer par récurrence sur 'entier n = 2, que I'expression de a,, est donnée par
la formule : i
= n—1 o n—1
an—zq)_1[<1> (1—-2o)"]

5. En déduire la loi de probabilité de la variable T', c’est-a-dire la probabilité de
I'événement de [T' = n] pour tout entier n = 2.

2.2. Calcul de I'espérance de T.

1. Dans cette question N est un nombre entier non nul et Sy la fonction définie sur
I'intervalle [0, 1] par :

Ik

SN(SL‘) =

1M

a. Calculer (1 — 2)Sy(x) et en déduire une expression de Sy ().

b. En déduire, pour x dans I'intervalle [0, 1], la somme S(x) :

S{z) = Jicwk

k=0

c. Déterminer la limite de la snite (N2V) lorsque N tend vers Uinfini. Dériver
Sy(x), et en déduire, pour x dans Uintervalle [0, 1], la somme T'(x) :

+o0
T(x) = Z ka1
k=1
2. Vérifier que T est bien une variable aléatoire, c’est-a-dire que :

gp[T=n]=1

n=z
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2.3. Approximation du réel ¢. E
1

On considére la fonction f définie sur intervalle }5, —Hx{ par : 5'

#2401 @

fl@) =5 0

2r—1 )]

a laquelle on hu associe la suite (by,)nen déterminée par la relation de récurrence : -8_

by =2 )

Vn € N, bn+1 5 f(bn) E

-0

L

1. Calculer b; et bs. JC-U)

2. Montrer que @ est solution du systéme { ;,(('i)) i% . En déduire les variations de 2

f sur lintervalle [®, +o0].
3. Prouver que, pour tout n = 0:
S <y <h, <2
En déduire que la suite (by)nen est convergente vers une limite & préciser.

4. Prouver que, pour tout n = 0 :
1

i =)
2(” ()

bﬂ-+1 = (I) ‘<-‘

En déduire que, pour tout n = 0 :

5. Vérifier que bs est une valeur approchée de ® & 107 prés. Calculer cette valeur
approchée sous la forme d'une fraction irréductible.

EPREUVES SPECIFIQUES
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1. PROBLEME.

Pour tout entier naturel n, £ = R, [X] représente I'ensemble des polynomes & coef-
ficients réels, de degré inférieur ou égal & l'entier n. [Idg désigne I'identité de E, ©
I'endomorphisme nul de £(E).

Si ¢ est un endomorphisme de E, on définit ¢g* par :

.G'U =Idg
g'=g"" og,peN*

Soient. ¢ et D les deux applications définies sur E par :
VP e E, D(P)=P, @P)=P+F
1. L’opérateur de dérivation D est un endomorphisme de E. De fagon évidente :
p=Idg+D

¢ est un endomorphisme de £ comme somme de deux endomorphismes de E.

2. Les éléments de E sont des polynomes & coefficients réels, de degré inférieur ou égal
a lentier n, leur dérivée (n+ 1) est le polynéme nul. Donc :

(¢ —Idg)"' =0

3. Soit. P un polyndme propre de 'endomorphisme ¢ attaché & la valeur propre A.

a. Par définition

@(P)= AP avec P #£ 0

Les endomorphismes ¢ et Idp commutent, on peut développer (¢ — Idg)™*+!
par le bindme de Newton.

n41 n+1
(¢ — Idg)"™(P) = (Z(—l)%*‘) (P)= (Z(—l)‘“)\’“) P
k=0 k=0
e X 1 AP
(¢ — Idg)""'(P) =0 = A=—1"H=2a=1

La seule valeur propre possible est le réel A = 1.
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b. A =1 est valeur propre de ¢ puisque le polynéme P = 1 est un vecteur propre
attaché & A =1. (p(1) =1).

c. Si 'endomorphisme ¢ était diagonalisable il serait semblable a T'identité, ce
qui n’est pas le cas.

4. Montrons que g o D = Doy
poD=(Idg+D)oD=D+D*=Do(ldg+D)=Dog
Prouvons par récurrence que :
Yk € N, poDF=DFoyp H,

Hy est vraie puisque o D = ¢ = D% o . Supposons que H,, soit vraie pour un
certain n.

Mathematiques ULM BL

l'f'}‘ODk-i—l:((‘DOD)DDk:DD@ODk:DO(DkDW):D,‘H_]O(,D

C’est donc vrai au rang n + 1 et d’aprés 'axiome de récurrence H,, est vraie pour
tout n.

5. Démontrons les deux égalités :

po (i(_mm) = i(—1)’f (w0 D¥)

k=0 k=0
= i(—l)"’ (DFoyp) = (i(—l)ka) op=Idg
k=0 k=0
VPEE Zn:(fl)’“D" o p(P) = Zn:(fl)‘“D’“(P +P)
k=0 =0
= i(—l)’“D’“(P) A i(—l)fcpkﬂ(p)
k=0 k=0
= i(—l)’cD’“(P) + 'il(—l)’“‘lD‘“(P) = Idg + (=1)"D™* = Idg(P)
k=0 k=1

Cette derniere égalité prouve que

= (i(—l)’“D’“ o(p) = (i(—l)’“[)’“) op=Idg

k=0 k=0

et que ¢ est bijective. Son application réciproque est donnée par :

n

o~ =3 (-1)FD*

k=0

EPREUVES SPECIFIQUES
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E 6. Soit a résoudre dans F I'équation d’inconnue P suivante :
| , xXn
> Bl n!
% On remarque que :
3 . [ XTI'
o P+r & elF)="5
©
E & P=p1 Z( 1 thD"(—)
E X —k n Xk
D s P Z( i e =Y (-1)*" *—
® T k=0
= 7. La matrice de ¢ dans la base canonique B = (1, X, X?, ..., X™) s’écrit. :
1 Y CS | (e i
0 2
A — % 0
0 0 0 1
Pour tout j de {0,...n}
n X_;r—!c
) = SRDHX) = S
k=0 k=0 ( !
‘ I (—1)1
oy =y U 12[ L xi
i=0 .
—1)22! —1)"n!
L sl ( (]3 ( g)r -
- (~1)2l . . (=1)y*al
1! y ' 1!
_ : (=1} :
A= i '
_1yn—isl
0 . ( l) 3!
7!
0 0 ;
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2. PROBLEME.

On considére une suite finie, ou non, de lancers successifs d’une piece de monnaie équilibrée
pour laquelle la probabilité d’apparition de 1’événement pile, noté P, est la méme que
la. probabilité d’apparition de I'événement face, noté I' . La suite de lancers est inter-
rompue & la premicre apparition de deux piles consécutifs, si cet événement se produit.
On désigne alors par 1" la variable aléatoire indiquant le numéro du dernier lancer et par
ay le cardinal de 'événement [T' = n] . Par exemple 'événement [T" = 4] est réalisé pour
les suites de lancers amenant les résultats (P, F, P, P), (F, F, P, P) et dans ce cas a; = 2.

2.1. Détermination de la loi de 7.

1.
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[T'=2]={(P,P)}
[T =3] = {(F, P, P)}
[T =5] = {(F,F,F,P,P),(F,P,F,P,P),(P,F,F,P,P)}

et donc :
g = 1‘.(13 = 1,(15 = 3

2. Pour tout entier naturel n supérieur ou égal 4 2. soit le premier jet ameéne un face et
pour que Pévénement [T = n + 2| soit réalisé, il faut que I'événement [T =n + 1]
soit réalisé ou le premier jet amene un pile et le deuxieme jet améne un face et
pour que I'événement [T' = n + 2] soit réalisé, il faut que Uévénement [T = n] soit
réalisé. Il en découle que :

Opyo = Qpt1 1 Ap

3. On note @ la racine positive de I'équation z? —x — 1 = 0.
a. Onad®? - —1=0.
(LR — B D Bl 13 B U P T
L’autre racine est 1 — @.
b. Puis :
PP—P-1=0=0+1
1-9)2=¢2-20+1=9+1-20+1=2-0

4. Démontrons par récurrence sur l'entier n = 2, que l'expression de a, est donnée
par la formule :

Uy =

e
1 ke

20 -1

Ant1 = [l =]

EPREUVES SPECIFIQUES
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tout n.

5. La loi de probabilité de la variable T est

. a
pour tout entier n =2 p[l = i

n] =

2.2. Calcul de l'espérance de T'.

I'intervalle [0, 1] par :

a. Caleulons (1 — 2)Sy(x)
(1 — T SN

on peut en déduire que :

SAI(.’,I")

= =

ESPRIT DE L'EPREUVE SUJET CORRIGE RAPPORT
H, est vraie puisque :
1 20 — 1
g = d—(1-D)] = =
h=gg 7 - U-Rl=55—7
et
o2 — = P+1-(2-&
“= zq> — 2] = 2c1> g L~ (&=
Supposons que H,, soit vraie pour un certain n.
1 TL— T T
an+2:an+an+1:2(b_l((I)nil—{].—(b) 1+(I) —(]_—(13))

1 n—1 n—1
anz = 55— ("1 + @) - (1- @) (2 @)
- 1 —152 n—1 2
gz = o (@"19% — (1 - )" (1 - ®)?)
5 _ 1 ((I)n+l B (1 - (D)n+1)
n+2 20 _ 1
C’est donc vrai au rang n + 1 et d’apreés 'axiome de réeurrence ‘H,, est vraie pour

donnée par :

D

1 )((_

IPe=1) \\2

1—@

)H_( 2 )“-—1>

1. Dans cette question N est un nombre entier non nul et Sy la fonction définie sur

Z’I‘ —ZT =1—-z"

{ ¥

1—=z

EPREUVES SPECIFIQUES
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b. Pour x dans Uintervalle [0, 1], lir_P ¥+t =0 donc :
n—+o0

s ‘,L.N+1 1

400
S(I):Zwk:lim T - L

pr n—+4oo

c. Pour x dans lintervalle [0,1[, lim Nz =0 donc :
N——+oo

N (1—2)(N + 1)z + (1 —2™) 1

Sh(x) = kat! =
w(@) ,; ! (1) Notoo (1— 2)?

On peut en déduire que :

T(m)zgkm s 1=aF

2. Vérifions que T est bien une variable aléatoire :

EP[T iR mg ((%)M - ($)1)

r® 1-®
B 1 R 1 [ o _1—@}
T 2020-1) |, ® 1+®fT2020-1)l2-@ 1+@
=2 2
B 1 (P*+P—-(2+9*-30)] 1 4P —2
S 220-1)| (2-9)(®+1) 2020 —1) Lclﬂ+¢>+2}
+00 1
EAE == =1
3. Montrer que 7" admet une espérance et que :
1 +oo i) n—1 i i n—1
E(T)=2(2®1)nzz(n(§) _”( 2 ) )
B 1 1 1 B 4 1 1
T 2020 — 1) (17g)2 (1+¢n>2 S 2029-1) [(2—-®)Y (1+@)°
L 2 2
4 [(1+2)°-(2-®)°] 4 320-1)] _,
C202e-1) [ [2-2)(1+@) | 2022-1) 1 -
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2.3. Approximation du réel o.
1
On considere la fonetion f définie sur intervalle }5, -l-oo[ par :

241
f@) =5

a laquelle on associe la suite (by,),ex déterminée par la relation de récurrence :

by =2
Vn e N, b1 = f(bn)

1. Calculons b, et bs.

1
2. [ est dérivable sur I'intervalle ]5, +oo[

&

_ 222z — 1) — 2(z? + 1) _ 2(z? —x—1)

f') 2z —1)? 2z — 1)
oy AP —B—1)
FAl)= (2¢ —1)° =0
o241 P24+1-202+d —P*4+1+4+d
f(®)—®= d= = =0

T 2d -1 26 — 1 T2 -1

f@)=z
f@)=0

On peut en déduire les variations de f sur intervalle [®, +c0]

P est bien solution du systéme {

r—0)(z+®—1)
(2 — 1)°

gy =2

Le polynéme du second degré situé au numérateur de cette dérivee est du signe du
coefficient en 22 & extérieur des deux racines qui sont 1 — ® et ®. La fonction f
est donc croissante sur [, +oo|.

3. Prouver par récurrence que, pour tout n = 0 :

‘D g lbn+l g bn. g 2 H?'L

annales officielles
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Hy est vraie puisque ¢ < b = 1; < by = 2 € 2. Supposons que H,, soit vraie pour E
un certain n. Puisque f est croissante sur [@, +oc|. il
5 D)
F(®) < flbas) < flbu) < f2) = 3 )
B < by <oy <2 S
1 . 3 - . ; i O-
C’est donc vrai an rang n + 1 et d’apres Paxiome de récurrence H,, est vraie pour D
tout 7. ®
La suite (b, )en est décroissante, minorée par @, donc converge vers 'unique point E
fixe solution de I'équation Ha)=a , ¢'est-a~dire vers @, O
z € [®, +oo] L
P
4. Prouvons que, pour tout n = 0: ®
L, =
b'n,+1 - ¢ S 5 (bn - (I))
b2+ 1
bppr —C0=flz) - 0= "— —
n—+1 f( ) Qbﬂ =

B +1-26,2+P b2 —20,2+ 97
- 2b, — 1 - 2b, — 1

(bn - CI))Q & (bn - (I))Z & 1
2b, — 1 2¢ — 1 2
car 20 — 1 > 2 puisque ¢ > %

Prouvons par récurrence que, pour tout n = 0 :

bn.+l — 0= (bn g2 @)2

1\ 2%
Ugbn—q)g(i)m He
0
2k =
Hq est vraie puisque 0 < bg— P =2—-d (%)‘v—ﬂ = % (d= L +2\5 3 % >
3
5) Supposons que H,, soit vraie pour un certain n.
n 2 " n41
&b, B O 1;622& 11+2L22k 1;?
o il e == o =0 = | = =0 — | = Jk=0
Shin—®<5b =9 <3 (2) (2) (z)

C’est donc vrai au rang n + 1 et d’apres 'axiome de récurrence Hn est vraie pour
=] P p
tout n.

EPREUVES SPECIFIQUES
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5. Vérifions que by est une valeur approchée de ® & 10~ pres.
3
1 Zz"‘ 1 1H2+448 1
och-e<(g)F =(5) -0

RAPPORT

LE SUJET
Le premier probléme d’algébre linéaire portait sur ['espace vectoriel E des polynémes a
coefficients réels, de degré inférieur ou égal a n (n non nul). On se proposait de démontrer
que [application ¢ définie par :

Pour fout Pde E @o(P)y=P+P'
est un automorphisme de E, non diagonalisable, d’en déterminer son application réciproque

Mathematiques ULM BL

. . " 18
et de ['utiliser dans une application pour résoudre | 'équation P+P'=%, d’inconnue P.

Cette partie du programme a mis & mal certains candidats.

Le second probléme s iniéressail a une suite de lancers successifs d une piéce de monnaie
équilibrée interrompue par la premiére apparition de deux piles consécutifs. On montrait que
la variable aléatoire indiquant le numéro du dernier lancer était une variable aléatoire
admettant une espérance.

PREMIER PROBLEME
1. Bien traité.
2. Quelques candidats justifient correctement que (¢-id,y*' est I’endomorphisme nul.

3. La définition d'une valeur propre d’un endomorphisme est connue mais on se perd
dans le développement de (p-/d, )" par le bindme de Newton et on écrit souvent
n’importe quoi. Les bons candidats prouvent que le réel 1 est la seule valeur propre
possible de ¢ et que le spectre de ¢ est réduit a {1} .

4. Traité en général.
5. Traité en général.

DEUXIEME PROBLEME
1. La définition de la suite (a,) est bien comprise.
2. On éprouve des difficultés pour justifier la relation de récurrence satisfaite par(a,)
3. La partie concernant I’approximation du réel par la suite (5,) a été traitée de fagon
décevante.

BILAN DE LA CORRECTION DES COPIES

Dans 'ensemble les copies sont hien présentées. Le niveau est assez hétérogéne. On trouve de
bonnes copies, des copies moyennes et des copies trés faibles.
La movenne est de 9.56 avec un écart-tvoe de 3 .81.
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