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La présentation, la lisibilité, I'orthographe, la qualité de la rédaction, la clarté et la précision des raisonnements entreront
pour une part importante dans l'appréciation des copies.

Les candidats sont invités & encadrer dans la mesure du possible les résultats de leurs calculs.

Ils ne doivent faire usage d'aucun document : l'utilisation de toute calculatrice et de tout matériel électronique est
interdite. Seule l'utilisation d'une régle graduée est autorisée.

Si au cours de I'épreuve, un candidat repére ce qui lui semble étre une erreur d'énoncé, il la signalera sur sa copie et
poursuivra sa composition en expliquant les raisons des initiatives qu'il sera amené d prendre

L’épreuve est constituée de deux problémes indépendants.
Probléme 1

Dans tout le probléme, n est un entier de N* fixé. On note M, (R) I’espace vectoriel des matrices carrées d’ordre 7,

R[X] celui des polyn6mes & coefficients réels et I la matrice identité de M,,(R).

Pour toute matrice M de M, (R), on a M® = I, et pour tout entier naturel k non nul, on pose : M* = M x M x ... x M.
k fois

Si P n’est pas le polynoéme nul, son degré est noté d°(P).

On rappelle le théoréme de la division euclidienne dans R[X] : si A et B sont deux éléments de R[X], B n’étant pas le poly-

noéme nul, alors il existe un unique couple (@, R) de polynémes de R[X] tels que A = BQ + R avec R = 0 ou d°(R) <d°(B).

De plus, si R est nul, on dit que le polynéme B divise le polynéme A.

Soit P un élément de R[X] s’écrivant P(X) = ZakX k¥ et M une matrice de M,,(R). On définit alors la matrice P(M) de
m k=0
M, (R) par : P(M) = ZakMk. Par exemple, si P(X) = X3 - 5X + 2, alors P(M) = M® — 5M +21I.
k=0
On pourra utiliser sans justification les propriétés suivantes, valables pour tout couple (A, 1) de réels, pour tout couple (P, Q)
de polyndmes et pour toute matrice M de M, (R) :

(AP + pQ)(M) = AP(M) + pQ(M) et (P x Q)(M) = P(M) x Q(M)

On dit qu’un polynoéme non nul P de R[X] est un polynéme annulateur d’une matrice M de M, (R) si la matrice P(M) est
nulle.
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Partie I - Polynéme annulateur d’une matrice carrée

1. Soit M une matrice de My (R).
(a) Montrer qu’il existe un entier p de N* tel que la famille (7, M, M 2...., MP) soit une famille liée.
(b) En déduire que toute matrice de M,(R) admet au moins un polynéme annulateur de degré supérieur ou égal a 1.
2. On note F I'ensemble des matrices de M3(R) admettant le polyndome P(X) = X2—3X+2 comme polyndme annulateur.
(a) Verifier que F est non vide.
(b) Déterminer les matrices A de F dans les deux cas suivants : (A — I inversible; (A — 2I) inversible.

(c) Montrer que si A est une matrice de F telle que (A — I) et (A — 2I') sont non inversibles, alors A est semblable &
une matrice diagonale que 1'on déterminera.

3. Soit A une matrice de M,,(R) dont un polynéme annulateur est le polynéme P(X) = X? — 5X +6.
On considére un entier naturel m fixé et on désigne par Q,, et R,, respectivement, le quotient et le reste dans la division
euclidienne de X™ par P.

(a) Etablir 'existence de deux suites réelles (@ )men €t (bm)men telles que, pour tout entier naturel m, on a :
Rp(X) = amX + b

(b) En utilisant les racines de P, déterminer a., et b,, en fonction de m.

(c) En déduire I'expression de A™ en fonction de m, A et I.

(d) On suppose dans cette question que le polynéme S(X) = X2 — 4X + 4 est annulateur de A.
On note encore @, et R,, respectivement, le quotient et le reste dans la division euclidienne de X™ par S.
Déterminer I'expression de A™ en fonction de m, A et I (on pourra dériver la relation définissant Q. et Rp,).

4. Soit A une matrice de M, (R), A une valeur propre de A et V un vecteur-colonne propre de A associé & A.
(a) Etablir, pour tout entier naturel m, la relation : A™V = A™V.
(b) En déduire, pour tout polyndme P de R[X], I'égalité : P(A)V = P(A)V.
(c) On suppose que P est un polynéme annulateur de A. Montrer que P’ensemble des valeurs propres de A est inclus
dans I’ensemble des racines de P.

Partie II - Polyn6éme minimal d’une matrice carrée

Soit A une matrice de M, (R).

1. L’ensemble des degrés des polynémes annulateurs de A posséde, en tant que partie non vide de N*, un plus petit
élément noté d.
Etablir, & I'aide d’une démonstration par I’absurde, l’existence d’un unique polynéme annulateur de A de degré d et
de coefficient dominant égal & 1.

Ce polyndme s’appelle le polynéme minimal de la matrice A et est noté 4.
2. (a) Soit P un polynéme non nul de R[X]. Montrer que si le polynéme p4 divise le polynéme P, alors P est un
polynéme annulateur de A.

(b) En utilisant le théoréme de la division euclidienne, montrer réciproquement que py4 divise tout polyndéme annula-
teur de A.

{(c) Déduire de ce qui précéde une caractérisation des polynémes annulateurs de A.
3. (a) Montrer, a Paide d’'une démonstration par ’absurde, que toute racine de p4 est valeur propre de A.

(b) Utiliser la question I.4(c) pour établir que les valeurs propres de A sont exactement les racines de p4.
4. (a) Etablir, pour toute matrice inversible R de M, (R) et tout polyndme @ de R[X], 'égalité matricielle suivante :

P
Q(R™1AR) = R~'Q(A)R (on pourra écrire Q = Z ar XF).
k=0
(b) En déduire que deux matrices semblables ont le méme polynéme minimal.
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Partie III - Quelques exemples

1. (a) Quel est le polynéme minimal de la matrice nulle?
(b) Quel est le polynéme minimal de la matrice identité?

(c) Soit p un entier naturel non nul et A une matrice de My (R) nilpotente d’indice p, c’est-a-dire vérifiant AP =0 et
AP~1 £ 0, Déterminer le polynéme minimal de A.

3 2 =2
2. On considére la matrice A de M3(R) définiepar: A=|-1 0 1
1 1 0

(a) Calculer (A — I)2.
(b) En déduire, en utilisant la question I1.2(b), le polynéme minimal de A.
(c) Déterminer les valeurs propres de la matrice A. La matrice A est-elle diagonalisable ?

1 -1 1
3. Soit A la matrice de M3(R) définiepar: A= |2 -2 1
1 -1 0

(a) Montrer que le polynéme X?(X + 1) est un polynéme annulateur de A.
(b) Montrer que l’ensemble des valeurs propres de A est Pensemble {—1,0}.
(c) Vérifier que le polynome minimal de A est X?(X + 1).

(d) La matrice A est-elle diagonalisable ?

Probléme 2

Toutes les variables aléatoires qui interviennent dans ce probléme sont supposées définies sur un méme espace probabilisé

(2, A, P).
Partie I - Taux de panne associé a une variable aléatoire discréte

Soit X une variable aléatoire telle que X (Q) est inclus dans N et vérifiant, pour tout n de X(Q), P(X > n) # 0.
On appelle taur de panne associé & X, la suite réelle (2, )ne x () définie par : pour tout n de X(Q), &, = Pixpn)(X =n).
P(X =
1. Vérifier que, pour tout n de X (), z, = H
2. (a) Soit X une variable aléatoire suivant la loi géométrique de parameétre p (0 < p < 1). La loi de X est donc donnée
par : X(Q) = N* et, pour tout n de N*, P(X =n) =pg"~ ', oig=1-p.
Déterminer le taux de panne associé & X.
(b) Soit X et Y deux variables aléatoires indépendantes définies sur (Q, 4, P) et suivant toutes les deux la loi géomé-
trique de parameétre p.
On pose Z = inf(X,Y), c’est-a-dire que, pour tout élément w de Q, on a : Z(w) = min(X(w), Y (w)). On admet
que Z est une variable aléatoire définie sur (€2, A, P).
i. Calculer, pour tout entier naturel n non nul, P(Z > n).

ii. Déterminer la loi de Z. Reconnaitre la loi de Z et en déduire le taux de panne associé & Z.

3. (a) Montrer que la série Z est convergente. On note S la somme de cette série.
>1

1
& n(n+1)
, . ) . . 1 a b
(b) Déterminer deux réels a et b tels que, pour tout entier naturel n non nul, on ait : ——— = — + ——.
nn+1) n n+1

(c¢) En déduire la valeur de S.
1

(d) On considére une variable aléatoire X dont la loi est donnée par : pour tout n de N*, P(X =n) = Wl—)

Déterminer le taux de panne associé 4 X.
4. Dans cette question, = désigne un réel fixé et ¢ la fonction définie sur R par : pour tout réel ¢, ¢(t) = e~ **.
On pose, pour tout entier naturel n : I,(z) = / t"o(t)dt.
0

(a) Exprimer I,(z) en fonction de n, = et I, ().
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(b) En déduire que, pour tout z réel, In(z) ~ - lorsque n tend vers +oo.

(¢) Soit f une fonction de classe C* sur R. Montrer, pour tout n de N et tout couple de réels (a,b), I'égalité :
b—
by = Z O @+ [ e gy

o1, pour tout k de N*, f*)(a) désigne la dérivée k*™° de f au point a et (9 (a) = f(a).
(d) En appliquant la formule précédente & la fonction ¢ sur un intervalle bien choisi, établir ’égalité :

(e) Soit X une variable aléatoire suivant la loi de Poisson de paramétre A strictement positif.
Déterminer la limite du taux de panne (z,) associé¢ & X quand n tend vers +o0.

Partie II - Taux de panne associé a4 une variable aléatoire 4 densité

Dans cette partie, on suppose que les variables aléatoires sont & valeurs dans R, et 4 densité continue sur RY.

1. Soit X une variable aléatoire vérifiant, pour tout réel z strictement positif, P(X > z) # 0.

On note F et f respectivement, la fonction de répartition de X et une densité de X.

P X<z+h
On pose, pour tout couple (z,h) de réels strictement positifs : A(z, h) = x>0 X < ).

h
o 11 . F(z +h)— F(z)
1 : h)y= —F"—"——--2,
(a) Etablir la relation : A(z, h) hi= F (@)
(b) Montrer que, pour z fixé strictement positif, A(z, h) admet une limite, notée A(z), lorsque h tend vers 0 par valeurs
positives.
(c) Etablir, pour tout réel z strictement positif, la formule : Az) = 1_f(—;2x)

La fonction X : x — A(x) s’appelle le taux de panne associé ¢ X.

2. Déterminer le taux de panne associé & une variable aléatoire X suivant la loi exponentielle de parameétre £ > 0,

Yot & " . [ txeTsiz>0
c’est-a-dire de densité f telle que : f(z) = { 0 sinon .

3. Soit n un entier naturel non nul et n variables aléatoires X, X2,..., X, indépendantes telles que, pour tout entier j
de [1,n], X; suit la loi exponentielle de paramétre £; > 0.
On pose Z,, = 1én£ (X;), c’est-a~dire que, pour tout w de Q, ona: Z,(w) = lréljg (Xi(w)).
isn [N

(a) Déterminer la fonction de répartition de Z,, et reconnaitre la loi de Z,.

(b) En déduire le taux de panne associé & Z,, en fonction de ¢1,05,...,4,.

4. Soit n un entier naturel non nul et n variables aléatoires X1, X2, ..., X, indépendantes. On note, pour tout j de [1,n],
Fj, fj, et \; respectivement, la fonction de répartition de X;, une densité de X; et le taux de panne associé a Xj.
On pose Z, = ) énf (X3), c’est-a-dire que, pour tout w de Q, on a : Z,(w) = mig (Xs(w))-
i<n

<ign
(a) Déterminer la fonction de répartition G de Z, en fonction de Fy, Fs, ..., F,.
(b) En déduire le taux de panne associé & Z, en fonction de A1, A2, ..., An.

5. Soit X une variable aléatoire & densité strictement positive sur R? et nulle sur R_, et de taux de panne associé Ax.
t
(a) Pour tout réel strictement positif ¢, calculer / Ax (u)du, puis montrer que la seule connaissance du taux de panne

0
Ax permet de déterminer la fonction de répartition F de X.
(b) Déterminer les variables aléatoires dont les taux de panne associés sont constants.

(c) Soit Y une variable aléatoire 4 densité strictement positive sur R et nulle sur R_, de taux de panne associé Ay.
On suppose que, pour tout réel ¢ strictement positif, on a P'égalité suivante : Ax(t) = 2Ay (¢).
Soit z et y deux réels strictement positifs vérifiant 2 < y. Montrer que Px 5 4)(X > y) est le carré de Py ) (Y > ).
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