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L’épreuve est constituée de deuz problémes indépendants
Probléme 1

Toutes les variables aléatoires qui interviennend dans ce probléme sont définies sur des espaces probabilisés non
nécessairement identiques, mais que nous noterons (Q, A, P) dans le préliminaire ef dans chacune des parties, par
souci de simplification d’écriture.

Si X est une variable aléatoire admettant une espérance, celle-ci est notée E(X).

Préliminaire
Soit X et Y deux variables aléatoires & densité, dont les densités, notées respectivement fx et fy, sont nulles sur

] — o0, 0[ et continues sur [0, +-00[. On note Fx et Fy leurs fonctions de répartition respectives,
+00
Montrer que U'intégrale : f Fy(t) fx (t)dt est convergente.
0

Dans la suite, on admet que si les variables aléatoires X et Y vérifient les conditions précédentes et

+00
sont de plus indépendantes, alors : P(Y < X) = [ Fy(t) fx(t)dt.
0

Partie 1

Soit X une variable aléatoire 4 densité, de densité f nulle sur R* et continue sur Ry, On note F' sa fonction de
répartition et G la fonction définie par : pour tout réel z, G(z) = 1 — F(xz).

On dit que X est une variable aléatoire sans mémoire si et seulement si, pour tout couple (z,y) de réels positifs,

on a: Gz +y) = Glx)G(y).



1. Soit X une variable aléatoire suivant la loi exponentielle de paramétre A strictement positif.
Vérifier que X est une variable aléatoire sans mémoire.

2. Réciproquement, soit X une variable aléatoire sans mémoire, de densité f nulle sur R* et continue sur R,
et de fonction de répartition . On pose toujours G(x) = 1 - F(z).

(a) Justifier la dérivabilité de G sur R
Gz +h) — G(z)

(b) En considérant, pour x et h positifs, b # 0, le rapport , montrer que pour tout réel z

positif, on a G'{z) = G"(0)G(xz), ott &' désigne la dérivée de la ?onction Q.
(¢) On pase G’(0) = —a cf, pour tout réel z positif, H (x) = €% G(z). Montrer que H est une fonction
constante sur R, .
(d) En déduire finalement que X suit une loi exponentielle dont on précisera le paramétre.

3. On considére une variable aléatoire Y qui suit la loi exponentielle de paramétre X strictement positif,
(a) Soit X une variable aléatoire a valeurs dans R, indépendante de V', et de densité continue sur R’y
Montrer, & 'aide de la question préliminaire, que P(Y > X) = E(e=*X).
(b) Soit Xy et X3 deux variables aléatoires & densité, Indépendantes et indépendantes de Y, & valeurs dans
R.. et de densité continue sur R .
Exprimer P(Y > X1 + Xg) en fonction de P(Y > X)) et de P(Y > Xa).

(¢) Quelle propriété se trouve ainsi généralisée ?

Partie 2
Soit {X})ren une suite de variables aléatoires mutnellement indépendantes, suivant toutes la loi exponentielle de
paramétre A strictement positif.
On définit alors la variable aléatoire N égale au premier indice n, s'il existe, tel que X, > Xo, et on pose N = 0
si un tel indice n’existe pas. Autrement dit, N = inf {n 2 1/X,, > Xy} si cet ensemble est non vide, et N =0 si
cet ensemble est vide,
1. On pose, pour tout n de N*, Z, = sup (X3, X5, ... y Xn), C’est-d-dire que, pour tout w de f,ona:
Zn(w) = max (X1 (w), Xa(w),..., Xn(w)). On admet que Z, est une variable aléatoire. Déterminer la fonction
de répartition de Z,,.

+00
2. Vérifier que (N =0) = n (Zn € Xo)

n=1

3. On rappelle que si (A,) est une suite décroissante d’événements, c’est-a-dire vérifiant, pour tout n de N,
“+co

Apii C Ay, alors : P(ﬂ0 A) = lm P(A,).
n=
En utilisant ce résultat et le résultat admis dans la question préliminaire, calculer P(N =0).

4. Exprimer, pour tout n de N*, Pévénement (N > n) a I'aide d’événements faisant intervenir Zm €t Xy,
5. Donner, pour tout entier 7 supérieur ou égal 4 1, la valeur de P(N > n), puis celle de P(N = n).
6. La variable aléatoire N admet-elle une espérance ?

Partie 3 (Cette partie est indépendante des parties 1 et 2)
1. Soit X une variable aléatoire réclie, a valeurs positives, de densité f continue sur R, et dont la fonction de
répartition est notée F'. _
On suppose qu'il existe un réel o strictement supérieur & 1 tel que . HEI t*(1— F(t)) =0.
—F+00

00
Montrer que X admet une espérance et que E(X) = / (1 - F(t)dt.
0

2. On considére une suite (X3 )zen« de variables aléatoires indépendantes suivant toutes la loi exponentielle de
parameétre 1, et on pose, pour tout entier n supérieur ou égal & 1, U, = inf(X1,Xs,...,X,), clest-a-dire que,
pour tout w de 2, Un{w) = min(X;(w), Xo(w), ..., Xa(w)).

On admet que U, est une variable aléatoire. Déterminer la fonetion de répartition de U,. En déduire, sans
caleul, son espérance et sa variance.




3. Soit N une variable aléatoire suivant 1a loi géométrique de paramétre p, avec 0 < p < 1, et indépendante des
variables aléatoires Xy (k € N*). Onposeg=1-p.
On pose, pour tout w de 2, U(w) = min(X; (w), Xo(w), . . . y XNy (W)}, et on admet que U = inf (X1, Xo, ... X )
est une variable aléatoire.
(a) Pour tout réel z strictement positif, calculer P(IJ > ).
{b} A laide de la premiére question de cette partie, montrer que la variable aléatoire {7 admet une espérance,
+00 —t
- . re
et que celle-ci est donnée par : E(U) = / 1T—_det.
0 ge _
(c) A Paide du changement de variable 4 = e~t, dont on justifiera la validité, calculer E(U) en fonction de
p et de q.

Probléme 2

Dans tout ce probléme, E désigne un espace vectoriel réel de dimension finie n supérieure ou égale 4 2. On note
L{E) V’espace vectoriel des endomorphismes de E. Si u est un élément quelconque de L(E) :
e on pose u’ = Idg, et pour tout entier naturel JFnonnul, v =wloy;
n

e 5i P est un polynéme de R[X] tel que P = Z%X k¥ on note P(u) 'endomorphisme de E défini par
" k=0
Plu) = Zakuk, et on admet que pour tous polynémes P et @ de E, on a P(u) o Q(u) = (PQ){u);

« on note Blu] = {P(u)/P € R[X]).

Un élément v de L{E) est dit cyclique si et seulement si il existe un vecteur @ de E tel que la famille
(a,u(a},...,u""(a)) soit une base de E.

Partie 1

Dans cette partie, u désigne un endomorphisme cyclique de E, et B = (a,u(a),...,un1 (a)) une base de E.

On note C(u) le commutant de u, c'est-a-dire I'ensemble des &léments de L{E) qui commutent avec u. On a done
Clu) ={ve L{E)vou=uou}.

1. (a) Montrer que C{u) est un sous-espace vectoriel de L(E) stable pour la composition des endomorphismes,
(b) Etablir 'inclusion R[u] C C(u).
2. Soit v un élément de C(u).

n~1
(a) Justifier I'existence de n réels, ag, oy, .. ., Oip -1, tels que v{a) = Z it (a).
=0
n—1
(b) On considére I'endomorphisme w défini par w = Z .,
J=0

En comparant les images des éléments de B par v d’une part, et par w d’autre part, montrer que v = w.
(c) Déduire de ce qui précede que C(u) = Rfu).
3. Montrer que la famille (Idg,u, ... ,u”“l) est une famille libre de L(E).

4. Déterminer une base et la dimension de C(u).

Partie 2
Le but de cette partie est de mantrer le résultat suivant : un endomorphisme de E diagonalisable est cyclique i et
seulement si il admet n valeurs propres distinctes.




1. Exemples
On suppose dans cette question que n = 3; on note F = (e1,e2,e3) une base de E, et on considére les denx
endomorphismes u et v dont les matrices dans la base F sont respectivernent :

000 006 1
U=1101]eV=|10 1
010 01 -1

{a) Montrer que u et v sont deux endomorphismes cycliques.

(b) Déterminer les valeurs propres de u, et en déduire que v est diagonalisable.
{¢) Déterminer les valeurs propres de v.

(d)

(e)

Donner les dimensions des sous-espaces propres de v.
[’endomorphisme v est-il diagonalisable ?

Jusqu’d la fin du probléme, on revient ou cas général ol m est un entier quelconque, supérieur ou égal & 2.

2. Soit u un endomorphisme de E qui admet n valeurs propres distinctes Ap, Ao, ..., A,, et soif (e1,€2,...,en)
une base de E formée de vecteurs propres de u, tels que, pour tout j de [[1,n], u(e;) = Aje;.
n

On considére le vecteur = défini par : z = Z ex.

k=1
(2) Donner, pour tout p de [[0,n —~ 1]}, Pexpression de u*(z) dans la hase (e1,€2,...,en).
n—1
(b) Soit n réels, ap, a1,...,a,—3, tels que Z apuP(z) = 0, et @ le polynome de R[X] défini par :
B p=0
n—1
Q= Zapo. Montrer que, pour tout & de [[1, 7], QG(g) = 0.
p=0

(¢) Déduire de ce qui précéde que v est un endomorphisme cyclique.

3. Dans cette question, on suppose que u est un endomorphisme diagonalisable admettant p valeurs propres
D
distinctes, A1, Az, ..., Ap, avee p < n. On pose H(X)= H(X =A) =X~ A)... (X - Ap).
=1
(a) Calculer (H(u))(zy) lorsque 3, est un vecteur appartenant au sous-espace propre de u associé 4 la valeur
propre Ay.
(b) Pour tout vecteur z de E, calculer (H {(u))(z). Quel est Pendomorphisme H (u)?
(¢) En déduire, en utilisant les résultats de la partie 1, que u n’est pas un endomorphisme cyclique.

4. Conclure.
Partie 3
1. Soit % un endomorphisme de E, nilpotent d’indice n, c’est-a-dire tel que u” = 0 et u?~1 5 (.
(a) Montrer qu’il existe un vecteur = de E tel que la famille (z, u(z),... ,u™ )} soit une famille libre de

vecteurs de .
(b) En déduire que u est un endomorphisme cyclique,
2. On suppose que E est Iespace vectoriel Ry—1{X] des polyndmes réels de degré inférieur on égal & n — 1.

On confondra polynéme et forction pelynomiale associée. On considére les deux endomorphismes I} et A de
E définis par : pour tout P de E, et pour tout z de R, (D(P))(x) = P'(z) et (A(P))(z) = P(z + 1) - P(z),
ot P’ désigne la dérivée de P.

(a) En utilisant la question précédente, montrer que D est cycligue.

(b) Montrer que A est un élément de C (D).

(c) En déduire qu’il existe un polynome @ tel que A = Q(D).

(d) A aide de la formule de Taylor, exhiber un tel polynéme.




