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L’épreuve comprend deux problémes indépendants
Probleme 1

Dans tout ce probléme, n désigne un entier naturel supérieur ou égal a1 et M., (R) désigne I’espace vectoriel
des matrices carrées réelles d’ordre n.

On note (e1, €2, - - -, €n) la base canonique de R™.

On dit qu’une matrice M de M,,(R) est nilpotente s’il existe m € N* tel que M™ = 0 le plus petit entier
p tel que MP = 0 s’appelle I'indice de nilpotence de M.

Soit u et v deux endomorphismes de R™. On désigne par [u,v] I’endomorphisme de R™ défini par
[u,v] =uov—vou.
Si A et B sont deux éléments de M, (R), on définit de méme [A, B] = AB — BA.

La matrice A de M,,(R) étant fixée, on note ® 4 I’application qui, a toute matrice M de M,,(R), associe
[A, M]; ainsi :
D4(M)=AM — MA.

Partie 1
On suppose dans cette partie que n = 2 et que A est la matrice de M3 (R) définie par A = ( i 1 > .
On rappelle que la base canonique de M3 (R) est constituée des quatre matrices :
10 01 00 00
g~ (o o) 2= (5 o)} 2= (1 5) =5 )
1. Montrer que ® 4 est un endomorphisme de M(R).

2. Déterminer les valeurs propres et les sous-espaces propres de A.

3. 2) Déterminer une matrice D diagonale et une matrice P inversible, d’inverse P~ ltellesque A = PDP~L.
(On choisira pour P une matrice dont les termes de la premiére ligne sont tous les deux égaux a 1).

b) Déterminer P~ 1.



4. Déterminer la matrice J de My4(R), matrice de ® 4 dans la base canonique de M3(R).

- 1 1 1 -1
5.a)0nposeF1=(_l1 11>,F2=<_1 _1>’F3=<1 _1>'

Montrer que B = (A, F1, F2, F3) est une base de M3(R).
b) Donner la matrice de ® 4 dans la base B et en déduire que ® 4 est diagonalisable.

Partie 2
On suppose toujours n = 2 et on pose A = <g 2) ou a et b sont deux réels distincts. Dans cette
partie, A est une matrice de My (R) admettant a et b comme valeurs propres, et on considére toujours
I’endomorphisme ® 4 défini par ® 4 (M) = [A, M] = AM — M A.
1. a) Justifier I’existence d’une matrice () inversible telle que A = QAQ L.

b) Soit M et N deux matrices de M3 (R) telles que N = QM Q. Montrer que [A, N] = Q[A, M]QL.
2. Pour tout entier ¢ de [1,4], on pose K; = QE;Q!, ou (E1, Es, Es, E,) désigne toujours la base
canonique de M (R).

a) Montrer que (K71, K2, K3, K4) est une base de M3 (R).

b) Calculer, pour tout ¢ de [1,4], [A, E;] en fonction de a, b et E;.

c) Montrer que, pour tout  de [1, 4], K; est vecteur propre de ® 4.

d) En déduire que ® 4 est diagonalisable et donner ses valeurs propres.
3. a) Montrer que (K7, K4) est une base du noyau de ® 4, noté Ker(® 4), et que (K2, K3) est une base de
I’image de ® 4, notée Im(P 4).

b) Montrer que Ker(®4) NIm(®4) = {0}.

c) Vérifier que I € Ker(®4) et en déduire qu’il n’existe pas de matrice M de My (R) telle que
[A, M] = I,.

Partie 3
On revient dans cette partie au cas général oi n est un élément quelconque de N*, et on considére toujours
I’endomorphisme ® 4 défini par ® 4 (M) = [A, M], o A est une matrice fixée de M,(R).

On s’intéresse aux matrices M de My (R) vérifiant &4 (M) = M.

1. Montrer, a I’aide d’un raisonnement par récurrence, que si ® A(M) = M, alors, pour tout k de N,
S 4(M*) = kEM*.

2. En déduire que si ® 4 (M) = M, alors M est une matrice nilpotente et que son indice de nilpotence p est
tel que p < n?.

3. Soit toujours M telle que ¢ 4(M) = M et p son indice de nilpotence.

a) On suppose que p # 0, et on considere une matrice X de M., ; (R) telle que MP~1X £ (0), oit (0) est
la matrice nulle de M, ; (R). Montrer que la famille (X, M X, M2X,..., MP~1X) est une famille libre
de vecteurs de M, 1(R).

b) En déduire que 'ona p < n.

Partie 4
Pour toute matrice A de M, (R) de terme général (a; ;), on définit la trace de A, notée tr(A), par :

tr(A) = Y a;,; (somme des éléments diagonaux de A).

i=1
1. a) Montrer que I’application qui, a toute matrice A de M,,(R) associe sa trace, est une application linéaire
de M, (R) dans R.
b) Montrer que, pour toutes matrices A et B de M, (R), on a: tr(AB) = tr(BA).
¢) En déduire que deux matrices semblables ont la méme trace.
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d) Montrer qu’on ne peut pas trouver deux matrices de M, (R) telles que [A, B] = I,,.

2. On considere dans cette question E = R[X], I’espace vectoriel des polynémes a coefficients réels.
Soit f et d les deux endomorphismes de E tels que, pour tout polyndme Rde E,ona: f(R)(X) = XR(X)
etd(R)(X) = R'(X), od R’ désigne le polyndme dérivé de R.

a) Calculer, pour tout R de E, [d, f](R). Quel est I’endomorphisme [d, f] ?

b) Ce résultat est-il en contradiction avec celui de la question 1 ?

Probleme 2
Préliminaire
Soit X une variable aléatoire a densité, dont une densité f est nulle sur R* et continue sur R, ; on note F
la fonction de répartition de X.

On pose, pour tout z de R4 : ¢(z) = / tf(t)dt.
0
T
1. Montrer que, pour tout z de Ry, ona: ¢(z) = / [1—F(t)]dt — z[1 — F(z)].
0

+oo
2. On suppose dans cette question que ’intégrale / [1 — F(t)] dt est convergente.
0

a) Montrer que ¢ est dérivable sur R . En désignant par ¢’ la dérivée de ¢, calculer pour tout z positif,
¢'(z), et en déduire les variations de ¢ sur R ..

b) Justifier le fait que ¢ admet une limite finie en +oo, et en déduire que X admet une espérance
mathématique, que 1’on notera F(X).

+oo
¢) Montrer que lirf z[1 — F(z)] = 0, et en déduire que F(X) = / (1 — F(t)] dt.
T—1T00 0

Dans toute la suite du probléme, n désigne un entier naturel supérieur ou égal a 1, et on considere n variables
aléatoires X1, X», ..., X, définies sur le méme espace probabilisé (2, A, P), indépendantes, qui suivent
toutes la loi exponentielle de parametre A > 0.
On définit la variable aléatoire S,, par :

Sn = sup(Xy,...,Xn). Ainsi, Vw € Q, S, (w) = max(X; (w), ..., Xn(w)).

Partie 1

1. a) Déterminer la fonction de répartition F;, de S,,.
b) En déduire que S,, est une variable aléatoire a densité, et déterminer une densité f,, de Sy,.

2. a) Montrer que I’'intégrale / [1 — F,(t)] dt est convergente (on ne cherchera pas a calculer cette
0
intégrale).

b) En déduire que S,, admet une espérance mathématique, notée E(.S,,).

Partie 2

L objectif de cette partie est de trouver une expression simple de F(S,,) par deux méthodes différentes, et
de donner un équivalent de F(S,,) quand n tend vers +oo.

Premiére méthode

n -1 k—1 n
1. Montrer que E(S,) = 1 () e .
=3 ()
1 RPRY
2. Justifier la convergence de I’intégrale / 1—_——(133—11— dz et établir la relation :
0

1 n
E(S,) = %/(; 1-Q0=2"

T
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n

3. Montrer que E(S,,) = }\ >
k=1

==

Deuxieme méthode
On pose, pour tout z de Ry, I,(z) = / F.(t)dtet J,(z) = / tfn () dt.
0 0

4. a) Etablir, pour tout = de R et pour tout entier n supérieur ou égal a 2, la relation de récurrence :

In(z) = In_1(z) — 1 E_K:’EZ
7 Fk(:c)
o

b) En déduire que, pour tout z de R et pour tout entier n de N*, I,,(z) =z — % >

c) Pour tout = de R et tout n de N*, exprimer J,,(z) en fonction de F),(z) et de I,(z).
d) Déduire de ce qui précéde que F(S,,) existe, et retrouver I’expression obtenue dans la question 3. de
cette partie.

<In(k+1)-Ink <

?r‘l»—-

5. a) Etablir, pour tout k& de N*, ’encadrement : % _}_

p_\

<1+Inn.

M:
A=

b) Montrer que, pour tout n de N*,ona:lnn <
k=1

c) En déduire un équivalent de E(.S,,) quand n tend vers +oo.

6. a) Montrer que la série de terme général u; = % + Ink — In(k + 1), pour k appartenant a N*, est
convergente.

b) En déduire que la suite de terme général E(S,,) — ln n, pour n appartenant a N*, est convergente.



