Les calculatrices sont interdites.

N.B. : Le candidat attachera la plus grande importance &atéec a la précision et a la concision
de la rédaction.
Si un candidat est amené a repérer ce qui peut lui seratsieuhe erreur d’énoncé, il le signalera sur
sa copie et devra poursuivre sa composition en expliquamalsons des initiatives qu'il a été amené
a prendre.

PREAMBULE : Les deux parties qui composent ce sujet sont indéperglanigeuvent &tre traitées
par les candidats dans un ordre quelconque.

Partie | : Automates et langages

Le but de cet exercice est I'étude des propriétés deefajpon de déterminisation d’'un automate.
Cette opération a été étudiée dans le cadre du coulgrdieela, les réeponses aux questions doivent
étre compléetes. Une simple réference au contenu discmusuffit pas.

1 Automate fini

Pour simplifier les preuves, nous nous limiterons au cas utesrates finis semi-indéterministes,
c’est-a-dire les automates finis non déterministes quiargiennent pas de transitions instantanées
(oue-transitions). Les résultats eétudiés s’étendent anecdes automates finis quelconques.

1.1 Representation d’'un automate fini

Déf. I.1 (Automate fini semi-indéeterministe) Soit I'alphabetX (un ensemble de symboles), sbit
le symbole repgsentant le mot vide\(¢ X), soit X* 'ensemble contenant et les mots compés
de fquences de symboles de(doncA € X*), un automate fini semi-irdderministe surX est un
quintupletA = (Q, X, I, T,~) compog de :

— Un ensemble fini @tats :Q) ;
Un ensemble @tats initiaux :/ C Q;
Un ensemble @états terminaux 7 C Q) ;
— Une relation de transition confondue avec son graphec @ x X x Q.

Pour une transitioffo, e, d) donnée, nous appelond’origine de la transitione I'étiquette de la
transition et/ la destination de la transition.

Remarquons que est le graphe d’une application de transitibon @ x X — P(Q) dont les
valeurs sont définies par :

Yoe @, Vee X, 6(o,e) ={de Q] (o,¢d) €~}

La notationy est plus adaptée quea la formalisation et la construction des preuves dansdeeca
des automates indéterministes.

1/21



Déf. 1.2 (Automate fini déterministe) SoitA = (Q, X, I, T, ) un automate fini semi-irdderministe,
A est ceterministe si et seulement si :

card(I) =1
Vo € Q,Vx € X,card({d € Q| (0o,z,d) € v}) <1

1.2 Representation graphique d’'un automate

Les automates peuvent étre représentés par un schéraatdas conventions :

les valeurs de la relation de transitigisont représentées par un graphe orienté dont les nceuds
sont les états et les arétes sont les transitions;

un état initial est entouré d’un cergle);

un état terminal est entouré d’'un double ce;

un état qui est a la fois initial et terminal est entouténdriple cercl;

une aréte étiquetée par le symbole X va de 'étato a I'étatd si et seulement Sb, e, d) € ~.

Exemple 1.1 L'automatef = (Q, X, ,T,~) avec :

Q={A B,C,D}
X ={a,b}
I={A, B}

T ={D}

v=A{(4,a,B),(A,a,C),(B,b,C),(C,a,D),(D,a,C),(D,a,D),(D,b, D)}
est repeseng par le graphe suivant :

1.3 Langage reconnu par un automate fini
Soity* I'extension dey a @ x X* x @ définie par :
Vg€ Q, (¢,A,q) €7

Ve € X,
Ym e X*,
Yo € Q,
Vd € Q,

Soit X un alphabet, un langage siirest un sous-ensemble dg.
Le langage suX reconnu par un automate fini est :

(0,e.m,d) € v* < g € Q, ((0,¢,9) € 7) A ((g,m, d) € 7)

LA)={me X*|Joel, IdeT, (o,m,d) €~}

Question I.1 Donner sans la justifier une expressiocgguliere ou ensembliste repsentant le lan-
gage surX = {a, b} reconnu par l'automate de 'exemple I.1.
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2 Determinisation d’'un automate

2.1 Relation de transitionétendue

La relation de transitiony définie sur des état9 peut étre étendue a des ensembles d’états de
P(Q) de la maniére suivante :

Déf. 1.3 (Relation de transition étendue) Soity C @ x X x @ une relation de transition sur I'en-
semble cetatsQ et I'alphabetX, la relation étendued P(Q), [7] € P(Q) x X x P(Q) est cfinie
par :

YO € P(Q),
Yoe 0,3de Q,(o,x,d)ey=deD
vz € X, (O’x’D>€M©{VdeD,Hon,(o,x,d)Ev
VD € P(Q),
2.2 Definition

Soit 'opération interne sur les automates finis semetedhinistes définie par :

Déf. 1.4 (Déterminisation d’un automate) SoitA = (Q, X, I, T, v) un automate fini semi-irederministe,
lautomate[A] = ([Q], X, [{], [T], [y]) qui résulte de la 8terminisation ded est ckfini par :

(@] € P(Q)
[Ql={a€P(Q)|me X*,(I,m,q) € H]'}
{f] ={I}

Question 1.2 En consi@rant 'exemple 1.1, construire I'automaf€] (seuls lestats et les transitions
utiles, c’esta-dire accessibles depuis légats initiaux, devrongtre construits).

Question 1.3 Donner sans la justifier une expressicgguliere ou ensembliste repsentant le lan-
gage surX = {a, b} reconnu par 'automatéf|.
2.3 Propriétées

Question 1.4 Montrer que : siA est un automate fini semi-igterministe alorg.4] est un automate
fini deterministe.

Question 1.5 Montrer que :

VO € [Q]

Yy . Yoe O,3d € Q,(o,m,d) ev*=de D
vme X', (O.m D)€ @{VdeD Hoeggomd))ejy*
VDG[Q], ’ ) ’ )

Question 1.6 Soit.A un automate fini semi-irdderministe, montrer que :

VYm e X* m € L(|A]) & m € L(A)

Question 1.7 Quelle relation peut-on enéatluire entrelL([A]) et L(A) ?
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Partie Il : Algorithmique et programmation en CaIML

Cette partie doit étre traitée par les étudiants qui ¢ilisé@ le langage CaML dans le cadre des ensei-
gnements d’informatique. Les fonctions écrites deveirg fécursives ou faire appel a des fonctions
auxiliaires récursives. Elles ne devront pas utilisenstiiuctions itératives or , whil e, ...) nid

références.

Une image numeérique est constituée de points disjoistselis (abscisse et ordonnée daipDe
nombreuses techniques de traitements d’images reposéatsmstruction du contour de I'enveloppe
convexe d'un ensemble de points distincts. Les technigsgsllis courantes reposent sur un parcours
de tous les points de I'ensemble pour construire le contoei est colteux en temps d’exécution.
Nous allons étudier une approche qui permet de réduiremebne de points parcourus lors de la
reconstruction d’un contour apres I'ajout ou le retraitrdpoint ainsi que lors de la fusion de deux
contours. Cette approche est dérivée de la structurbrd’dinaire de recherche adaptée a un espace
a deux dimensions. Elle consiste a construire les arbmes@pants inferieurs et supérieurs pour les
points de I'ensemble puis a extraire la partie convexe desleontours.

Nous considérerons dans le sujet des ensembles de poirttéedabscisses et les ordonnées sont
toutes differentes. L'approche étudiée peut étreégélisée a des ensembles quelconques. Cette
contrainte de séparabilité se définit de la manieressue/:

~—+

Déf. II.1 (Points sparables) Soit un ensemble de point, les points deP sont €parables si €
seulement si :

V(x1,y1) € PV(12,2) €EP, 01 =22 & Y1 = 12

Tous les ensembles de points considérés par la suite &oartables.

1 Représentation du probeme

1.1 Notations

Nous nous plagons dans un espace euclidien orienté dasiiom2 muni d’'un reperéO, 7, 7).
— (p, q) représente la droite passant par les pgirgsg,
— [p, q] représente le segment d’extrémitést q et|p, ¢[= [p,q] \ {p, ¢},

— pqr est 'angle orienté entre les vectegyset ¢, €galement notép, ¢

1.2 Rappels

Déf. 11.2 (Polygone simple) Un polygone simpl@ est une suitép,, . .., p,) d’au moins trois points
appeks sommets. Ces points forment des segments. ;] (avecp,.1 = p1) appeks agtes tels que :
— lintersection de deux &tes qui ne sont pas adjacentes est vide,
— lintersection de deux &tes adjacentes estduitea leur extémie commune,
— les extemiés de deux dtes adjacentes ne sont pas akgs.
La réunion des &tes du polygon® s’appelle le contour dé.
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Déf. 11.3 (Int érieur d’un polygone) Un polygone simpl@ sépare le plan en trois@gions :
— le contour deP,
— une Egion borree, l'intérieur deP,
— une Egion non boree, I'exérieur deP,

Le contour constitue la frorgre entre I'inérieur et I'exérieur deP.

Théoreme 1.1 SoitP un polygone simple, soieptet ¢ deux points distincts du plan qui n’appar-
tiennent pas au contour de et tels que le nombre d’intersections entre le segent et le contour
deP est fini, alors le nombre d’intersections entreq| et le contour deP est pair si et seulement si
p etq sont tous les deux dans le&éme Egion du plan @limitee par le contour dé.

Déf. 11.4 (Enveloppe convexe)SoitP un ensemble de points; I'enveloppe convex® deoteelq(P),
est le plus petit des ensembles convexes contégpaians le cas 0 P est un ensemble fini, ce
gue nous supposons dans la suite, nous admettron§ 4@ est la r'eunion du contour d’un poly-
gone convexe et de sonénieur; ce polygone convexe est caitse par ses sommets : une suite
S = (s1,...,8,) compoge de points d@, appeks par extension les sommets&ié¢P). Les points
de&:(P) sont alors des barycentréscoefficients positifs des points 8ec’esta-dire :

p e gC(P) 54 El{mi}ie[lm,mi 2 0, Zmi §é 0, Zmﬂfz = 6)
1=1 1=1

Les points de la suit§ sont ordon@s de maréirea ce que :
— les segments;, s;11] sont les aétes du polygone convexe (avgG, = s), ils forment une
ligne polygonale : le contour du polygone,
— le contour du polygone est positif, c’estdire oriene dans le sens direct.

Exemple 1.1 Le sclema suivant regsente en hachéarl’enveloppe convex&:(P) d'un ensemble
de pointsP = {(0,3),(1,0),(2,8),(3,6),(4,9),(5,2),(6,1),(7,4),(8,5), (9,7)}. Les sommets de
Ec(P) sontS = ((1,0),(6,1),(9,7),(4,9),(2,8),(0,3)).
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1.3 Codage en CaML

Un point est représenté par un couple d’entiers :
type point == int * int;;
Un ensemble, une liste, une suite de points sont repEseat”une liste de points :
type suite = point list;;
Exemple 11.2 L'ensemble de pointB de I'exemple II.1 est refaseng par la liste :
[ (0,3);(1,0);(2,8);(3,6);(4,9);(5,2);(6,1);(7,4);(8,5);(9,7) ]
La suite des sommets de I'enveloppe convexe dst repesenge par la liste :
[ (1,0);(6,1);(9,7);(4,9);(2,8);(0,3) ]

Question I1.1 Ecrire en CaML une fonctioconpar er de typepoi nt -> point -> bool
telle que I'appel( conparer pl p2) renvoie la valeur vraie spl etp2 ont les némes compo-
santes et faux sinon.

Question 11.2 Ecrire en CaML une fonctiomai | | e de typesuite -> int telle que I'appel
(taill e e) renvoie le nombre de points contenus dans la slite

1.4 Produit croisé et fonctions trigononetriques

Déterminer la convexité d’une figure repose sur des petgsitrigonomeétriques dont le calcul
informatique est en général colteux et source de norebsaapproximations. Pour éviter leurs utili-
sations, nous allons exploiter le produit croisé qui pefaeomparaison d’angles entre vecteurs sans
calculer effectivement ces angles.

Déf. 11.5 (Produit crois€) Le produit croi€ de trois point®, ¢ etr estégal au &terminant dans une
base orthonormale directe des vectetipset g7, c’esta-dire : [p, ¢, ] = Det(qp, qr°).

Question 1.3 Soientp, g etr trois points distincts; montrer que :
1. [p,q,7] > 0 < pgr €10, 7|,
2. [p,q,r] <0< pgr €]r, 27,
3. [p,q,r] = 0 & p, g etr sont aligreés,

Question 1.4 Ecrire en CaML une fonctionr oi se de type
poi nt -> point -> point -> int tellequel'appelcroise p q r) renvoie la valeur
de[p,q,r |
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1.5 Separation du plan par une droite

Déf. 11.6 Soit D une droite qui n'est pas parallea I'axe des ordon@es, soieny et d deux points
de D tels que I'abscisse dg est strictement igfrieurea I'abscisse del. L'ensemble des points au-
dessus de la droité est{p | dgp €]0, [}, 'ensemble des points au-dessous de la draitest

{p | dgp €]m, 2n[}.

Théoreme 1.2 Un polygoneS de sommetssy,...,s,) est convexe si et seulement si, pour toute
aréte([s;, s;11], les autres sommets desont, soit tous au-dessus, soit tous au-dessous par rapport
la droite (s;, s;11)-

Question 11.5 Ecrire en CaML une fonctioeepar at i on de type
point -> point -> suite -> (suite * suite * suite) telle que I'appel
(separation p g e) renvoieuntripletdeliste6 s, i, a) compoges de tous les points de
'ensemblee qui :

— sont distincts de etq,

— se trouvent au-dessus de la drd(te, q) pour la listes,

— se trouvent au-dessous de la drdiie, q) pour la listei ,

— appartiennend la droite( p, q) pour la listea.
Cette fonction devrétre récursive ou faire appel des fonctions auxiliairegxcursives.

Question 1.6 Calculer une estimation de la compléxie la fonctiorsepar at i on en fonction de
la taille de 'ensemblee. Cette estimation ne prendra en compte que le nombre d’appeursifs
effectes.

2 Deéecomposition en sous-prol@dmes disjoints

Pour permettre la représentation d’'un ensemble de p@ingsr un arbre pour construire effi-
cacement le contour de I'enveloppe convéé€P), nous allons décomposer cet ensemble en deux
sous-ensembles disjoints séparés par la droite rekapbint le plus a gauche et le point le plus
a droite de I'ensemble. Nous construirons ensuite I'agimeeloppant inférieur qui correspond aux
points au-dessous de la droite et I'arbre enveloppantr&up&ui correspond aux points au-dessus de
la droite.

Déf. 11.7 (Point le plus a gauche, le plusa droite) Dans les hypotbses de cettétude, le point le
plusa gauche, respectivement le pkuslroite, est celui dont I'abscisse est la plus petite, retipe-
ment la plus grande.

Question 11.7 Ecrire en CaML une fonctioaxt r enes de typesui te -> (poi nt * point)
telle que lI'appel( ext remes e), sur un ensemble non vide de poinéparablese, renvoie un
couple de point¢ g, d) de I'ensemblee. Le pointg, respectivemerd, doit étre le point le plus
gauche, respectivemeatdroite, des points de. Cette fonction devrétre recursive ou faire appel
des fonctions auxiliairesacursives.

Question 1.8 Soit? un ensemble de points, s6itc P, respectivemenb € P, le point le plusa
gauche, respectivemeatdroite, dePP, montrer ques et D sont des sommets de I'enveloppe convexe
Ec(P).
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Théoreme I1.3 Soit? un ensemble de points; soient :
— @G, respectivemenb, le point le plusa gauche, respectivement le pRusroite, deP,
— Ps les points au-dessus de la dro{i&, D),
— Pz les points au-dessous de la droi&, D),
— Pgp les points deéG, D],
alors{G} U Pz U{D} U Ps U Pgp forme une partition de®
eté’c(P) = 55({G, D} U 7)3) U gc({G, D} U PI)

Exemple 11.3 L'ensemble de pointB de I'exemple II.1 est partitiorénen :

—G=(0,3)

~D=(9.7)

- Pr= {(170)7 (572)7 (67 1)7 (77 4)7 (875)}
- gS = {(278>7 (376>7 (47 9>}

3 Structure d’arbres enveloppants

L'utilisation de la structure d’arbre enveloppant permetréduire la complexité en temps de
calcul de I'opération de construction du contour de I'dappe convexe d’'un ensemble de points.
Dans ce butPs U {G, D}, respectivemeriPz U {G, D}, doit étre organisé sous la forme d’un arbre
enveloppant supérieur, respectivement inférieur. Nmusaiterons par la suite que le cas inférieur car
le cas supérieur s’obtient ensuite par symeétrie.

3.1 Arbres binaires de points

Un ensemble de points peut étre implanté par un arbrerbiraiutilisant les étiquettes des noeuds
pour représenter les points contenus dans I'ensemble.

3.1.1 Definition

Déf. 11.8 (Arbre binaire de points) Un arbre binaire de pointg est une structure qui peut sd@tre
vide (no€éef), soitétre un nceud qui contient un point cométijuette (nade&(a)), un sous-arbre
gauche (n@&G(a)) et un sous-arbre droit (nétD(a)) qui sont tous deux des arbres binaires de points.
L'ensemble de tous les nceuds de 'arbrest noé N (a).

Exemple 11.4 (Arbres binaires de points) Voici deux exemples d’arbres binairéiqueés par des
points (les sous-arbres vides fils des nceuds ne sont pa&se@s) :
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3.1.2 Profondeur d’'un arbre

Déf. 11.9 (Profondeur d’'un arbre) Les branches d’un arbre relient la racine aux feuilles. La{r
fondeur d’'un arbreA estégale au nombre de nceuds de la branche la plus longue. Nowdgdeons
| Al

Exemple 1.5 (Profondeurs) Les profondeurs des deux arbres binaires de I'exemple dhd iespec-
tivement 3 et 4.

Question 11.9 Donner une éfinition de la profondeur d’un arbre en fonction dé), G(a) etD(a).

Question 11.10 Consicerons un arbre binaire de points reggentant un ensemble contenargoints
distincts. Quelle est la forme de I'arbre dont la profondest maximale ? Quelle est la forme de
I'arbre dont la profondeur est minimale ? Calculer la profigur de I'arbre en fonction de dans ces
deux cas. Vous justifierez vasponses.

3.1.3 Repesentation des arbres binaires en CaML

Un arbre binaire de points est représenté par le type CaML :
type arbre = Vide | Noeud of arbre * point * arbre;;

Dans l'appelNoeud( fg, p, fd), les parametregg, p etfd sont respectivement le fils
gauche, I'étiquette et le fils droit de la racine de I'arbreéc

Exemple 1.6 Le terme suivant

Noeud(
Noeud(
Vi de,
(8,5),
Noeud( Vide, (4,6), Vide)),
(5,2),
Noeud(
Noeud( Vide, (6,1), Vide),
(7,3),
Vi de))

est alors assoéiau premier arbre binaire ref@sené graphiquement dans I'exemple 11.4.

3.1.4 Profondeur d’'un arbre binaire de points

Question 11.11 Ecrire en CaML une fonctiopr of ondeur detypear bre -> i nt telle que I'ap-
pel ( pr of ondeur a) renvoie la profondeur de I'arbre binaire de poings Cette fonction devra
étre recursive ou faire appel des fonctions auxiliairescursives.
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3.2 Arbres enveloppants inérieurs

Déf. 11.10 (Arbre enveloppant inférieur) Un arbre enveloppant igfieur est un arbre binaire de
points tel que :
— son fils gauche, s'il existe, est un arbre enveloppaiétietr,
— son fils droit, s'il existe, est un arbre enveloppanénrur,
— lesétiquettes de ses deux fils ont une ordesugrieurea celle de soretiquette,
— lesétiquettes de tous les nceuds de son fils gauche, s’il exigtene abscisse iafieurea celle
de sorétiquette,
— lesétiquettes de tous les nceuds de son fils droit, s'il existejrenabscisse sé@pieurea celle
de sorétiquette.

Exemple 11.7 (Arbre enveloppant inferieur) Le deuxéme arbre de I'exemple 1.4 est un arbre en-
veloppant inérieur.

Question 11.12 Construire I'arbre enveloppant iéfieur pour les points de I'ensembie U {G, D}
correspondané I'exemple 11.3

Question 11.13 Exprimer la cefinition 11.10 sous la forme d’une proj@te AE1(a) qui indique que
a est un arbre enveloppant frfieur. Vous pouvez utiliser pour cefleet les fonctions &finies sur les
arbres binaires de point§ etD et .

4  Application au calcul d'une enveloppe convexe

Déf. 11.11 (Contour direct d'un arbre enveloppant) Le contour direct d’un arbre enveloppant est
une suite de points compEs des points de la branche la plaigauche et des points de la branche la
plusa droite. Ces points sont ni@rotés dans le sens direct. Pour un arbre envelopparé@riatr, le
premier point est le point le plusgauche, le dernier point est le point le pslroite. La branche la
plusa gauche est nu@notee de haut en bas. La branche la pludroite est nurarotee de bas en haut.

Exemple I1.8 La suite de points suivante est le contour direct du secohceate I'exemple 11.4 :

((0,3),(1,2), (4,0),(7,4),(9,9))

SoientG et D deux points, soiP un ensemble de points tel qug respectivemenb, soit le point
le plus & gauche, respectivement le plus a droiteP?det que tous les points de \ {G, D} soient
au-dessous de la droité’, D). SoitC le contour direct de I'arbre enveloppant inférieur conista
partir deP.

Question 11.14 Montrer queC est un polygone tel que tous les pointsRisoienta I'intérieur ou sur
le contour de ce polygone.

Question 11.15 Ecrire en CaML une fonctiodevel opper de typear bre -> suit e telle que
'appel (devel opper a) renvoie le contour direct de I'arbre enveloppanténtur a. L'algo-

rithme utilise ne devra parcourir au plus qu’une fois I'arbre. Cette foantdevraétre recursive ou
faire appela des fonctions auxiliairescursives.

Question 11.16 Montrer que les sommets de I'enveloppe convex& degppartiennent au contour
directC.
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Question 11.17 Soientp,,, p,+1 €tp,.2 3 points conécutifs du contou€, montrer que
Si [P, Pnt1, Pnie) = 0 alorsp, 1 n'est pas un sommet di(P).

Question 11.18 Soit la sous-suite maximale detelle que pour tout tripletp,,, p,11, pni2) de points
congcutifs de cette sous-suitg,,, p,+1, pnr2] < 0. Montrer que cette sous-suite €gfalea la suite
des sommets d&(P).

Question I1.19 Ecrire en CaML une fonctiofi | t r er de typesuite -> suit e telle que I'ap-
pel(filtrer s) renvoie la suite des sommets de I'enveloppe conves® des désigne la suite
des points constituant le contour dire€t Cette fonction devré&tre récursive ou faire apped des
fonctions auxiliaires gcursives.

5 Opeéerations sur un arbre enveloppant inkrieur

5.1 Recherche dans un arbre enveloppant igfieur

Une premiere opération consiste a déterminer si ureaghveloppant inférieur contient un point
particulier.

Question I1.20 Ecrire en CaML une fonctionont eni r de typepoi nt -> arbre -> bool
telle que l'appel(contenir p a) renvoie la valeur vraie si I'arbre enveloppant érfeur a
contient le pointp et la valeur faux sinon. L'algorithme utikesne devra parcourir au plus qu’'une
fois I'arbre. Cette fonction devratre recursive ou faire appel des fonctions auxiliairescursives.

Question 11.21 Donner des exemples de valeurs des pataesp et a de la fonctioncont eni r
qui correspondent au meilleur et pire cas en nombre d’appatsirsifs effectes.

Donner une estimation de la compléxdans le meilleur et pire cas de la fonctioant eni r en
fonction du nombre de points daasCette estimation ne prendra en compte que le nombre d’appel
récursifs effectes.

5.2 Ajout d’'un point dans un arbre enveloppant
5.2.1 Scission d’'un arbre enveloppant irérieur

Une deuxieme opération consiste a scinder un arbre @ppeht inférieur en deux selon une abs-
cisse tout en préservant cette structure. Elle produix debres enveloppants inférieurs : celui dont
les points ont des abscisses inféerieures, celui dont legspont des abscisses supérieures.

Question 11.22 Ecrire en CaML une fonctioaci nder de type

int -> arbre -> (arbre * arbre) tellequel'appel sci nder x a) renvoie une paire
d’arbres enveloppants iafieurs dont la prengéire composante est la partie de I'arbre enveloppant
inférieur a contenant les points dont les abscisses sonésepresa x et la seconde composante est
la partie de I'arbre enveloppant igfieur a contenant les points dont les abscisses sonésepres

a x. L'algorithme utili¢ ne devra parcourir au plus qu’une fois I'arbre. Cette foantdevraétre
récursive ou faire appel des fonctions auxiliairescursives.
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5.2.2 Insertion d’un point

Une troisieme opération consiste a insérer un élérdans un arbre enveloppant inférieur en
préservant cette structure.

Question 11.23 Ecrire en CaML une fonctioaj out er de typepoint -> arbre -> arbre
telle que l'appel( aj out er p a) renvoie un arbre enveloppant &rieur contenant les &mes
points que I'arbre enveloppant iafieura ainsi que le poinp. Nous supposons g@ene contient pas
déjap et gu’aucun point da n’a la méme abscisse ou ladme ordonée quep. L'algorithme utili
ne devra parcourir au plus qu’une fois I'arbre. Cette fomctidevraétre récursive ou faire appel
des fonctions auxiliairesacursives.

Question 11.24 Donner une estimation de la compléxdans le meilleur cas de la fonctiap out er
en fonction du nombre de points contenus dan€ette estimation ne prendra en compte que le
nombre d’appelsé&cursifs effectes.
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Partie Il : Algorithmique et programmation en PASCAL

Cette partie doit étre traitée par les étudiants qui difis@ le langage PASCAL dans le cadre des
enseignements d’informatique. Les fonctions écritesra@vétre récursives ou faire appel a des
fonctions auxiliaires récursives. Elles ne devront pdssat d’'instructions itérativesf (or , whi | e,
repeat,...).

Une image numeérique est constituée de points disjoistselis (abscisse et ordonnée daipdDe
nombreuses techniques de traitements d'images reposdatsmstruction du contour de I'enveloppe
convexe d’'un ensemble de points distincts. Les techniaggsgsilis courantes reposent sur un parcours
de tous les points de I'ensemble pour construire le confoei est colteux en temps d’exécution.
Nous allons étudier une approche qui permet de réduiremebne de points parcourus lors de la
reconstruction d’un contour apres I'ajout ou le retraitrdpoint ainsi que lors de la fusion de deux
contours. Cette approche est dérivée de la structurbrd’drinaire de recherche adaptée a un espace
a deux dimensions. Elle consiste a construire les arlmesd@pants inférieurs et supérieurs pour les
points de I'ensemble puis a extraire la partie convexe desleontours.

Nous considérerons dans le sujet des ensembles de poirttéedabscisses et les ordonnées sont
toutes differentes. L'approche étudiée peut étreégélisée a des ensembles quelconques. Cette
contrainte de séparabilité se définit de la maniéressue/:

—

Déf. II.1 (Points sparables) Soit un ensemble de point les points deP sont €parables si €
seulement si :

V(z1,y1) € P,V(22,12) € P, 21 = T2 & y1 = 12

Tous les ensembles de points considérés par la suite &oautables.

1 Représentation du probeEme

1.1 Notations

Nous nous plagons dans un espace euclidien orienté desiiom muni d’un repérdO, 7, 7).
— (p, q) représente la droite passant par les pgirgsg,

— [p, q] représente le segment d’extrémitést q etp, ¢[= [p,q] \ {p, ¢},

— pqr est 'angle orienté entre les vectegyset ¢, €galement notép, ¢

1.2 Rappels

Déf. 11.2 (Polygone simple) Un polygone simpl@ est une suitép,, . .., p,) d’au moins trois points
appeks sommets. Ces points forment des segments, ;] (avecp,+1 = p1) appeks agtes tels que :
— lintersection de deux &tes qui ne sont pas adjacentes est vide,
— lintersection de deux &tes adjacentes estduitea leur extémie commune,
— les extemiés de deux d@tes adjacentes ne sont pas akgs.
La réunion des &tes du polygon® s’appelle le contour dé.
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Déf. 11.3 (Int érieur d’un polygone) Un polygone simpl@ sépare le plan en trois@gions :
— le contour deP,
— une Egion borree, l'intérieur deP,
— une Egion non boree, I'exérieur deP,

Le contour constitue la frorgre entre I'inérieur et I'exérieur deP.

Théoreme 1.1 SoitP un polygone simple, soieptet ¢ deux points distincts du plan qui n’appar-
tiennent pas au contour de et tels que le nombre d’intersections entre le segent et le contour
deP est fini, alors le nombre d’intersections entreq| et le contour deP est pair si et seulement si
p etq sont tous les deux dans le&éme Egion du plan @limitee par le contour dé.

Déf. 11.4 (Enveloppe convexe)SoitP un ensemble de points; I'enveloppe convex® deoteelq(P),
est le plus petit des ensembles convexes contégpaians le cas 0 P est un ensemble fini, ce
gue nous supposons dans la suite, nous admettron§ 4@ est la r'eunion du contour d’un poly-
gone convexe et de sonénieur; ce polygone convexe est caitse par ses sommets : une suite
S = (s1,...,8,) compoge de points d@, appeks par extension les sommets&ié¢P). Les points
de&:(P) sont alors des barycentréscoefficients positifs des points 8ec’esta-dire :

p e gC(P) 54 El{mi}ie[lm,mi 2 0, Zmi §é 0, Zmﬂfz = 6)
1=1 1=1

Les points de la suit§ sont ordon@s de maréirea ce que :
— les segments;, s;11] sont les aétes du polygone convexe (avgG, = s), ils forment une
ligne polygonale : le contour du polygone,
— le contour du polygone est positif, c’estdire oriene dans le sens direct.

Exemple 1.1 Le sclema suivant regsente en hachéarl’enveloppe convex&:(P) d'un ensemble
de pointsP = {(0,3),(1,0),(2,8),(3,6),(4,9),(5,2),(6,1),(7,4),(8,5), (9,7)}. Les sommets de
Ec(P) sontS = ((1,0),(6,1),(9,7),(4,9),(2,8),(0,3)).
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1.3 Codage en PASCAL

Un point est représenté par le type de bdGeNT.

Un ensemble, une liste, une suite de points sont repEseat’le type de basiJl TE.

Nous supposons prédéfinies les constantes et les foadtismantes dont le calcul se termine
guelles que soient les valeurs de leurs parametres. Ei@sqnt éventuellement étre utilisées dans
les réponses aux questions :

— FUNCTI ON P_Creer(a, o: | NTEGER) : PO NT; renvoie un point dont I'abscisse estet

I'ordonnéeo,

— FUNCTI ON P_Abs( p: PO NT) : | NTEGER; renvoie I'abscisse dg,

— FUNCTI ON P_.Ord(p: PO NT) : | NTEGER; renvoie I'ordonnée dp,

— NI L représente la suite vide de points,

— FUNCTI ON S_Aj out er (p: PO NT; s: SUI TE) : SUI TE; renvoie une suite de points com-

posée d’'un premier point et du reste de la suite contenu dans

— FUNCTI ON S_Premi er (s: SUl TE) : PO NT; renvoie le premier point de la suise

— FUNCTI ON S_Rest e('s: SUI TE) : SUI TE; renvoie le reste de la suigeprivée de son pre-

mier point,

— FUNCTI ON S_Juxt aposer (s1, s2: SUl TE): SUl TE; renvoie la suite composée de la

suites 1 suivie de la suite 2.

Exemple 11.2 L'ensemble de pointB de I'exemple II.1 est refaseng par la liste :

S Ajouter( P_Creer(0,3), S Ajouter( P _Creer(1,0),
S Ajouter( P_Creer(2,8), S Ajouter( P _Creer(3,6),
S Ajouter( P_Creer(4,9), S Ajouter( P _Creer(5,?2),
S Ajouter( P _Creer(6,1), S Ajouter( P _Creer(7,4),
S Ajouter( P _Creer(8,5), S Ajouter( P Creer(9,7), NL))))))))))

La suite des sommets de I'enveloppe convexe dst repesenge par la liste :

S Ajouter( P Creer(1,0), S Ajouter( P _Creer(6,1),
S Ajouter( P _Creer(9,7), S Aouter( P _Creer(4,9),
S Ajouter( P _Creer(2,8), S Ajouter( P Creer(0,3), NL))))))

Question 1.1 Ecrire en PASCAL une fonctiaonpar er ( p1, p2: PO NT) : BOOLEAN,; telle que
'appel conpar er (pl, p2) renvoie la valeur vraie 1 etp2 ont les némes composantes et faux
sinon.

Question I1.2 Ecrire en PASCAL une fonctidrai | | e(e: SU TE) : | NTECER; telle que 'appel
taill e(e) renvoie le nombre de points contenus dans la lite

1.4 Produit croisé et fonctions trigononetriques

Déterminer la convexité d’une figure repose sur des petgsitrigonomeétriques dont le calcul
informatique est en général coliteux et source de norabsaapproximations. Pour éviter leurs utili-
sations, nous allons exploiter le produit croisé qui pelaeomparaison d’angles entre vecteurs sans
calculer effectivement ces angles.

Déf. I1.5 (Produit crois€) Le produit croi€ de trois point®, ¢ etr estégal au &terminant dans une
base orthonormale directe des vectetipset g7, c’esta-dire : [p, ¢, ] = Det(qp, qr°).
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Question 1.3 Soientp, g etr trois points distincts; montrer que :
1. [p,q,r] > 0 < pgr €10, 7,
2. [p.q, 1] <0 & pgr €], 2x],
3. [p,q, 7] =0 < p, g etr sont aligres,

Question I1.4 Ecrire en PASCAL une fonctioer oi se(p, q,r: PO NT): | NTEGER; telle que
I'appelcroi se(p, g, r) renvoie lavaleur dép,q,r |.

1.5 Separation du plan par une droite

Déf. 11.6 Soit D une droite qui n'est pas parallea I'axe des ordon@es, soieny et d deux points
de D tels que I'abscisse deg est strictement igfrieurea I'abscisse del. L'ensemble des points au-
dessus de la droit® est{p | dgp €]0, [}, 'ensemble des points au-dessous de la draitest

{p|dgp €]m,2n[}.

Théoreme I1.2 Un polygoneS de sommetss;, ..., s,) est convexe si et seulement si, pour toute
aréte([s;, s;11], les autres sommets desont, soit tous au-dessus, soit tous au-dessous par rapport
la droite (s;, $;11)-

Un triplet de suites de points est représenté par le typjmmdeTRl PLET.

Nous supposons prédéfinies les constantes et les foadtisimantes dont le calcul se termine
guelles que soient les valeurs de leurs parametres. EHi@sqnt éventuellement étre utilisées dans
les réeponses aux questions :

— FUNCTI ON T_Creer(s1, s2,s3: SU TE) : TRI PLET; renvoie untripletdontles éléements

sonts1,s2 ets3,

— FUNCTI ON T_Un(t: TRI PLET) : SUI TE; renvoie le premier €léement de

— FUNCTI ON T_Deux(t: TRI PLET) : SUl TE; renvoie le deuxieme elément te

— FUNCTI ON T_Troi s(t: TRI PLET) : SUI TE; renvoie le troisieme élément de

Question 1.5 Ecrire en PASCAL une fonction
separation(p, g: PO NT; e: SUl TE) : TRI PLET; telle que I'appelsepar ati on(p, g, €)
renvoie un triplefT_Cr eer (s, i, a) de listes comp@ses de tous les points de I'ensemblegui :
— sont distincts de etq,
— se trouvent au-dessus de la drq(te, q) pour la listes,
— se trouvent au-dessous de la drdifg, q) pour la listei ,
— appartiennend la droite( p, q) pour la listea.
Cette fonction devrétre récursive ou faire appel des fonctions auxiliairegcursives.

Question 1.6 Calculer une estimation de la compléxie la fonctiorsepar at i on en fonction de
la taille de 'ensemblee. Cette estimation ne prendra en compte que le nombre d’appeursifs
effectes.

2 Deéecomposition en sous-prol@dmes disjoints

Pour permettre la représentation d’'un ensemble de p@ingsr un arbre pour construire effi-
cacement le contour de I'enveloppe convé€P), nous allons décomposer cet ensemble en deux
sous-ensembles disjoints séparés par la droite rekapbint le plus a gauche et le point le plus
a droite de I'ensemble. Nous construirons ensuite I'agimeeloppant inférieur qui correspond aux
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points au-dessous de la droite et I'arbre enveloppantrsypé&ui correspond aux points au-dessus de
la droite.

Déf. 1.7 (Point le plus a gauche, le plusa droite) Dans les hypothses de cettétude, le point le
plusa gauche, respectivement le pkuslroite, est celui dont I'abscisse est la plus petite, retipe-
ment la plus grande.

Un couple de points est représenté par le type de GasPLE.

Nous supposons prédéfinies les constantes et les foadtisimantes dont le calcul se termine
guelles que soient les valeurs de leurs parametres. Ei@sqnt éventuellement étre utilisées dans
les réponses aux questions :

— FUNCTI ON C.Cr eer (p1, p2: PO NT) : COUPLE; renvoie un couple dontles éléements sont

pletp2,

— FUNCTI ON C_.Un( c: COUPLE) : PO NT; renvoie le premier elément ae

— FUNCTI ON C_Deux( c: COUPLE) : PO NT; renvoie le second élement de

Question 11.7 Ecrire en PASCAL une foncticext r emes( e: SUl TE) : COUPLE; telle que I'ap-
pelext renmes(e), sur un ensemble non vide de poingéparablese, renvoie un couple de points
C.Creer (g, d) del'ensemble. Le pointg, respectivemernt, est le point le plus gauche, respec-
tivementa droite, des points de. Cette fonction devrétre recursive ou faire appel des fonctions
auxiliaires recursives.

Question 1.8 Soit? un ensemble de points, s6itc P, respectivemenb € P, le point le plusa
gauche, respectivemeatdroite, deP?, montrer que’ et D sont des sommets de I'enveloppe convexe
Ec(P).

Théoreme 1.3 SoitP un ensemble de points; soient :
— G, respectivemenb, le point le plusa gauche, respectivement le plusroite, deP,
— Ps les points au-dessus de la dro{i@, D),
— Pz les points au-dessous de la droit&, D),
— Pgp les points deG, D],
alors{G} U Pz U{D} U Ps U Pgp forme une partition de®
eté’c(P) = Ec({G, D} U 7)3) U gc({G, D} U PI)

Exemple 11.3 L'ensemble de pointB de I'exemple II.1 est partitiorénen :

— G =(0,3)
—D=(9.7)

- Pr= {(170)7 (572)7 (67 1)7 (77 4)7 (875)}
- Ps = (278>; (376>7 (47 9>}

— Py =10

3 Structure d’arbres enveloppants

L'utilisation de la structure d’arbre enveloppant permetréduire la complexité en temps de
calcul de I'opération de construction du contour de I'dappe convexe d’'un ensemble de points.
Dans ce butPs U {G, D}, respectivemeriP; U {G, D}, doit étre organisé sous la forme d’un arbre
enveloppant supérieur, respectivement inférieur. Nmusaiterons par la suite que le cas inférieur car
le cas supérieur s’obtient ensuite par symeétrie.
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3.1 Arbres binaires de points

Un ensemble de points peut étre implanté par un arbrerbiraiutilisant les étiquettes des nceuds
pour représenter les points contenus dans I'ensemble.

3.1.1 DeEfinition

Déf. 11.8 (Arbre binaire de points) Un arbre binaire de pointg est une structure qui peut sd@itre
vide (no€e(), soitétre un nceud qui contient un point cométiguette (ndée&(a)), un sous-arbre
gauche (ndG(a)) et un sous-arbre droit (nétD(a)) qui sont tous deux des arbres binaires de points.
L'ensemble de tous les nceuds de 'arbrest noé N (a).

Exemple 1.4 (Arbres binaires de points) Voici deux exemples d’arbres binaireiqueés par des
points (les sous-arbres vides fils des nceuds ne sont p&Esegs) :

Déf. 11.9 (Profondeur d’un arbre) Les branches d’un arbre relient la racine aux feuilles. La{r
fondeur d’'un arbreA estégale au nombre de nceuds de la branche la plus longue. Noudgdeons
| Al

3.1.2 Profondeur d'un arbre

Exemple 1.5 (Profondeurs) Les profondeurs des deux arbres binaires de I'exemple dhd iespec-
tivement 3 et 4.

Question 11.9 Donner une é@finition de la profondeur d’un arbre en fonction dé), G(a) etD(a).

Question 11.10 Consicerons un arbre binaire de points reggentant un ensemble contenargoints
distincts. Quelle est la forme de I'arbre dont la profondest maximale ? Quelle est la forme de
I'arbre dont la profondeur est minimale ? Calculer la profigur de I'arbre en fonction de dans ces
deux cas. Vous justifierez vasponses.

3.1.3 Repesentation des arbres binaires en PASCAL

Un arbre binaire de points est représenté par le type deARRRE.

Nous supposons prédéfinies les constantes et les foadtisimantes dont le calcul se termine
guelles que soient les valeurs de leurs parametres. EHi@sqnt éventuellement étre utilisées dans
les réponses aux questions :

— Vi de est une constante de valeNirL qui représente un arbre ou une liste vide;

— FUNCTI ON Noeud(f g: ARBRE; p: PO NT; f d: ARBRE) : ARBRE; est

une fonction qui renvoie un arbre dont le fils gauche, l'‘étige et le fils droit de la racine sont
respectivemeritg, p etf d,
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— FUNCTI ON Gauche( a: ARBRE) : ARBRE; est une fonction qui renvoie le fils gauche de la
racine de l'arbrea ;

— FUNCTI ON Eti quette(a: ARBRE) : PO NT; est une fonction qui renvoie I'étiquette de
la racine de l'arbre ;

— FUNCTI ON Droi t (a: ARBRE) : ARBRE; est une fonction qui renvoie le fils droit de la ra-
cine de l'arbrea.

Exemple I1.6 L'appel suivant

Noeud(
Noeud(
Vi de,
P Creer(8,5),
Noeud( Vide, P _Creer(4,6), Vide)),
P _Creer(5,2),
Noeud(
Noeud( Vide, P_Creer(6,1), Vide),
P Creer(7,3),
Vi de))

renvoie le premier arbre binaire de points ré&gsené graphiquement dans I'exemple 11.4.

3.1.4 Profondeur d'un arbre binaire de points

Question 11.11 Ecrire en PASCAL une fonctigor of ondeur ( a: ARBRE) : | NTEGER; telle que
I'appel pr of ondeur (a) renvoie la profondeur de I'arbre binaire de poirds Cette fonction devra
étre récursive ou faire appel des fonctions auxiliairegxcursives.

3.2 Arbres enveloppants inérieurs

Déf. 11.10 (Arbre enveloppant inférieur) Un arbre enveloppant igfieur est un arbre binaire de
points tel que :
— son fils gauche, s'il existe, est un arbre enveloppaiétietr,
— son fils droit, s'il existe, est un arbre enveloppanénrur,
— lesétiquettes de ses deux fils ont une ordemau@rieurea celle de soretiquette,
— lesétiquettes de tous les nceuds de son fils gauche, s’il exidtane abscisse iafieurea celle
de sorétiquette,
— lesétiquettes de tous les nceuds de son fils droit, s'il existeyramabscisse sé@pieurea celle
de sorétiquette.

Exemple 11.7 (Arbre enveloppant inferieur) Le deuxéme arbre de I'exemple 1.4 est un arbre en-
veloppant inérieur.

Question I1.12 Construire I'arbre enveloppant iéfieur pour les points de I'ensembi U {G, D}
correspondané I'exemple 11.3

Question 11.13 Exprimer la cefinition 11.10 sous la forme d’une proj@te AE1(a) qui indique que
a est un arbre enveloppant #rfieur. Vous pouvez utiliser pour cefleet les fonctions éfinies sur les
arbres binaires de point§ etD et N.
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4  Application au calcul d'une enveloppe convexe

Déf. 11.11 (Contour direct d'un arbre enveloppant) Le contour direct d’un arbre enveloppant est
une suite de points compEs des points de la branche la plaigauche et des points de la branche la
plusa droite. Ces points sont nwarotés dans le sens direct. Pour un arbre envelopparériatr, le
premier point est le point le plusgauche, le dernier point est le point le plslroite. La branche la
plusa gauche est nu@motee de haut en bas. La branche la pludroite est nurarotee de bas en haut.

Exemple I1.8 La suite de points suivante est le contour direct du secohceate I'exemple 11.4 :

((0,3),(1,2), (4,0),(7,4),(9,9))

SoientG et D deux points, soiP un ensemble de points tel qug respectivemenb, soit le point
le plus a gauche, respectivement le plus a droiteP?det que tous les points de \ {G, D} soient
au-dessous de la droité’, D). SoitC le contour direct de I'arbre enveloppant inférieur conista
partir deP.

Question 11.14 Montrer queC est un polygone tel que tous les pointsRisoienta I'intérieur ou sur
le contour de ce polygone.

Question 11.15 Ecrire en PASCAL une fonctiatevel opper (a: ARBRE) : SUI TE; telle que I'ap-
peldevel opper (a) renvoie le contour direct de I'arbre enveloppanténeura. L'algorithme uti-
lisé ne devra parcourir au plus qu’une fois I'arbre. Cette faantdevraétre recursive ou faire appel
a des fonctions auxiliairegcursives.

Question 11.16 Montrer que les sommets de I'enveloppe convexé degppartiennent au contour
directC.

Question 11.17 Soientp,,, p,+1 etp,.2 3 points condcutifs du contou€, montrer que
Si [P, Pnt1, Pnio) = 0 a@lorsp, 1 n'est pas un sommet di(P).

Question 11.18 Soit la sous-suite maximale detelle que pour tout tripletp,,, p,11, pni2) de points
congcutifs de cette sous-suit@,,, p,+1, pn+2] < 0. Montrer que cette sous-suite égfalea la suite
des sommets d&(P).

Question 11.19 Ecrire en PASCAL une fonctidri | t rer (s: SUI TE) : SUI TE; telle que I'appel
filtrer(s) renvoie la suite des sommets de I'enveloppe convex®, des désigne la suite des
points constituant le contour dire€t Cette fonction devratre recursive ou faire appel des fonctions
auxiliaires recursives.

5 Opeérations sur un arbre enveloppant inerieur

5.1 Recherche dans un arbre enveloppant igfieur

Une premiére opération consiste a déterminer si ureaghveloppant inférieur contient un point
particulier.

Question 11.20 Ecrire en PASCAL une fonctiaront eni r ( p: PO NT; a: ARBRE) : ARBRE; telle
qgue I'appelcont eni r ( p, a) renvoie la valeur vraie si I'arbre enveloppant arfeur a contient le
point p et la valeur faux sinon. L'algorithme utissne devra parcourir au plus qu’une fois I'arbre.
Cette fonction devrétre récursive ou faire appel des fonctions auxiliairegcursives.
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Question 11.21 Donner des exemples de valeurs des pataesp et a de la fonctioncont eni r
qui correspondent au meilleur et pire cas en nombre d’appaEtsirsifs effectes.

Donner une estimation de la compléxdans le meilleur et pire cas de la fonctioant eni r en
fonction du nombre de points daasCette estimation ne prendra en compte que le nombre d’appel
récursifs effectes.

5.2 Ajout d’'un point dans un arbre enveloppant
5.2.1 Scission d’'un arbre enveloppant irérieur

Une deuxieme opération consiste a scinder un arbre @ppeht inferieur en deux selon une abs-
cisse tout en préservant cette structure. Elle produix debres enveloppants inférieurs : celui dont
les points ont des abscisses inféerieures, celui dont legspont des abscisses supérieures.

Un couple d’arbre est représentée par le type de BAB&KE.

Nous supposons prédéfinies les constantes et les foadtisimantes dont le calcul se termine
guelles que soient les valeurs de leurs parametres. EHi@sqnt éventuellement étre utilisées dans
les réeponses aux questions :

— FUNCTI ON PA_Creer(al, a2: ARBRE) : PAI RE; renvoie un couple dontles éléements sont

al eta2,

— FUNCTI ON P_Un( p: PAI RE) : ARBRE; renvoie le premier éléement ¢be

— FUNCTI ON C_Deux( p: ARBRE) : ARBRE; renvoie le second elément ge

Question 11.22 Ecrire en PASCAL une fonctiati nder ( x: | NTEGER; a: ARBRE) : PAI RE; telle
que l'appelsci nder ( x, a) renvoie une paire d’arbres enveloppantsénéurs dont la prengre
composante est la partie de I'arbre enveloppanérigur a contenant les points dont les abscisses
sont sugrieuresa x et la seconde composante est la partie de I'arbre envelofppérieura conte-
nant les points dont les abscisses sontesiguresa x. L'algorithme utili$e ne devra parcourir au
plus qu'une fois I'arbre. Cette fonction devédre recursive ou faire appel des fonctions auxiliaires
récursives.

5.2.2 Insertion d’un point

Une troisieme opération consiste a insérer un élérdans un arbre enveloppant inféerieur en
préservant cette structure.

Question 11.23 Ecrire en PASCAL une foncticaj out er ( p: POl NT; a: ARBRE) : ARBRE; telle
qgue I'appelaj out er ( p, a) renvoie un arbre enveloppant &rieur contenant les &mes points que
I'arbre enveloppant irdrieur a ainsi que le poinp. Nous supposons quene contient pas &a p
et qu'aucun point d& n’a la méme abscisse ou lagme ordonae quep. L'algorithme utili ne
devra parcourir au plus qu’une fois I'arbre. Cette fonctidavraétre recursive ou faire appel des
fonctions auxiliaires gcursives.

Question 11.24 Donner une estimation de la compléxdans le meilleur cas de la fonctiap out er
en fonction du nombre de points contenus dan€ette estimation ne prendra en compte que le
nombre d’appelsé&cursifs effectes.
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