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Isométries en dimension 1, 2, 3

Droite Plan Espace
Dimension 1 2 3
Positives | o Id ® Rotation ® Rotation (par rapport a une droite
(dét > 0) M cos O — sin © vectorielle)
Automorphismes ]
orthogonaux, ou 4 L sin6 cos@
isométries vectorielles Négatlves e—1Id o Réflexion o Réflexion
O(B) (dét <0) [ cos® sin® ] ® Rotation o réflexion de plan
. orthogonal a l'axe de la rotation
| sin © —cos O
Déplac. | e Translation ® Rotation ® Rotation o translation de méme

® Translation

axe (vissage)

Isométries affines
Antidépl.

o Réflexion
(symétries
centrales)

o Réflexion

® Composée de 3
réflexions

® Réflexion
e Composée de 3 réflexions
® Composée de 5 réflexions
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15 — Intégration sur un intervalle quelconque

I Fonctions continues intégrables i valeurs positives

I est un intervalle quelconque de R et f € Co(I, R+)

1 — Extension de la notion d'intégrale

Si{ L f,J segment c I } est majorée, f est intégrable sur I, et if= Sup{ L f,] segment 1 }.
Ex :t — 1/t% est intégrable sur [1, +eo[, mais pas sur |0, 1]
Rem : la nouvelle définition est compatible avec la définition de l'intégrale sur un segment.
Interprétation géométrique : Aire sous la courbe.

Ex :t — 1/t n'est pas intégrable sur [1, +oo[.

2 — Caractérisation et calcul pratique

S'il existe une suite de segments (Jn) = ([an, bul)n e v, Croissante (au sens de ©), telle que U Jn = I et (Ln f) est majorée,
alors f est intégrable sur I, et fif=Tlimn v fin
[ DEMO : V Jsegment c [, ne N, J c Jn;¢égalité des intégrales déduite de 2 inégalités |

Rem : Si f est intégrable sur I et (J,) est une suite de segments croissante telle que U J, =1,

alors (Ln f) est majorée par Ji fet limy _, +o Ln f=[f

Ex:i+dt/t2 =1 di/Nt=2

3 — Nature de l'intervalle d'intégration

Séparation des problémes : V a € I, (f intégrable sur I) & (f intégrable sur I N |—oo, a] et sur I M [a, +oo),
et en cas d'intégrabilité, lif=1ln Joo,a] f + lin la, +oo| f (extension de Chasles) [ demo < |
Ex : Jordt/(1+t2\t = t\2/2 [long T |

Intégrabilité de f € Co([a,b[,R 1) be R U { +e}
V ¢ € la, bl, f intégrable sur [a, b[ < f intégrable sur [c, b[, et alors [P f = [,of + [bf
On définit F: x € [a, b[ — [ f (qui est croissante). Les 3 énoncés sont équivalents :

e fintégrable sur [a, b|

e T majorée sur [a, b[

® F(x) a une limite lorsque x — b, et si f intégrable, Jab f=limx ,p F(X)

et si f intégrable, [P f = limx 1, F(x) [ demo facile |
Ex : o+ dt/(1+12) = 1/ 2.
Cas d'un intervalle borné : f majorée sur [a, b[ = f intégrable sur [a, b[ [ demo rapide |
Cas particulier : limy - f(X) = /€ R = fintégrable sur [a, b[ (prolongement par continuité en b)

Cas d'un intervalle non borné : Pour que f soit intégrable sur [a, +oo, il n'est ni nécessaire ni suffisant que f ait une

limite en +oo [ contrexemples : non suffisant : t — 1/t ; nécessaire : triangles ... |
En fait il existe des fonctions non bornées et intégrables sur des intervalles non bornés (triangles).

Intégrabilité sur ]a, b] : mémes résultats. Ex : [o! dt/Vt = 2

II Opérations, méthodes de calcul

1 — Addition
fetge CO(L,RY)
fet gintégrablessurI = f + g intégrable sur I et ! (f+9) = lif+1 Q. [ demo facile |

2 — Produit par un scalaire positif
fe CO(I, Ry). V A e R.*, fintégrable sur I < Af intégrable sur I et [} Af = A [, f.

3 — Ordre

Théoréme de comparaison : f et g € CO(I, R,) telles que f < g. g intégrable = f intégrable, et hie<h €. [ demo facile |

Ex : et* est intégrable sur [0, +oof
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4 — Changement de variable, intégration par parties

On se ramene a une intégrale sur un segment (appelées intégrales définies)
Ex:[i+edt/t2 =1 (changement : u = 1/1)

Ex:for=tetdt = ... (changement : u =Vt puis IPPs )

III Critéres d'intégrabilité

1 — Fonctions de références

t — 1/t% est intégrable sur [1, +oo[< o> 1
t — 1/t% est intégrable sur |0, 1] & o<1 [ demo rapide |

2 — Utilisation des relations de comparaison
fetge Co(a,b[,R:) ;be R U { +oo} ;= 0(g).
g intégrable = f intégrable, et [ f, = O( Q)

f non intégrable = g non intégrable, et [,* f1, = O(f,x Q) [ demo simple |
Mémes résultats avec la relation o et ~.

Ex: f(t) = P)/Q() = (ao + ... + ant")/(bo + ... + bat?) est intégrable sur [0, too[ & p—n > 2.

Intégrale de Bertrand : [ dt/t*|Int| P est définie en O ou +oo pour des valeurs particuliéres de cvetde [ EXOS 19 |
Lemme de Riemann—Lebergue : V f € COPM([a, b, ©), (> f. eint. dt)e y — O [ EXOS 191
Calcul de Jo*= ¢ ~1* dt par encadrements et intégrales de Wallis... —  (11/2) [ EXOS 19]

IV Fonctions a valeurs complexes

1 — Intégrabilité
fe Co(, C) est intégrable sur Isi |f| est intégrable sur 1.
EX : X — sinx/x? est intégrable sur [1, +oof

2 — Structure
On note £:(1, ]) 'ensemble des fonctions continues intégrables de I dans J.
£1(1, ©) est un C — espace vectoriel. £1(I, R) est un R — espace vectoriel. [ demo rapide |

3 — Fonctions a valeurs réelles

Soit f € F (I, R). f est intégrable < f* et f-sont intégrables, et dans ce cas, Lif=lf =)t

Sife L£:(1,R),
Soit (Jun e n Uune suite croissante de segments telle que U J, = 1. Alors fif=lim Ln f. [ ~demo |
Sil=[a,bl :soitF:xe [a,b[ - [xfe R;alors, limy_,, Fx) =i f.

Mais limyx _, - F(x) existe n'implique pas que F soit intégrale sur [a, b[ : x — sin(x)/x [ EXOS 19 ]

4 — Fonctions a valeur complexe

Soit f € F (1, ). f est intégrable < Re(f) et Im(f) sont intégrables, et dans ce cas, [if=[iRe® +1ifi Im(
Sife £i(1,0),

Soit (Jun e n Une suite croissante de segments telle que U J, = 1. Alors fif=lim Ln f.

Sil=[a,bl :soitF:xe [a, bl - [xfe C;alors, limy_,, Fx) = f.

5 — Opérations

L'application fe £,(, C) —» Ji f € C est une forme lincaire.
Ve £,0,0), |Lif] <[i|f]. [ ~demo |

Page 4



MPSI — MATHEMATIQUES 3 — ERIC DAVID (ERIC.DAVID(@M4X.ORG) 16 — MATRICES

16 — Matrices

I Matrice d'une application linéaire

E et F sont des K — espaces vectoriels de dimension finie. Soit n = dim E ; p = dim F.
B = (b1, bz, ..., bn) :base de E ; C = (cy, C2, ..., Cp) : base de F.

1 — Exemple

ide R "+ P"e Ry[X].
On considére P € R4[X] - P'+ P" e R3[X] 012 0 0 Cy
On peut caractériser cette application par la donnée d'un tableau de 0026 0 C
coefficients qui correspondent aux coordonnées des images de la base A=10 0 0 3 12 c,

choisie de R4[X], dans la base choisie de R3[X].
00 0 0 4 Csy

fbo) f(br) f(b2) [f(b3) f(b4)

2 — Cas général

¥ (n, p) € N*2 une matrice de type (p, n) a coefficients dans K est une application (i, j) € N, XN, — o4; € K. Clest
une famille de scalaires indexée par N, X N,. On a I'habitude de représenter les coefficients dans un tableau a p lignes
et a n colonnes.

Notations : M = [a;] M, n(K) désigne l'ensemble des matrices de type (p, n) a coefficients dans K.

3 — Théoréme fondamental

L'application @ : f € £L(E,F) > M = [aij] = Mat(f, B, C) € M, w(K) est une bijection. [ demo ]
OnaVje N, f(b) =X ojci Cette bijection dépend des bases

4 — Matrices particulieres
Si dim E = dim F = n, on parle de matrice carrée. Notation : M,(K) = M, ,(K)

Si f est une forme linéaire, Mat(f, B, (1)) est une matrice ligne.
Siy est un vecteur, on peut construire la matrice colonne Y qui est constituée des coordonnées de y dans B.

5 — Vecteurs lignes, vecteurs colonnes

ieme yecteur ligne de A : vecteur de E
jeme vecteur colonne de A : vecteur de F
Notion de matrice extraite...

II Opérations sur les matrices

1 — Structure d'espace vectoriel de My, 2(K)
D¢éfinition de 1'addition d'apres l'addition de 2 applications linéaires :
V(A = [oij], B = [BijD) € My, o(K)%, A+B = [0 + Bijl
@ est donc un isomorphisme de groupe additif. M, ,(K) devient un groupe additif abélien.
Elément neutre : [0]. Symétrique : —([os;]) = [ —04;]
Définition de 1a loi externe d'apres la loi externe de L(E,F) : V A = [aij] € My, oK),V A e K, AA = [A o]
@ est un isomorphisme d'espace vectoriel. M, ,(K) est isomorphe a £(E, F).
Base de M, 2 (K) : (Ex ;= [8ix & /) est une base de M, ,(K).

2 — Produit de matrices
Définition du produit d'apres la composition dans £(E, F) : V A = [aij] € M, n(K), V B = [Bxil € Mg, ,(K),

on définit B X A = [yl = {Zp“ B, } ( ~Chasles) Ce n'est pas une LCI.
AL
i=1
Disposition pratique : on place B en bas a gauche, A en haut a droite. On place BA en bas a droite.
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Ve LE P,V ge L(F,G), Mat(g o f, Fpase) = Mat(g, Foase, Goase) X Mat(f, Evase, Foase)-
VYAe M, (K),VBe My (K),VCe M, q(K),CxBXxA) =(CxB)xA (sorte d’associativité)
YV (A1, Az, B) € M, n(K)? x Mg, p(K), V (A1, A2) € K2 B(A1 A1 + Az Az) = A1 B A; + A2 B A, (sorte de distributivité)
\v4 (A, B], Bz) S mp,n(K) X mq,p(K)Z, \v4 O\,], 7\,2) S KZ, O\,]B] + 7\,2 Bz)A = )\,] B A+ 7\,2 Bz A.
[ ~demo : on passe par des applications linéaires ]

3 — Ecriture matricielle d'une application linéaire
y={x) & Vie N,y =X ajx

& Y = AX si X est 1a matrice colonne des coordonnées du vecteur x dans B, Y la matrice colonne des
coordonnées du vecteur y dans C, et A = Mat(f, B, C). [ demo rapide |

4 — Produits de matrices par blocs

Si les matrices a multiplier présentent des zones de 0, il peut étre avantageux de les multiplier par blocs.
On ftraite alors chaque sous—matrice comme un scalaire.

5 — Produits de matrices de bases
FngEijZS[i.ij [ demo |
F ;X A est la recopie de la ligne / de la matrice A, dans la ligne k. ( Attention aux dimensions des matrices )
A X Fi; est la recopie de la colonne k de la matrice A, dans la colonne /.
Opérations élémentaires sur les lignes ou les colonnes d'une matrice :

Echanger 2 lignes ou 2 colonnes

Multiplier une ligne ou une colonne par un scalaire non nul

Ajouter a une ligne ou une colonne le produit d'une autre lighe ou d'une autre colonne par un scalaire
Matrice identité d'ordre n, notée I,.

II1 Matrices carrées

1 — L'algebre M (K)

M. (K) est une algebre non commutative (si n > 2) :E12 Ez1 = Eq1 # Ez22 = Ez1 Eq2.

B ML(C) n'est pas intégre. (Centrale2000) Eiz E1r = [0]
Remarque : de toutes facons, integre = commutatif.
Trace d'une matrice : somme des éléments diagonaux. Tr(AB) = Tr(BA) [ EXOS 20

2 — Sous—algebres

a — Matrices triangulaires
Une matrice A = [oyj] € M, (K) est triangulaire supérieure si V (i, j) € Ny?,1>j = o = 0.
Une matrice A = [oyj] € M, (K) est triangulaire inférieure si V (i, j) € N2, i <j= oij = 0.
L'ensemble des matrices triangulaires supérieures et l'ensemble des matrices triangulaires inférieures sont deux sous—
algebres de M, (K). [ demo : stable pour + évident, stable pour X. |
Si A = [ayj] et B = [B i;] sont triangulaires inféricures ou supéricures, alors si BA = [y;;] alors Vi € Ny, Yii= i i

b — Matrices diagonales
Une matrice est diagonale si elle est a la fois triangulaire inférieure et triangulaire supérieure.
Notation : Diag(M, Az, ..., An) Clest une sous—algebre de M, (K) (intersection de 2 sous—algébres)
Diag(A1, Az, ..., Aw) X Diag(iy, Uz, ..., Un) = Diag(A Wi, Az Wz, ..., A Un) — Cette sous—algébre est commutative.
YV k e N*, (Diag(M, Az, ..., An))k = Diag (MK, Ak, ..., Ayk) (utilité pour la composition k fois d'app. linéaires)
Notion d'endomorphisme diagonalisable.

¢ — Matrices scalaires
Une matrice scalaire est une matrice diagonale dont tous les éléments diagonaux sont égaux.
Siu e L(E) est telle que Mat(u, B) = A I, alors u est une homothétie vectorielle de rapport A.
{Ae M,(K),VBe M,(K), AB = BA } est l'ensemble des matrices scalaires. [ demo |
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3 — Matrices nilpotentes
A € M,(K) est nilpotente si I p e N, Ap = [0].
Si A #0, alors A est un diviseur de zéro. [ demo rapide |

4 — Utilisation de la formule du bindéme
V (A, B) € M, (K)2, AB = BA, alors V p € N, (A + B)» = X Ck Ak Brk,

5 — Transposition

Cas général : V A = [aj] € M, (K), on appelle matrice transposée de A, 'A = [Bjile M., ,(K) ot Bji = 0.
L'application A — A est un isomorphisme d'espace vectoriel [ demo : bijection puis morphisme |
VYAe M,,(K),VBe Mgy ,(K), (B A) ='AB. [ demo rapide |

Cas particulier des matrices carrées :

A € ML(K) est symétrique si tA = A. a(K) désigne I'ensemble des matrices symétriques.
A € M, (K) est antisymétrique si 'A = -A. . /,(K) désigne l'ensemble des matrices antisymétriques.
Z(K) et .7 (K) sont deux sous—espaces vectoriels de M, (K) [ interprétés comme le noyau d'une app. linr. |
M.(K) = . /(K) @ . /4(K) [ demo |
Bases: (Eij+ Ejdi<i<j<n U (Ei)i1<i<nest une base de S(K) — qui est donc de dimension n(n+1)/2
(Eij —Ej)1<i <j<nest une base de (K — qui est donc de dimension n(n—1)/2

VAe M),V Xe M,y 1(R), AX[0] < AAX = [0] et rg(A) = rg(tAA) [ EXOS 23 |

IV Matrices carrées inversibles et changement de bases

1 — Matrices carrées inversibles
A € M,(K) est inversible si 3 A' € M, (K), AA' = AA = I,.
Si A € M,(K) est la matrice de f € L(E, F) ot dim E = dim F = n, dans les bases B et C resp., alors
A inversible < f isomorphisme d'espace vectoriel,
et dans ce cas, Mat(f-!, C, B) = A1 = (Mat(f, B, C))-1.
GLy(K) = { Ae M,(K), A inversible } est un groupe multiplicatif isomorphe au groupe des automorphismes de E.
(ce n'est pas un sous—groupe multiplicatif car dans M,(K) il existe des éléments non inversibles).
A € M,(K) inversible a gauche = A inversible ; A inversible & droite = A inversible [ demo app linr + th. rang |
A e ML(K) inversible < (f(by), f(by), ..., f(by)) sont linéairement indépendants.

& ses vecteurs colonnes forment une famille libre.
Les matrices qui inverviennent dans les opérations élémentaires sur les lignes et les colonnes sont inversibles.

2 — Transposition et matrices inversibles
Vv A € M,(K), A inversible < 'A inversible, et dans ce cas, ((A)-1 = H(A1) [ demo rapide |
Corollaire : A inversible < ses vecteurs lignes forment une famille libre.

3 — Matrices de passage
Dans E ev de dim n, on donne l'ancienne base B = (b, ..., by) et la nouvelle base B' = (b'y, ..., b'n).
La matrice de passage de l'ancienne base B vers la nouvelle base B' est la matrice d'ordre n dont les colonnes
comportent les coordonnées des vecteurs de la base B' dans la base B. C'est Mat(Idg, B', B).
P-1 est la matrice de passage de la base B' a 1a base B.
Application pratique : recherche de l'inverse d'une matrice. Si A est inversible, on peut la considérer comme une
matrice de changement de base.
L1 17 1 =1 o Attention : dénominations difficiles & retenir. La conversion possible avec la
matrice se fait en fait de la nouvelle base vers I'ancienne base.

Ex:lo 1 1] =0 1 -1
0 0 1 0 0 0
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4 — Formules de changement de bases

Soit E un ev de dim n, B et B' deux bases de E, x un vecteur de E.
Soit X la matrice colonne des coordonnées de x dans B. Soit X' la matrice colonne des coordonnées de x dans B'.
Soit P = Mat(ldg, B', B) : matrice de passage de B vers B'.

AlorsX=P.X' etX'=P1X [ demo rapide |
X : anciennes coordonnées X ': nouvelles coordonnées (CONNUES)
Soit f € £L(E, P), A' = Mat(f, B', C), A = Mat(f, B, C), P = Mat(Idg, B', B), Q = Mat(Idy, C', C), alors A' = Q1A P.

Cas particulier : Sif € £(E),A'=P1AP.
B 11 faut savoir effectuer des changements de base sans se tromper. (Centrale2000)

5 — Rang d'une matrice
Le rang de A € M, (K) est le rang du systeme de ses vecteurs colonnes.
Sife L(E,F) est telle que A = Mat(f, B, C) alors rg(A) = rg(f).
Soit A€ M, (K) de rang r. Alors :
e r<petr<n [ analogies avec applications linéaires |

¢ JRe GL,(K),3Se GL.(K),RAS= {[Ir] 0}
0 O
[ DEMO : app linr associée, construction de bases telles que R A S puisse avoir cet aspect... |
SiAe Myu(K),rg(A) =ret Ue GL,(K). Alors UA € M, ,(K) et rg(UA) =r.
SiAe MyuK),rg(A) =ret Ve GLi(K). Alors AV € M, (K) et rg(AV) =r. [ demo app. linr |
Application : les opérations élémentaires ne changent pas le rang des matrices.
V Ae Myn(K), rg(A) = rg(tA) [ demo d'apres le théoreme ci—dessus |
Corollaire : Le rang d'une matrice est aussi le rang du systéme de ses vecteurs lignes.
Exemples de calculs de rang...
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17 — Déterminants

I Groupes symétriques

1 — Rappels
Le cardinal d'un sous—groupe divise le cardinal du groupe.
L'ordre d'un ¢élément a est #(gr(a)) = Min{ ne Nyan=¢ }

2 — Généralités
Soit E un ensemble non vide. Sg = { 6 € EE, 6 bijective }. S est un groupe fini pour o. #(Sg) = nl.

Soit S, le groupe dit symétrique des permutations sur Ny. #(S,) = nl
Exemples : tables de groupe, sous—groupe, ordre des éléments de S; et Ss.

3 — Etude du groupe Su

‘ ( 1 2 3 ... n j
Notation : ¢ = € Sn.
c(l) o(2) o(3) ... o)

V¥ n 2 3, S, est non commutatif [ demo: 61 =(2,3),02=(1,3)]
= S, non cyclique (car cyclique = commutatif)

Sin=2,te S,estune transposition si3 (i,j) € Ny, i#jett@ =jett() =i, et Vke Ny, (k#ietk#)) =tk =k
Notation : t = (i, j).

¥V n 2 2,8, est engendré par les transpositions [ DEMO par récurrence sur n |

Exemple de décomposition en transpositions. Le centre de Sy est { I, } [ EXOS 21 ]

4 — Signature d'une permutation
¥V G € Sy, le nombre d'inversions de ¢ est Ng = #{ (i,j) € Ni%,i <jet 6(i) > o(j) }.
La signature de G est €5 = (-1)N°,
[To() -0t

L'application : 6 € Sy —> €5 € {—1, 1} est un morphisme de groupe. [demo: €, = Lsi<en ]

[T

I<i<j<n

Une transposition est toujours impaire [ demo : on compte les inversions |
Corollaire : V 6 € Sy, 3 (t, t2, ..., tp) p transpositions, 6 = t, © ... 0 t;; alors €5 = (~1)P.

Sous-groupe alterné : ., = { 6 € Sy, €, = 1 } est le sous—groupe noyau de I'application 6 — €.

#( ) =nl/2 = #(Su)/2 [ demo bijection : 6 — t © 6, ou t est une transposition |

II Formes multilinéaires sur un espace vectoriel

E est un K —espace vectoriel, ou K est un sous—espace vectoriel de C.

1 — Formes p-linéaires sur E

f: (i, ..,up € B2 — f(uy, ..., up) est une forme p-linéaire sur E si
Vie Ny, V (Ui, ..., Ui, Uit1, ..., Up) € EP-1 T'application x € E — f(uy, ..., Ui_1, X, Ui+1, ..., Up) appartient a E*.
L, (E,K) désigne l'ensemble des formes p-linéaires sur E.
Vv (ui, ..., up) € Er, 31 e Ny, uj = O, alors f(uy, ..., up) = Ok.
Vv (ui, ..., up) € Er, Vie N, f(uy, ..., i, ..., up) =—f(uy, ..., up).

2 — Structure de I'ensemble des formes p—linéaires sur E
£,(E,K) est un K —espace vectoriel [ ~d | Soit f € £,(E, K).
f est symétrique si V (i, j) € N2, 1 <j, V (U1, ..., Up) € EP, (U1, ccey Wiy very Ujy ey Up) = F(UL, woey Ujy euvy Uiy oeny Up).

L'ensemble des formes p—linéaires symétriques sur E est notée e,%(E, K).
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f est antisymétrique si V (i, j) € N2, 1 <j, V (Ui, ..., up) € EP, f(U1, ...y Uiy ey Ujy weey Up) = —F(U1, wony Ujy eovy Uiy oevy Up).

L'ensemble des formes p-linéaires antisymétriques sur E est notée . <7, (E, K).
fest alternée si V (i,j) € N?,1<j, V (uy, ..., up) € Ep, u; = uj = f(uy, ..., up) = 0.

L'ensemble des formes p-linéaires alternées sur E est notée Ap(E, K).

S, K) = AL(E,K) [ demo < facile ]

III Déterminant d'un systéme de n vecteurs dans un espace vectoriel de dimension n

1 — Espace vectoriel An(E,K)

dim An(E, K)=1 ou E est un espace vectoriel de dimension n
[ DEMO : Ve AuEK),V G e Sy, V (U, ..., ) € EN, fUo(n, --r) Ugm) = € f(U1, ..., Un).
Introduction de g : (uy, ..., un) € En = 2867\.6(1)’17\,6(2)’2...7\.6(11)’“ e K,
oceS,

ou A;; est la coordonnée n°j du vecteur u; dans une base préalablement choisie

Vfe An(E, K), f = f(by, ..., bn) X . Puis demo que g € An(E, K)etg=0]
SiB = (by, ..., by est la base d'un K — espace vectoriel de dimension n, E, on appelle déts 1a forme n—linéaire alternée
sur E Telle que détg(by, ..., bn) = 1.

Autrement dit, déts(uy, ..., un) = 2867\.6(1)’17\.6(2)’2.. A

“"¥o(n),n

SiVj € Nn,uj :Zki:j b..

oceS,

déts engendre An(E, K):Vfe An(E, K), f = f(b, ..., by) déts.

2 — Cas particuliers

P S WYY
: 7&2’1 7&2’2 1,17v2,2 2,1%,2
n = 3 : Reégle de Sarrus : somme des "diagonales paires" — somme des "diagonales impaires".
3 — Notations
7"1,1 o 7"1,11
déts(uy, .ou) = | ¢ .| siVje Ny u=XA;b.
Aoy oo A,

Le déterminant d'une matrice carrée est le déterminant du systéme de ses vecteurs colonnes.

4 — Propriétés fondamentales d'un déterminant

dimE=n,b= (by,..,by) case de E. V (uy, ..., un) € En,

e détg(uy, ..., un) dépend lincairement de chacun des vecteurs

e  Sion effectue une permutation 6 € S, sur les indices des vecteurs, le déterminant associé est multiplié¢ par €.
e Sil'un des vecteurs est nul, le déterminant est nul.
L]

Un déterminant est inchangé si on ajoute a I'un des vecteurs qui le constituent une combinaison linéaire des
autres. [ demo rapide |

e dét(uy, ..., un) = 0 & Uy, ..., Uy sont linéairement dépendants [ demo < et contraposée de = |
Corollaire : V A € M, (K), dét(A) =0 & A € GL.(K)

Remarque : VA e K,V A € My(K), dét(AA) = Andét(A)

5 — Changement de base, déterminant d'un endomorphisme

Soit B et B' deux bases de E. V (uy, ..., un) € En, déts (uy, ..., un) = détg (B) . détg(uy, ..., Un). [ Chasles ; ~d |
Vfe £(E),IAe K,V Bbase de E,V (uy, ..., un), déts(f(u11), ..., f(un) = A détg(uy, ..., un). [ demo ]

A est alors appelé le déterminant de 'endomorphisme f.

Remarques : V B base de E, déts(f(b1), ..., f(bn)) = dét(f) dét(Mat(f, B)) = dét(f)
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V f e £(F), dét(f) # 0 < f automorphisme d'espace vectoriel.

6 — Opérations sur les déterminants

V (f, @) € L(E)?, dét(g o f) = dét(f) x dét(g) [ demo rapide |
Corollaire : V (A, B) € M (K)?, dét(BA) = dét(A) x dét(B)
Remarques : Si f € £(E) est bijective, alors dét(f1) = (dét(f))1. Si A € GLi(K), dét(A1) = (dét(A))-

V A e My(K), dét('A) = dét(A) [ demo kaf ]
Corollaire : toute propriété d'un déterminant par rapport a ses colonnes est valable également vis a vis de ses lignes.

1 2 3 4 1 011

2 3 4 1 1 0 1
Ex: =3
3 45 1 110
4 5 6 0o 1 1 1

IV Calculs de déterminants

1 — Développement d'un déterminant par rapport aux éléments d'une ligne ou d'une colonne
Soit Snij = {6 € Sh,0() =j }
Vi€ Ny, Suf)je nn st une partition de S,.
V j € Ny, (Suf)ic nn st une partition de S,. [ demo : non vide, intersection de deux vide, union = S, |
Soit j € Np; A =dét(A) = Xicn Qi Aji : dével. du dét. A par rapport a sa jeme ligne ot A = [oy] € MA(K)
Soit i€ Ny ; A =dét(A) =X ¢ nn 04 Aji : dével. du dét. A par rapport a sa jeme ligne.

ol Aji = X ¢ snij € Olo(D),1 - Olo(-1),i-1 Ol(i+1),i+1 -« Ol n
Aji est nommé cofacteur de I'élément o de la matrice A.

2 — Calcul des cofacteurs

Calcul de Ayy : Clest le déterminant d'ordre n—1 obtenu en supprimant la dernicre ligne et la derniere colonne.
Calcul de Aj; : On se ramene au cas précédent par des inversions de lignes ou de colonnes.

Aj est le produit de (1) par le déterminant d'ordre n—1 obtenu en supprimant dans A la ligne i et la colonne j.

Exemples : n = 3 Reégle des signes (table de xor) a-p-y  2a 20 .
P B-oa-y 2B |=(a+f+y)
2y 2y y-a-P

3 — Calcul d'un déterminant par blocs

Cas particulier : on divise la matrice M en 4 blocs A C D B / les deux blocs A et B de la diagonales sont carrés et l'un
des 2 autres blocs C ou D est nul. Alors dét(M) = dét(A) dét(B) [ demo |

Généralisation : dét(M) = ITji=(* dét(A)) [ demo par récurrence immédiate |
Application : si M est triangulaire supérieure, son déterminant est le produit des coefficients diagonaux.

4 — Utilisation des déterminants pour le calcul de l'inverse d'une matrice
A =[oi] € Ma(K) ;B =[Az] € ML(K).  Alors AX B = dét(A) I,. [demo ]

Déterminants de Vander Monde v(X1, ..., Xn) = dét([xi]) =IT;ci<j<n (Xj— X)) [ demo récurrence |
VX1, ..., Xn) =03 (,j) e NZ i#jet x = x;.

Page 11



MPSI — MATHEMATIQUES 3 — ERIC DAVID (ERIC.DAVID(@M4X.ORG) 18 — SYSTEMES LINEAIRES

18 — Systémes linéaires

I Définitions

Définition d'un systeme linéaire de n équations a p inconnues, d'une solution du systeme.

Introduction des formes linéaires @y, ..., ¢, € K r*. A = [aj] : matrice des coefficients € My, ,(K)

A; : vecteur de la i¢me colonne des coefficients € K n. B : vecteur colonne 2nd membre € Kn= (B4, ..., B

II Interprétations d'un systéme linéaire

1 — Interprétation vectorielle
(X1, ..., Xp) est solution de (/) < B =X xj A;.

() admet des solutions < B € Vect{ Ay, ..., An }
On cherche toutes les fagons possibles de décomposer B en fonction des Ai.

2 — Interprétation a l'aide d'une application linéaire
JIife £L(Kr, Kn), A= Mat(f, B, C) (bases canoniques)
() admet des solutions < B € Imf On recherche f-1{B}

II Systéme homogéne

1 — Définition
Un systéme homogene (#) est un systeme dans lequel tous les 2nd membres sont nuls.

2 — Existence de solutions
La solution nulle est toujours solution.

3 — Unicité de la solution nulle

1e interprétation : Ay, ..., Ap sont linéairement indépendants = p <n.
2¢ interprétation : Les solutions de () constituent Ker f ; c'est donc un sous—espace vectoriel.
La solution nulle est unique ssi f est injective.

4 — Liaison entre un systéme quelconque et un systéme homogene

A tout systeme linéaire (/) on peut associer un systeme homogene (7), et les solutions du systeme supposé possible
sont somme d'une solution particuliere et de toutes les solutions du systeme homogene associé. [ ~d |

IV Systéme de Cramer

1 — Définitions
Un systeme de Cramer est un systeme de n équations a n inconnues, dont la matrice est inversible.

2 — Existence de solutions
Un systeme de Cramer admet une solution unique. [ demo avec les 2 interprétations |

3 — Expression de la solution

Formules de Cramer : En notant A; = dét(Ay, ..., Aj-1, B, Aj+1, ..., An), et A = dét(Ay, ..., An),
alors V j € Ny, xj = Aj/A. [ mais calculs trés longs si n est supérieur a 5 |
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IV Cas général d'un systéme de n équations a p inconnues

1 — Rang d'un systeme
Le rang d'un systéme est le rang de la matrice associée. Notation : r.
Onar<netr<p.

2 — Existence de solutions
B:ZXJ‘AJ‘. r:dimVect{Al,...,Ap}
Sir=n (= n<p),le systeme est possible, car Ay, ..., A, est une base de K n.
En supposant que Ay, ..., A, sont linéairement indépendants, on résout (/) par rapport aux inconnues Xi, ..., Xn
(inconnues "principales"), exprimées en fonction des inconnues Xn+1, ..., Xp ("parametres").
Sir<mn, @, ..., P, forment un systeme de rang r. Supposons que (@i, ..., ;) est libre :

Vke {r+1,..,n}, = A1 @1 + ... + Air @

Or (X, ..., Xp) solution de () = Bx = At Br + ... + Aiure

Si ces conditions sont toutes remplies, les n — r dernicres équations sont satisfaites si les n premicres le sont — On ne
garde que le systeme de n équations a p inconnues, de rang r.

Ex: x+y+z=1
2x -2y +3z=2
4x+5z=5
X+3y+2z2=2 n'a pas de solution.

3x +4y+z+2t=3
6x+8y+2z+5t=7
9x + 12y +3z+ 10t =13 a pour solution t=1
z=1-3x—4y
Pour les formule de Cramer, le nombre d'opérations a réaliser pour résoudre un systeme de n équations a n
inconnues est de (n+1)(n+1)T— 1 ; soit 34 millions d'années sin = 20 et f = 1 MHz.

Formule de Stierling : nI ~ \(21tn) (n/e)n.

V Méthode du Pivot de Gauss

Si (/) est la recopie de (), en remplacant ['une des formes linéaires @i par X y; @; ou Y # O, alors () = ("), c'est-
a~dire qu'ils sont les mémes solutions [ demo .
Le principe est de rendre le systeme triangulaire a partir d'opérations élémentaires. [ demo récurrence |
Opérations nécessaires : 6(n+1) + 3n(n—-1) + n(n—1)(2n-1)/2 + (n—1)(n+1) ;s0it 9 mssin =20 et f = 1 MHz.
Améliorations :

Technique du Pivot Maximum : on choisit a chaque étape le coefficient le plus grand en valeur absolue.

Utilisation du Pivot de Gauss pour la détermination de l'inverse d'une matrice inversible :

My.. MiAAT=My.. Mi I ou (M) sont des opérations élémentaires.

[ —

tm
B
1
— N
(98] o
|
Il

_Q =W

=
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19 — Espaces euclidiens

E désigne un R — espace vectoriel.

I Produit scalaire

1 — Forme bilinéaire symétrique définie positive
Un produit scalaire sur E est une application de E X E dans R, qui associe a (x,y) le réel noté <x|y>, tel que
V x € E, l'application y € E — <x|y> est une forme linéaire sur E

V' y € E, lapplication x € E — <x|y> est une forme linéaire sur E bilin¢aire

V (x,y) € F?, <x|y> = <y|x> symétrique
VxeE <x|x>20

VxeE <x|x>=0=x=0 définie positive

Un espace vectoriel muni d'un produit scalaire est dit préhilbertien.
V (X1, ..., Xn) € B0,V (1, ..., Yu) € EP, V (7\,1, vy An) € IR”,V (U1, .., L) € R <X Ai Xi | X ny>=%% Ai Wi <Xi |yj>

2 — Exemples

E =Rn; Soit X = (X1, ..., Xn) €ty = (Y1, ..., Yn). <X|y> = X Xj yi est le produit scalaire canonique sur Rn.
E=M.K);V (A,B) € M.(K)?, <x|y> = Tr(‘A B) est un produit scalaire. [ demo |

E = Co([a, b],R) ; V (f, g) € CO([a, b], R)?, <x|y> = [,b fg est un produit scalaire. [~d]

3 — Norme euclidienne associée

V x € E, la norme de x est ||x| = V(<x|x>)

VxekFE|x]|20,et]x]|=0x=0 VxeEVAeR,|Ax| = |A]|x]
Un vecteur normé est un vecteur de norme 1

¥V x € E\{0}, x/||x]|| et =x/||x]|| sont les seuls vecteurs colinéaires a x et normés.

Inégalité de Cauchy—Schwarz : V (x,y) € B2, |<x|y>| < ||x]|[|ly|l, et

|<x|y>| = |Ix|lllyll © x ety colinéaires [ demo trindme du 2nd degré avec || Ax+y||? ]
Inégalité de Minkowski (ou triangulaire) : V (x,y) € E2, [|[x + y| < |Ix]| + |lyll, et
Ix+yll=1lx]| + |yl etx#0<=IAe Ry, y=Ax [ demo ||x+y]||? puis Cauchy Schwarz |

VxyeFl, <x|ly>=Ya(x+yl*-lx-yl>
Ix+yll*+ Ix=yll* = 2dx[I* + [[ylI»

4 — Orthogonalité

V(x,y) e FZ,xLysi<x|y>=0 Cette relation n'est que symétrique.
VAcCE VBCE AetBnonvides,ALBsiVae A,Vbe B,aLlb.
YV AcCE VBCE, AetBnon vides, A L B < Vect(A) L Vect(B) [ demo facile |
Onnote A*= {xe E,x LA}
V A C E, A* est un sous—espace vectoriel, et A* = (Vect(A))™. [ demo avec la remarque ci dessous |

Rem:AcCB =B c A"
Un systeme (Xy)ic 1 est dit orthogonal si V (i, j) € I%,i#j = x; L X;
Il est orthonormal si en plus Vi e I, ||xi|| = 1.

Un systeme orthogonal de vecteurs non nuls est libre. [ demo facile |
Un systeme orthonormal est libre.

Théoreme de Pythagore : Soit (Xj)i < nn Un systeme fini orthogonal de vecteurs de E. Alors :

I xil|2 =X ||xi]|2 [ demo hyperrapide |
V (x,y) € E3, les 3 énoncés suivants sont équivalents :

1. x1y

2. Ix+yl* =[]+ llyl®

3. llx=ylI*=Ix[*+ [lyl* [ petite demo |
Soit F et G deux sous—espaces vectoriels de E. Alors :

F+Q)*'=FnNG

F+G'cFNnG*
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FcF* [ demos sans pb |
Soitae E\ {0 }. Lapplication x € E — <x|a> € R est une forme linéaire de E. Donc son noyau,
{xe E,xLa} estun hyperplan de E.

II Espace euclidien

1 — Définition, bases
Un espace euclidien est un espace préhilbertien de dimension finie. Ex : Rn,

[ def d'une base orthogonale, orthonormale ... |
Dans un espace euclidien, il existe des bases orthonormales (BON).

[ demo par récurrence sur dim E ; utilisation de I'hyperplan |
Soit B = (by, ..., by) une base orthonormale de E. Alors V (x,y) € EL, x =X xibiety =X yibi = <x|y> =X x; Vi

[ Ca n'implique pas l'unicité du produit scalaire car B dépend du produit scalaire ; et (xi, y;) dépendent de B |

Conséquence : ||x| = V(& x2)
Procédé¢ d'orthonormalisation de Schmidt : On peut construire a partir de B = (by, ..., bs) quelconque, une base
B' = (xi, ..., Xn) orthonormée, telle que V p € Ny, Vect(by, ..., by) = Vect(xy, ..., Xp) [ demo de proche en proche |
Ex : Sur R3 : <(x1, X2, X3) | V1, Y2, ¥3)> = X1y1 + X1y2 + 2 X2 V2 + X3 y3 est un produit scalaire. Une base
orthonormale de R3 est ((1,0,0),(-1,1,0),(0,0,1)) apres Schmittage de la base canonique.
Point de vue matriciel : Sur R2, x = (X1, ..., Xn) €ty = (Y1, ..., Yn) 5 <X|y> = X 04ij Xjyj Ol Olij = 04 i (Symétrie)
Soit A = [aij] € ML (K) symétrique. Alors <x|y> =X AY

2 — Orthogonal d'un sous—espace vectoriel
F est un sous—espace vectoriel de E euclidien. Alors
e E=FTOF [ DEMO : construction d'une BON intéressante par thbi et Schmidt |
e F=F"* [ demo avec égalité des dimensions |
e (FNGQ*'=F+G" [demo dapresla dernicre propriété |
Une projection orthogonale de E sur un sev F est 'endomorphisme p : x — p(x) tel que p(x) € Fet x — p(x) € F-.
Soit p € £L(E). p est un projecteur orthogonal & pop=pet V (x,y) € E%, <p(x) |y> = <x|p(y)> [ demo ok |
Rem : (by, ..., by) BON de E ; Alors X = Xi4<n <X |bi> bj donc en prenant une BON telle que (by, ..., by) soit une BON de
F, p(X) = Xi<icp <x|bi> ...
Distance de 2 vecteurs x ety de E: d(x,y) = |y — x|
dx,y) =20 dx,y) =0=>x=y dx,z) <dx,y) +d(y, z)
Distance d'un vecteur x a un sous—espace vectoriel F: d(x,F) = Inf{ d(x,y),y € F}
JTye Fdx,y) =d(x,F) ;y est le projeté orthogonal de x sur F [ demo Pythagore |
Symétrie orthogonale : s € £L(E) est une symétrie orthogonale par rapport a F si s est la symétrie de E par rapport a F

parallélement A F : Vx e E, AT (X1, X2) € FXF, X=X + X2 3 s(X) = X1 — Xz.

YV (x,y) € F?, <s(x) |s(y)> = <x|y> [ demo simple |
Matrice d'un projecteur dans une BON : A = Mat(projecteur, BON) & A = tA et A2 = A. [ demo rapide |
Si dans la BON (by, ..., bw), (b, ..., bp) est une base de F sur lequel on projette, alors A = Diag(1, ..., 1, 0, ..., 0).
Matrice d'une symétrie orthogonale dans une BON (by, ..., bn), ot (by, ..., by) est une base de F par rapport auquel on
effectue la symétrie, la matrice est A = Diag(1, ..., 1,-1, ...,—1).

3 — Dual d'un espace euclidien

L'application, qui a y € E, associe la forme linéaire sur E : "x — <x|y>" est un isomorphisme de I'ev E sur l'ev E*.
[ demo : linéaire + injective + th. rang |

Recherche de l'antécédent d'une forme f: utilisation de la duale d'une BON de E :
Sif=XAib%alorsy=XAb. [demo ]

4 — Produit mixte et produit vectoriel
Orientation d'un espace vectoriel de dimension finie :

Deux bases B et B ' ont la méme orientation si détg(B') > O

Cette relation est une relation d'équivalence dans l'ensemble des basesde E [ ~d ]

Orienter un R — espace vectoriel de dimension finie, c'est choisir une base de référence, quelifiée de base de
sens positif, ou direct. Toute autre base peut étre directe, ou de sens rétrograde.
Cas particulier de E euclicidien de dimension n : P = Mat(ld, B', B) alors P-! =P [ demo | = dét(P) = + 1.
Une matrice orthogonale de M, (R) est une matrice A inversible telle que 'A = A-1. A orthogonale = dét(A) = £ 1.
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Si BBON deE, et B ' base de E, B ' orthonormale < La matrice de passage de B a B ' est orthogonale. [~d]

Soit un espace euclidien orienté de dimension n ; le déterminant d'un systeme de n vecteurs dans une base

orthonormale de sens direct ne dépend pas de celle—ci. Cest le produit mixte, noté [Xi, ..., Xn]. [ demo rapide |
Le produit mixte a toutes les propriétés d'un déterminant.

Matrice de Gram de p vecteurs (xi, ..., Xp) d'un espace vectoriel de dim n. G = [<xi|x;>]. [ EXOS 23]

Utile pour savoir si ces p vecteurs sont linéairement indépendants. Calcul de distances a des hyperplans...
Cas particulier : dim E = 3 : L'application z € E — [X,y, z| € R est une forme linéaire sur Edonc3Twe E,Vze E,
[x,y,z] = <w|z>. w est appelé le produit vectoriel de x et de y, not¢ x Ay.
Propriétés de la nouvelle LCI "produit vectoriel” :
e Lapplication (x,y) € EXE — x Ay € E est bilinéaire et antisymétrique.
e V(x,y) € 2, xAy=0 & xety sont linéairement dépendants
* VX yeE xXAyLXxetxAyLly

* Si(x,y) est un systeme libre de E, (x,y, X A'y) forme une base de sens direct de E.

e Si (bi, bz, bs) est une BOND de E, alors bs = by A ba. [ DEMOS pas dures |
Rem : Si (b1, bz, bs) BOND alors (bz, bs, bi) et (bs, b1, b2) sont BOND aussi car la signature d'une perm. circ est +1.
( Calcul du produit vectoriel en pratique... )

Double produit vectoriel : V (X,y, z) € E3, X AY) Az = <x|z>y—<y|z>X
Rem : A n'est pas associative en général
Division vectorielle : Soit (a, b) € E2. Peut—on frouver x,aAx =b? [DIY:CNS,solup: A a A b, solug |

III Groupe orthogonal d'un espace euclidien

1 — Matrices orthogonales de M, (R)

Soit A € M,(R). 1l y a équivalence entre :

1. AA=I,

2. AA=1,

3. Aest la matrice d'un changement de BON

4. Les vecteurs colonnes de A constituent une BON de Rrmuni du produit scalaire canonique.
O(n) = { Ae M,([R), A orthogonale } est un sous—groupe de GLy(R) : groupe orthogonal

SO(m) = { A€ O(n), dét(A) = +1 } est un sous—groupe de O(n) : groupe spécial orthogonal

2 — Cas général d'un espace vectoriel de dimension n

Endomorphisme orthogonal : Soit u € EE. Les 2 énoncés sont équivalents :

1. V(x,y) € <u |uly)>=<x|y>

2. ue LE) etVxeE |lu®| = x| [ demo < ok |
Si u est un endomorphisme orthogonal de E alors u est un automorphisme. [ demo bases |
GL(E) désigne I'ensemble des automorphismes de E.

OF) ={ue GLE),VxeE, ||lu®] = ||x||}, l'ensemble des isométries, est un sous—groupe de GL(E).

Soit u € EE. 11y a équivalence entre :
u conserve le produit scalaire
u linéaire et conserve la norme

u linéaire et ¥V B BON de E, u(B) BON de E
u linéaire et 3 B BON de E, u(B) BON de E
u linéaire et V B BON de E, Mat(u, B) € O(n)
6. u linéaire et 3 B BON de E, Mat(u, B) € O(n) [demo :1=3;4=1;3<5;4<6]
Conséquence : Vu e O(F),dét(u) =t 1

SO(E) = {ue O(),dét(u) = +1 } est un sous—groupe de O(E).
Une rotation est une isométrie de déterminant +1.
Si E orienté et B est BOND : u rotation de E & u(B) directe.
Ex : symétrie L de E par rapport a F (sev de E), u. Dans toute BON B de E, Mat(u, B) est L et symétrique. [ ~demo |
Réciproque : u € £L(E) et Mat(u, B) = A telle que 'tA = A et 'A A = I, alors u est une symétrie L [ EXOS 23]
Cas particulier : u symétrie orthogonale par rapport a un hyperplan H de E (réflexion). Alors dét(u) = —1.
YV (a,b) € E2a#b,a#0,b#0,|al = ||b]l,3T u réflexion de E, u(a) = b.
[ DEMO cas particulier dim E = 2 puis général A = Vect{a—b} et H=D"]

2 N

3 — Groupe orthogonal d'une droite euclidienne
O(E) = { Idg, —Idg } SO = {1dx } [ demo rapide |
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4 — Groupe orthogonal d'un plan euclidien

Etude des groupes O(2) et SO(2) :

L'application : t € R — eit € U est un morphisme de groupe de noyau 2nZ. [ ADMIS |
Corollaire: V (a,b) € R%2,a? +b*=1=3qe R,a=cos0etb=sin 0.

Soit A e O(2).

cos 0 — sin 9]

Sidét(A) =+1,30¢ IR,A:RSZ[ )
sin® cos O

o cos B sin @
Sidét(A) =-1,30e R,A=Sy=| [ demo |
sin @ —cos 6
\v (9, (5] ) e IRZ, Rg Rg = Rgug Se' Se =Rgg
SO(2) est un groupe abélien
(Re) '=R (So) 1 = So
Rg. cos ' B cos(6+6'") Sp . |cos®'| |cos(6-9)
sin® | | sin(0+0") sin®'| | sin(@—0)
Groupe O(E) :
Les isométries négatives de E sont les réflexions. [ demo rapide |

Vecteur directeur de la droite de la réflexion caractérisée par 6 dans B : cos(8/2) by + sin(6/2) ba.

Toute rotation du plan est la composée de 2 réflexions. Sur ces 2 réflexions, on peut en choisir une de facon
arbitraire. [ demo rapide |

Soient r € SO(E) et B et B' deux BON de E. Mat(r, B) est caractérisée par 6, et Mat(r,B") par®'.SiB et B 'ont la
méme orientation, ® =0 ' [27] ; sinon, 8 =—0 ' [27] [ demo facile ]

Soit E un plan euclidien orienté, et r € SO(E). 1l existe une unique classe d'équivalence de réels 6 définis modulo 27

cos 0 —sin ©

telle que ¥V B BOND, Mat(r, B) = [ ] . Cette classe d'équivalence (¢lément de R,2,7) est appelée I'angle de

sin ® cos O
la rotation. Tout représentant de cette classe est appelé mesure de l'angle.
Angle de 2 vecteurs normés : V (x,y) € E2, ||x|| = ||yl = 1,3 Tr e SO(F), r(x) =y. Langle de r est appelé l'angle des

vecteurs x et y, noté (@. I Ts e S(B) réflexion, s(x) =y. [ demo sans pb |
Angle de 2 vecteurs non nuls x et y : c'est l'angle de x/||x|| et de y/||y|l.
Prop:  <x|y>= x| |lyll cos ®

x,y1 = [Ix][ly] sin 6 oube (,y

T — T
Relation de Chasles : V (x,y,7z) € (E\{0})3, (x,2) = (xX,y) + (y,2). [ demo composition des apps |
L'angle de 2 droites Dy et D est une classe d'équivalence de réels définis module T ; un représentant 0 de cette classe
est tel que cos 8 = <xy, Xz> et sin 6 =[xy, X2], ou1 X; et X, sont des vecteurs unitaires arbitraires de Dy et D».
Angle polaire par rapport a un axe : On choisit un vecteur unitaire particulier i. L'angle polaire de x # O est (i, X).
Angles particuliers : Angle plat : T € (X, —X) ; Angles droits : /2 et —1t/2 sont des mesures de 2 angles (x,y) oux Ly.
Sir e SO(E) d'angle de mesure 0, décomposée en 2 réflexions par rapport a Dy et D2, une mesure de l'angle des 2

droites est 0/2. [ demo DIY+ |
Interprétation d'une équation cartésienne d'une droite vectorielle :

J(a,b) e RZ\ {(0,0)},Vue ELu=xityje D <& ax+by=0 (équation cartésienne)

& <u|v>=0siv=ai+bj.Destengendrée par -bi+aj
. . a1 by —a; by
Angle de 2 droites : Dy/z : a1/2 X + brz y = 0. Si 0 est une mesure de (D1, D2),tan 6 = 2,42+ by by
5 — Groupe orthogonal d'un espace euclidien de dimension 3
Toute isométrie de E est la composée d'au plus 3 réflexions.

[ demo:Sidx e E,u(x) = x:on se ramene a un pb 2D. Sinon, on rajoute une réflexion 3D |

Généralisation : Dans un espace ecuclidien de dim n, ou u € O(E), u peut se décomposer en n réflexions max. [ demo |
Corollaire : Une rotation (en dimension 3) est la composée de 2 réflexions.

Etude des rotations de E : r = s 0 s2. 81,2 est la réflexion de plan Py/z. Soit D = P; M P». Soit k un élément non nul de
D. D* = P est stable par r. Soit r' I'endomorphisme induit par r sur P. Clest une rotation (dét).

Orientons E. On oriente aussi D arbitrairement par le choix d'un vecteur normé k. D ainsi orienté devient 'axe de la
rotation r. On oriente le plan P tel que (i, j) est une BOND de P si (i, j, k) est une BOND de E (c'est-a-dire k =i A j).
Soit 6 une mesure de l'angle de la rotation r' de P. Alors on a
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cos 6 —sin B 0
Mat(r, (i,j, k) =| sin® cos® 0
0 0 1
r est caractérisé par son axe et son angle.
Image d'un vecteur X par la rotation d'axe dirigé par k normé et d'angle de mesure 0 :
r(x) =cosf x +sin@ k A x + (1 —cos ) <x|k>k [ demo en le vérifiant pour Vect(x) et Vect(x)* ]
Réciproque : Trouver l'axe et 'angle d'une rotation de matrice connue.
— Recherche des vecteurs invariants (systeme linéaire) pour trouver k
— Utilisation de la trace de la matrice pour trouver le cosinus de 6.
— Vecteur quelconque x € E \ Vect(k) puis [k, X, r(x)] = sinB| |k A x|| pour avoir le signe du sinus.
Etude des isométries négatives. Soit u € O(E), dét(u) = —1.
dxe E\ {0}, u(x) =—x [demo ] Alors, Vect{x}* est stable par u. u' est I'endomorphisme induit par u.
C'est une rotation (dét). Donc une isométrie négative est :
® une réflexion (si u' est l'identité)
® la composée d'une rotation de l'espace par une réflexion de plan orthogonal a I'axe de la rotation.
Image d'un vecteur x par la composée de la rotation d'axe dirigé¢ par k normé et d'angle de mesure 0 et de la symétrie
par rapport a {k}*:
s(X) =cosO x + sin@ k A x + (— 1 —cos 0) <x|k>k
cos® —sin O O

11 existe toujours une BON felle que Mat(u, B) =| sin® cos® O
0 o0 -1
Ex : A est la matrice d'une isométrie négative. Elle est symétrique = c'est une réflexion.
Si elle n'est pas symétrique, on cherche x € E, u(x) = —x. Vect{x}"est le plan de la réflexion.
Pour trouver les coordonnées images de X = (a., B, 7), on écrit X + X' € Vect{x}" et X — X' 1 Vect{x}".
— on peut avoir la matrice B de la réflexion. AB est alors une matrice de rotation.

Autre méthode : écriture de A dans une autre BON. Méme trace = on peut connaitre l'angle 6.
Générateurs de SO(E) : Un demi—tour, ou retournement est une symétrie orthogonale par rapport a une droite D.

Toute rotation r € SO(E) est la composée d'au plus 2 demi—tours. [ demo |

Angles dans ['espace euclidien orienté : V (x,y) € (E\ {0})% si (x,y) systeme libre, P = Vect {x,y} est un plan. On
oriente P arbitrairement; 'angle de (x,y) dans E est alors l'angle (x,y) dans P, mais sans l'orientation. Si (x,y) est un
systéme 1ié, 3 A € R* y = Ax. Si A > 0, O est une mesure de (x, y) ; sinon, T est une mesure de (x, y).

On peut fixer 8 € [0, 7] ; il est entierement connu par cos 0 = <x|y>/(||x]| |ly|)

Rem : [|x Ayl = [Ix[[llyll [sin6] [ demo ]

Angle de 2 droites : 8, mesure de (D1, D») est définie par cos 6 = | <up|uz>|, si u; vecteur normé de Dy et u, de D».
On peut fixer q € [0, /2].

Angle de 2 plans : L'angle des plans P; et P est I'angle de P* et de P,*.

Angle d'une droite et d'un plan : Une mesure de (D, P) est ©/2 — 0, o1 0 est une mesure de (D, P).

Interprétation d'une équation cartésienne dunplan:u=xi+yj+tzke Poax+by+cz=0

& <u|v>=0,ouv=ai+bj+ ck. vestdonc un vecteur orthogonal a P.
Droite définie comme l'intersection de 2 plans distincts : Recherche d'un vecteur directeur

arx+biy+ciz=0(P) vi = (a1, b, c1) € Pr*
aX+byy+cz=0 (P vz = (az, bz, c2) € Py*
Vi A vz est un vecteur directeur de la droite, car il appartient a P; M Pa.
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20 — Espaces affines

I Structure affine

1 — Axiomes de la structure
Soit V un K — espace vectoriel, ou K est un sous—corps de C. (Notations des vecteurs avec des fleches)
Un ensemble € # J est un espace affine attaché a l'espace vectoriel V s'il existe ® : E XV — €, telle que
1. VAe & ®dA,0=A
2. VAe &V ®@,V) e V2, o@A, ), V) =DQA, 0+ V)
3. V(AB e & ITheV,dA, ) =B.

2 — Translation
Soit € un espace affine attaché a un ev V.
V U € V, la translation de vecteur U est l'application Tg : A€ € — Tg(A) = ®(A, U) € &.
Interprétation des axiomes :
1. tsg=1Ide
2. V (G, \7) (S VZ, Ty o Tg = Tg+.
3. V(AB)eé&,ATlUe V,B=TgA).
Conséquence : V U € V, Ty est une permutation de €. [democar T.go Ty =Tz o Tg = Ide |

L'application U e V — Ty € S¢ est un morphisme injectif de groupe. [ demo rapide |
L'ensemble des translations sur € est un groupe pour la loi o. I est isomorphe a (V, +).

3 — Exemples

() est un systeme linéaire de n équations a p inconnues, qui a des solutions.
Soit (#f) le systeme homogene associé a (). Soit V l'ensemble de ses solutions. V est un ev.

L'ensemble des solutions de (&) est un espace affine attaché a V. [ demo |
De méme pour les équations différentielles linéaires avec 2¢ membre.

4 — Comparaison des structures affines et vectorielles

Structure affine d'un espace vectoriel : on peut définir ® : (A, U) — A + U.

Espaces vectoriels associés 4 un espace affine : On fixe O € &. fo : U — T5(O) est une bijection (antécédent unique).
vV (AM) e €,3T (1, 0) € V2, Ty(O) = A, Tg(O) = M. On définit A + M = Tgiv(0) et AA = Ty5(O)

& est alors un espace vectoriel isomorphe a V. (€, O) est dit "espace pointé".

Notation définitive d'une translation : notation additive

5 — Equipollence

Vv (A, B,C,D) e &, (A, B) est équipolent a (C,D) siFl € V, B =Ty(A) et D = T3(C).
C'est une relation d'équivalence. [ ~d ]. € X € / R est en bijection avec V.

Notation : AB est la classe d'équivalence de (é, B). ﬁ +AB=B.

Relation de Chasles : V (A, B, C) € €3, AB + BC = AC.

Parallé¢logramme : (A, B, C, D) est un parallélogramme si AB=DCousiAD=BC[~d].
YV (A,B) e &2,311e & Al =IB. | est dit le milieu du bipoint (A, B).

(A, B, C, D) est un parallélogramme < (A, C) et (B, D) ont méme milieu. [ ~d |

6 — Dimension
Si € est un espace affine attaché a V de dimension n, n est aussi de dimension €. [ def ]
Repére cartésien d'un espace affine de dimensionn > 1:R = (O, B) = (O, by, ...,bn), 001 O € € et B base de V.
Changement de repere cartésien : R = (O, B) et R' = (O, B'). P = Mat(ldy, B', B). Alors :
(matriciel) : X=Q + PX' ou Q est le vecteur des coordonnées de O' dans R.
Translation de repére : B=B'; P=1,. X=Q + X"
Sidim & = 2 et V euclidien orienté, R = (O, 1,]) et R' = (O, 1, ]) repéres orthonormaux. P est une matrice de rotation.
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II Variétés affines

&€ =V est un K — espace vectoriel et un espace affine attaché a V.

1 — Définition d'une variété affine
Soit ®: (A, U) — A+
F < & (F # D) est une variété affine attachée a W, sev de V si c'est un espace affine attaché a I'ev W utilisant pour
l'application F x W — & la restriction de ® a F x W.
F < & (F # D) est une variété affine attachée 4 W sev de V ssi :
1. V(A B e F2,ABe W.
2. VA e FxW,A+le F.
Si F est une variété affine attachée au sev W de V, alorsW= { MN, M,N) € F2} [ ~d]
F c & (F # D) est une variété affinede EssidAe F,AWsevde V,F = {A+l,ue W} [~d]
Dénomination : F est la variété affine passant par A de direction W.
Ex : Droite affine passant par A et de vecteur directeur U # 0:D= {Me & 3re K, AM = Al } 5 A est la mesure
algébrique de AM par rapport a U, noté AM.
Rem : Soit F variété affine passant par A et de direction W. En identifiant € et V,on a F = Ta(W).

2 — Intersection de variétés affines

FicF,=>W CcW, WicWeetF NFrz28=>F cFo.
Soit F et F, deux variétés affines de €. Si F1 N F, # J, alors c'est une variété affine de direction Wi N Wa. [ ~d |
SiV=W;+WyalorsF1NnFr,#J [ demo : décomposition de A;A; ]

SiV=W;®Wg,alors F; N Fest un point.

Généralisation : Soit (F); < 1 une famille de variétés affines d'intersection non nulle. Alors N &F; est une variété affine
de direction N Wi.

Soit S € (S # D) et (Fi < 11a famille de toutes les variétés affines qui contiennent S. N F; est la plus petite variété
affine contenant S ; elle est appelée variété affine engendrée par S.

La variété affine engendrée par { Aj/ j € ] } est la variété affine contenant Ajo et de direction { AjOAj /je]y  [dl

3 — Parallélisme

Soient F1 et F» deux variétés affines de direction Wy et Wa. F1 | F2 i Wi € Wo.
Le parallélisme est une relation réflexive et transitive. Elle n'est pas symétrique.

37] //372:>flﬁ372:®0u37] :372.

Rem : F; [ F, = dim F; <dim F. (petit Jf grand)

4 — Hyperplans affines

Hyperplan affine = variété affine dont la direction est un hyperplan vectoriel.

On suppose € de dimension finie : dim € =dimV =n > 2.

H1 hyperplan affine de dimension W ; #, hyperplan affine de dimension W». 2 cas se présentent :
o Soit Hy Jf I, et (H1=Ir0uINIHy=D)

o Soit H 1 —ff Hs, et dim(FH 1 N FH) =n—2.

Equation cartésienne d'un hyperplan affine : R = (O, 51, vy ) ; I hyperplan passant par A de direction W = Ker @.
3 A, oo, M) € KINH(O, .., 0}, @E xi b) =X A xi. (coordonnées de ¢ dans le dual de by, ..., B
Me # < AMe Ker(p(:)Z?u X-a)=0=XAhxi=u

Réciproque : # = { M, Z Ai X = u } est I'hyperplan passant par A et de direction Ker @.

Soient #;1: X i Xi = Uy et(%’z:Zuixi:uZ.

I JH, o Tae K Vie Ny, W= d A, et dans ce cas, U = a Uz & Hy = I,

5 — Variétés affines d'un plan affine

dim & =dim V=2 ;K =R. On supposera £ =V =R2. R = (O,1,])

Représentation paramétrique d'une droite affine : Soit D définie par A et le vecteur U = of + B ].

MEx,y)e De3he Ryx=xs+Aaety =ya +AP. A est la mesure algébrique de AM par rapport a U.

Equation cartésienne de D:ax+ by =c,ou (a, b) # (0, 0).
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S X—X o
Soit D définie par A et le vecteur U= ai + B]. M(x,y) € D & (AM, (1, B)) liés < A =0
Y=Ya B
x y -1
Soit D définie par AetB A= B). Mx,y)e D& X, Yy, —1 =0 (systeme linéaire)
Xg ¥Yp —1
SiA=(xs0)etB=1(0,yp),D:x/xa+y/ys = 1.
Parallélisme : Di:a; X + by = ¢y Dy:azx+byy=cs.
D: /D& Jae R a, =aa; et b, = o bi. Dans ce cas, c2 = o ¢y < Dy = Da.
Faisceau de droites : Dy :a; X+ b1y = ¢ Dz:azx+bzy=cz (D1 #D>)

{ D droites d'équation (Aia; + Aza2)X + (Aib1 + Azb2)y = (Mt + Azc2), (A, A2) € R2\ {(0,0)} } est appelé le faisceau
de D et de Ds.

Si D; 4 Dy, cest 'ensemble des droites passant par le point I défini comme {I} = D; N Dy. [ demo V* |

Si Dy /Dy, c'est I'ensemble des droites parall¢les a Dy et a Do. [ demo sys. linr |

6 — Variétés affines d'un espace affine de dimension 3
&=V =R RO,1,j,k
Représentation paramétrique d'une droite : M € D passant par A et dirigée par U. & I A e R, AM = Ad...
Représentation param. d'un plan : M € P plan passant par A et dirigé par G etV < 3 (A, X) € R2 AM = AT + L'
Equation cartésienne dun plan:P:ax+by+cz=d,ou (a, b, c) # (0,0, 0).

X=X, o o

P défini par A,Uetli':Me P [y—y, B PB'[=0
z—z, Y Y
x y z -1

Xao Ya Zp 1

P défini par A, B, C non alignés : M € P < =0

Xg ¥p Zp —1

Xe Yo zo -1
Droite affine : définition possible par l'intersection de 2 plans affines non paralleles...
Faisceaude plans : Pi:ax+by+cz=d Py:a'x+by+cz=d.

{ P plans d'équation (Aa + Na)x + (Ab + Ab)y + (Ac + A'c)z = (Ad + A'd), (M, A2) € R2\ {(0,0)} } est appelé le
faisceau de P; et de Pa.

Si P14 P», c'est l'ensemble des plans contenant la droite Py M Pa.

Si P1 J/ P2, clest l'ensemble des plans paralleles a PretaP,. [ DEMO &2 ]

Ex : un plan gcq contenant Oz est d'équation Ax + A'y =0

III Applications affines

1 — Définition

& et & sont deux 2 espaces affines attachésa Vet V.

Une application ® : & — & est affine si l'application @ : MN € V — @(MN) = ®(M) — ®(N) est linéaire.

¢ est dite partie linéaire de ®. ® est caractérisée par l'image d'un pointde Eet @ : VM e £, (M) = P(A) + (p(AM).
Réciproque : Voe LV,V),V (A,A) e ExE,P:Me &> A+ (p(AM) est l'application affine de partie linéaire ¢
et qui transforme A en A'.

Exemples : translation et homothéties affines : H(M) = C + kCM.
L'ensemble des vecteurs invariants d'une application affine est une variété¢ affine. [ demo plus loin |

2 — Propriétés
La composée de 2 applications affines est une application affine dont la partie linéaire est 1a composée des parties

linéaires. [ ~d |
® : & — €& affine de partie linéaire ¢ a les mémes propriétés d'injectivité, de surjectivité, de bijectivité que @. [ demos |
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3 — Image affine d'une variété affine

Soit ® : €& — € affine de partic linéaire ¢ € L(V, V). Soit F la variété affine de € passant par A et de direction W.
Alors ®(F) est la variété affine de €' passant par ®(A) et de direction @(W).

[ demo que ®(F) = {M'e &,AM' € W'} |
Conséquence : une application affine conserve le parallélisme.
Exemple : projection affine. Soit F; et F, deux variétés affines de € de directions Wi et W supplémentaires dans V.
Soit {O} = F1 N Fo. Soit VM € €, Fy est la variété affine contenant M de direction Wo. Fu N F1 = { M' }, 'image
de M dans la projection affine sur F parallelement a & ».
Exemple : symétrie affine...

4 — Applications affines d'un espace affine dans lui-méme

Soit @ : & — & affine laissant O invariant. ® est définie par sa partie linéaire. V M € &, ®(M) = O + ¢(OM)

Toute application affine de € dans & est la composée d'une translation et d'une application affine ayant un point fixe.
Groupe affine de € : I'ensemble des bijections affines de € dans €.

Groupe des homothéties — translations :

® : & — € affine de partie linéaire @ est une homothétie ou une translation < 3k e K*, ¢ = k Idy. [ demo |
Infos sur la composée d'éléments de ce groupe...

5 — Traduction analytique d'une application affine en dimension finie

X'=Y+AX ou X' : matrice colonne des coordonnées de P (x)
Y : matrice colonne des coordonnées de ®(O)
A = Mat(g, B, B)
X : matrice colonne des coordonnées de x.

IV Barycentres

1 — Définition
& est un espace affine et V un espace vectoriel.
Systéeme pondéré de points : ensemble d'éléments de € x K.
Fonction vectorielle de Leibniz : F :M e & — £ Q I\7IAJ- e V.
Y (M, N) € &2, FM) —F(N) = (Z o) MN
SiXo; =0, F est une fonction constante.
Sinon, elle est injective. Elle est aussi surjective. [ recherche d'antécédent |
Le barycentre G du systeme pondéré de points .~ = { (A, a), ..., (Ap, ap) } tel que X aj # O est I'unique point de € tel
que X oy GA; = 0 (c'est-a-dire F(G) = 0)
Rem; : V Me ‘S,Z Q MAJ = (Z (Xj) MG.
Rem; : On peut multiplier tous les o par un scalaire k non nul sans modifier G.

Rems : En choissisant k = 1/X o, alors £ aj = 1 — unicité des coefficients.
Cas particulier : isobarycentre de Ay, ..., Ap = barycentre de { (A, 1), ..., (Ap, p) }. EX : milieu.

2 — Barycentre et variété affine
Le barycentre G du systeme pondéré { (Aj, oy),j € N, } appartient a la variété affine engendrée par { Aj,j e N, }. [d ]

Soit F & (F # D) est une variété affine & Vpe N\ {1},V (A, ..., Ap € FV (a, ..., o) € K’ x o #0,le
barycentre de { (A, a)),j € N, } est dans F. [ demo < |

3 — Barycentre et application affines

D& Eestaffine s Vpe N\ {1}, V (A, ..,A) € F,V (O, .., 0p) € K, Z oy 0,
G est le barycentre de { (Aj, 0y),j € Ny } = ®P(G) est le barycentre de { (P(A), &),je Ny } [ demo |

4 — Propriétés

Commutativité : G barycentre de { (Aj, 0y),j € Ny } = V 6 € S, G barycentre aussi de { (As(), Os(),j € Np }.
Associativité : G barycentre de { (Aj, 0),j€ N, } =V qe N, 2<q<p— 1, en appelant G' le barycentre "partiel" de
{ (A}, a)),j € Nq },alors G est le barycentre de { (G, X j=19 04), (Aqt1, Oq1), -or (Ap, Op) }. [ demo simple |
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Exemples : droites concourrantes dans un triangles, dans un tétraedre...

5 — Coordonnées d'un barycentre dans un espace affine de dimension finie

P
Z(X’jxi,j

Aj | xij. G | xi est le barycentre de { (Aj, oy),j € N, }. Alors X; =Hp—
Qo
j=1
6 — Coordonnées barycentriques

A, ..., Ay (p = 2) sont affinement indépendants si { A]Aj, 2 <j<p} estlinéairement indépendants.
Repére affine de € : (Aq, ..., Ans1).

VMe & 3T (X1, ..., Xn+1) € KHH,Z xj = 1, M est le barycentre de { (Aj, X)),j € Nat1 }. (X1, ..., Xnt1) sont les
coordonnées barycentriques de M dans le repére affine (A, ..., Ant1).

[ éléments de conversion vers le repere (Ar, AjAs, ..., AlAw) |
Equation d'une droite dans le plan en coordonnées barycentriques [ EXOS 25 ] : de la formeova + b +yc = 0.

V Convexité

& est un espace affine sur R et V un R — espace vectoriel.

1 — Définition
Segment : V (A, B) € €2, [AB] = { M€ & 3t e [0, 1], M barycentre de { (A, 1) B, 1—1) } }
Partie convexe : ¥ < &€ (¢ # ) est convexe si V (A, B) € ©2 [AB] c 7.

2 — Caractérisation
Ex : les convexes de R sont les intervalles.
v c &Eestconvexe & V (Ay, ..., Ap) € n, V (O, ...p On) € IR+n, 7 contient le barycentre de { (A;, ai),i€ Ny }.

[ demo = par récurrence sur n ; < évident |
Conséquence : toute variété affine est convexe (car stable par barycentre)
Exemple (en dim finie) : # hyperplan affine d'équation a; Xy + ... + an Xo = b.

v ={Me€ & a;x; +..+anX,>b} est une partic convexe. [ demo sans pb |

3 — Intersection de parties convexes

Toute intersection non vide d'une partie convexe est convexe. [d]

Soit .v C &, (7 # D), et (7 1ie1la famille des parties convexes contenant .«/, et ¥ = N . C'est la plus petite partie

convexe contenant ./, appelée enveloppe convexe de ./

Soit .o/ = { Ay, ..., An }. L'enveloppe convexe de ./ est l'ensemble des barycentres de { (A;, o0),i€ Ny }
ouVvVieNy,o=20etXa=1. [ demo c? assez long |

Exemple : dim &€ = 2. On peut définir I'enveloppe convexe de 3 points non alignés comme l'intersection de 3

demiplans fermés, limités par AB, BC, CA et contenant l'isobarycentre de A, B, C.

Soit M barycentre de { (A, o), (B, B), (C,7) }. Selon les signes de a, B, ¥, on sait dans quelle zone du plan est M.

4 — Fonctions convexes

Soit fe F(I,R). &€ =R2,

On appelle épigraphe de f: { M€ & xe lety2{(x) }. f est convexe si son épigraphe l'est. [ def |
Caractérisation d'une fonction convexe : Soit f € F (I, R)

1. Vx,yeltVvte [0, 1],ftx+ (1-1)y <tf(x) + (1-1) f(y)

() — fx) < f(z) — fx) < f(z) — £(y)

2. VXy,2elBx<y<z=

y-X ~ zZ—-X = z-Yy
L fuw) —f .
3. Vae L lapplicationue I\ {a} %% € R est croissante
4. fest convexe (c'est-a~dire son épigraphe est convexe) [DEMOlongue 1 ©2;2<3;1<4]

fest convexe = V (X1, ., Xo) € I, V (t, oy t) € Ry, EH =1 = £ £ x) < T 4 £(x)).
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[ demo par récurrence sur n. HR n=2 done ci—dessus. Réciproque |
. f(w) —f .

Soit fconvexe sur ,etae I\ { InfI,Supl}.g.:ue I\ {a} - %est croissante | ... |

Donc f dérivable a droite et a gauche en a, et f'; (a) < f'q(a) = fcontinue sur I\ { Inf [, Sup I }
Si f convexe et dérivable sur I alors f' est croissante et continue sur I. [ d;TVI; monotone |
Réciproque : f € CI(I, R) de dérivée croissante est convexe. [ demo diy+ |
Si f est deux fois dérivable, alors f convexe < f" > 0.
f e CI(, R) est convexe sur I SV, x) e l5fx)>f(a) + x—a) f'(@ [demo < simple |

& f' croissante

Exemple : f: x € Ry — xr € R, est convexe (de dérivée seconde positive)...

Inégalité de Holder : V (ay, ..., an) € R0, V (by, ...,bn) € Ry V (p,g) € R4 p>1,9>1,1/p+1/g=1=

n n l n l
Z a; bj S(Z aip) P (Zbiq)q
i=1 i i

i=1
Inégalité de Minkowski : V (ai, ..., an) € Ry, V (by, ..., b)) e Rin, Vpe Rp>1=

n 1 n 1 n 1
(Z (ai+bi)p)ps(2 aip)p+(2bip)p
i=1 i=1 i=1

[ DEMO en partant de f(E o xj / B) <X o f(x;) / Boub=ZX g ]

Page 24



MPSI — MATHEMATIQUES 3 — ERIC DAVID (ERIC.DAVID(@M4X.ORG) 21 — GEOMETRIE EUCLIDIENNE

21 — Géométrie euclidienne

I Orthogonalité et distance

& est un espace affine associé a V, un R — espace vectoriel euclidien de dimension n > 1. € est alors appelé espace
affine euclidien.

1 — Distance
v (A, B) € £2,d(A, B) = | AB||
V(A,B) e & dA B =0A=B
V (A, B) € £, d(A,B) = d(B, A)
vV (A,B,C) e &,dA,C)<dA,B) +d@B, C) inégalité triangulaire
Distance d'un point a une particde E: VAe E,VF c&,dA, F) =Inf {dA,M),Me F}
Distance de 2 parties : V F1 C €,V Fr &, d(F 1, F2) =Inf { d(A,B), (A,B) € F1xF»}.

2 — Repere orthonormal
R = (O, B) est orthonormal si B est une BON de V.
Changement de repere orthonormal : X = Q + P X . (Cf plus haut)

3 — Orthogonalité

F 1 est une variété affine de dimension Wi ; F» est une variété affine de direction Wo.
F1 L Fzsi Wi L W, clest-a-dire Wi € W2 ou W, © Wi*. Clest une relation symétrique.
F1 et F, sont dits perpendiculaires si Fy L Fret FrnFr,# .

Ex : en dimension 3, deux plans ne peuvent pas étre orthogonaux. Attention : ils sont dits perpendiculaires si les
orthogonaux a leurs directions sont orthogonaux.
Projection affine orthogonale : F variété affine de &, de direction W. & N la variété affine passant par M de direction
W* = { projeté de M }.
La distance d'un point a une variété affine est la distance du point a son projeté orthogonal sur la variété affine.

[ ~d Pythagore |
Sin = 2, distance de 2 droites concourrantes : d(D1, D2) = d(M1, M) ou M; € D; et Mz proj L de M; sur D». [ demo |
Sin = 3, distance de 2 droites non coplanaires : D; dirigé par Uy et Dy par Us. U, Uz, U1 A Uz forment une base de €.

En appelant P; le plan contenant Dy et de direction contenant U; A Uz. De méme pour Ps.

P N P, = D droite affine dirigée par Uy A Uz. {M;1} =D1 N D ; {M2} = D, N D. Alors d(D1, D2) = d(M;, M) [ demo |
Solution pratique pour connaitre d(D1, D) : d(D1, D2) = d(D1, P) = d(D', D1) ou P est le plan de direction contenant
Uy et Uz et passant par Dy ; D'y est le projeté de Dy sur P.

Ex:V (A,B) € E2,A#B, { Me &,dM, A) = d(M, B) } est Ihyperplan affine passant par le milieu de (A, B) et
orthogonal a la droite AB ; il est appelé I'hyperplan médiateur a AB. [ diy |

II Plan affine euclidien orienté

1 — Angle
L'angle des bipoints (A, B) et (C, D) est 'angle des vecteurs AB et CD.

2 — Interprétation de I'équation cartésienne d'une droite affine
Dans un ROND, D : ax + by = c. Soit M de coordonnées x et y. Alors
_lax+by-c| Iy -
dM,D) = ax + by —c . [ demo avec <u |MoM> avec My = pp(M) |

\a? + b?
Equation normale : x cos 0 + ysin@ =c  — le vecteur (cos 0, sin 0) est orthogonal a D.
Si D4 Oy, équation de D sous la forme : y = m x + p. m est appelé la pente de la droite. m = tan (i, D)

D;:y=m; X+ p; et Dz : my X + p2 sont orthogonales & m; mp = —1.

3 — Bissectrices

D; N D, = {1 }. Dy dirigé par U; normé et D, par U, normé.
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Les bissectrices de Dy et de Dz, A et A, sont les droites passant par I et dirigées par Uy + Uz et Us —Uz. Ona A L A
AUA={Me & dM,Dy) =dM,Dy) } [ demo en projetant M sur D; et D orthogonalement |
A1, A) = (A A2 et (A, A) = (A, Ar) [ demo : ils ont méme sinus et méme cosinus |

4 — Propriétés métriques du triangle
Soit ABC un vrai triangle. oL
Alors [AB,AC | =[BC,BA]=[CA,CB] [ demo Chasles |

Si une mesure de l'angle (AB, AC) appartient a 10, 7t[, il en est de méme pour (éC, BA) et pour (CA, CB).
(car le produit mixte donne le signe du sinus)

0, +05+0c=T [ demo Chasles |
smae,\ = Slr{)eB = smcec [ d'aprés les relations du produit mixte |
Relation d'Al Kashi : a2 = b? + ¢2— 2 b ¢ cos Oa. [ demo rapide |
Aire: V2 |[AB,AC ]| =% |[BC,BA || =% |[CA,CB ]|
=Y ||AA"|||IBC|| si A est le projeté L de A sur BC [ demo Chasles ]
lo] __ Bl __ 1yl

Si M barycentre de { (A, o), B, B), (C, Y }, alors Airerme — alrevne — alren [ demo Chasles |

Médianes : se coupent au centre de gravité, barycentre de { (A, 1), (B, 1), (C, 1) }

Bissectrices intérieures : se coupent au centre du cercle inscrit, barycentre de { (A, a), B, b), (C,c) }. [aire]
Hauteurs : se coupent en l'orthocentre, barycentre de { (A, tan 6,), (b, tan 0g), (C, tan 6¢) } [ analyse |
Médiatrices : centre du c. circonscrit { (A, tan 6 + tan 6¢), (B, tan 6, + tan 6¢), (C, tan 6 + tan 6,) } [ ortho ABC' |

5 — Cercles
Equation normale d'un cercle: M € C & x* + y?—2ax—2by + ¢ = 0,0u c = a? + b?—R?
Réciproque : il faut a2 + b> —c > 0.
Cercle défini par un diamétre : M € C < <MA|MB> = 0 car <MA|MB> = ||MI||2— ||IA]|> [ demo Chasles ]
Intersection d'un cercle et d'une droite : La droite est définie par 2 équations paramétriques.
Me DNCoIAe R A%(a? + B?) + 2A(axo + byo —ao — bP) + (xo? + yo? — 2ax — 2by + ¢) = 0.
On peut supposer o? + B? = 1. En fait, A' = R* — d(I, D)2
Tangente : XoX + yoy — a(x + Xo) — b(y + yo) + ¢ = 0. On remplace :

X% — XoX y% = yoy 2X — X + Xo 2y >y +yo (s'en rappeler)
Points cocycliques : L'angle au centre est le double de l'angle inscrit. [ demo Chasles & bissectrices |
Cercle de centre | ; A, B, M appartiennent au cercle, et T est sur la tangente au cercle en A.
Alors (IA, 1B) = 2(MA, MB) = 2(AT, AB) [ demos |
Soit0e R.{Me & MALMB)=6[n]}uU {A,B} estladroite ABsi®=0][mr];sinon, c'est le cercle passant par A
et B tel que (AT,AB)=6[m]. [ demo ]
Points cocycliques : A, B, C, D non 3 a 3 alignés sont cocycliques < (CA, CB) = (DA,DB) [ &t |.
Pour le déterminer on peut utiliser des nombres complexes : (CA, CB) = Arg@i — ;f) [2m].

III Espace affine euclidien orienté de dimension 3

1 — Angles

2 — Equation cartésienne d'un plan
Dans une ROND : (P) : ax + by + cz = d.
+ by +cz—

d(M, ) = |ax 'by 'cz 'dl

\aZ + b2 +c?

Sia% + b? + ¢? = 1, équation normale : a = cos &, b = cos B, ¢ = cos Y.
Attention, la relation de Chasles n'est pas valable pour les angles.

[<G||\7|0M>]

3 — Distance d'un point a une droite

_IAMA |

I

Droite donnée par l'intersection de 2 plan perpendiculaires : dM, D) = \/ dz(M, Py) + d2(M, P2)

Droite donnée par un point A et un vecteur directeur U : d(M, D)

Page 26



MPSI — MATHEMATIQUES 3 — ERIC DAVID (ERIC.DAVID(@M4X.ORG) 21 — GEOMETRIE EUCLIDIENNE

B> 11 faut savoir faire cela. (Centrale2000)

4 — Interprétation du produit vectoriel et du produit mixte

“AB A AC“ = 2 X aireapc = aireaspc parallélogramme-
| [AB, AC, AD] | = 6 X volumeagcp = VOlumeparallélépipéde de base ABEC sur la droite AD-

5 — Spheres
Equation normale de la sphere de centre (a, b, ¢) de rayon R :
Me (5 S x-a)r+ (y-b?+ (z—c)? =R?
& x2+y*+z2-2ax—2by—2cz+a*+b*+c*-RE=0.

Réciproque : x2 + y? + 72 — 2ax —2by — 2cz + d? est une équation de sphére < a? + b* + c2—d > 0.
Sphére définie par un diamétre : M e (§) <MA | MB> = 0.
Intersection d'une sphere (S) et d'un plan (P) : on utilise un repere orthonormal de centre O, tel que (P) J/ xOy.
Sid(O, (P)) <R, (S) N (P) = cercle de rayon r = V(R? — d2(0,(P))) et de centre le projeté orthogonal de O sur (P).
Sid(O, (P)) =R, (S) N (P) est le projeté orthogonal de O sur (P). Le plan est dit tangent a la sphere.
Sid©O,®) >R, (NP =0
Equation du plan tangent en M a la sphere : xxo + yyo — 2a(X + Xo) — 2b(y + yo) —2c(z—z0) +d = 0.

(mémes transformation a effectuer que dans le cas d'une droite tangente a un cercle)

Attention, il n'y a pas unicité de droite tangente a une sphére un en point.
Intersection d'une sphere et d'une droite : on se place dans le plan contenant la droite et le centre de la sphere. On se

ramene a un probleme plan : (S) N (D) = ((S) N (P)) N (D) car (D) c (P).

IV Isométries affines

1 —Cas général

€ affine euclidien de dimension n attaché a V.

@ : € > € est une isométrie si V (A, B) € €2, d(P(A), P(B)) = d(A, B).

® isométrie < c'est une bijection affine de partie linéaire isométrie vectorielle. — notion d'isométrie affine.

[ demo = ¢ conserve le produit scalaire |
Groupe des isométries affines. Sous—groupe des déplacements (de partie linéaire rotation).
Sous—ensemble des antidéplacements (de partie linéaire isométrie vectorielle négative).
La composée de 2 réflexions affines par rapport a des hyperplans parall¢les est une translation. [ demo rapide |
Toute translation peut se décomposer en deux réflexions affines par rapport a des hyperplans paralleles.
Toute isométrie affine est la composée d'une translation et d'une isométrie affine laissant invariant un point.

— toute isométrie affine est la composée de réflexions. [+]
Soit O € €. { @ isométries affines de &, P(O) = O } est un sous—groupe du groupe des isométries, isomorphe a O(V).

Soient Ao, ..., An n+1 points affinement indépendants de €. Soient By, ..., B, n+1 points quelconques de €.
Alors 31D : & — € affine, Vie {0,..,n },P(A) =B. [ demo rapide |
Soient Ao, ..., Ay n+1 points affinement indépendants de €. Soient B, ..., B, n+1 points de &, tels que
Y 4,j) € {0,..,n}2 d(A;, A) = d(B;, B)
Alors 31D : € — € isométrie affine, Vie {0,..,n},P(A) =B, [ demo : @ conserve le produit scalaire |

2 — Isométries affines d'une droite affine

O € &. Isométries qui laissent O invariant : Idg et So.

Toutes les isométries affines de € sont :

e déplacements : les translations

® antidéplacements : symétries centrales = réflexions = générateurs [ demo rapide |

3 — Isométries affines d'un plan affine

O € &. Isométries laissant O invariant : rotations affines et réflexions affines.

Toutes les isométries affines de € sont :

e déplacements : les rotations et les translations. [ demo composée est une rotation avec Sps © Sps © Sp2 © Spi |
® antidéplacements : les réflexions (générateurs) ou la composée de 3 réflexions.

Page 27



MPSI — MATHEMATIQUES 3 — ERIC DAVID (ERIC.DAVID(@M4X.ORG) 21 — GEOMETRIE EUCLIDIENNE

4 — Isométries affines d'un espace affine de dimension 3

O € &. Isométries laissant O invariant : rotations, réflexions et composée de 3 réflexions.
Toutes les isométries affines de € sont :

e déplacements : rotations (engendrés par les demi tours affines)
Toute translation peut se décomposer en deux demi tours affines par rapport a des axes paralleles.
La composée de 2 demi tours affines par rapport a des axes paralleles est une translation. [ demo rapide |
Ty © R(D, 0) = Sp4 © Sps © Spz © Spi. On s'arrange pour que D, = D3. — Les déplacements sont tous la composée
de deux demi tours. Si les axes de deux demi tours sont concourrants, c'est ni rotation, s'ils sont paralll¢les, c'est
une translation, sinon : déplacement hélicoidal ou vissage [ demo avec la perpendiculaire commune ].

e antidéplacements : composée de 1, 3 ou 5 réflexions.

Bijection entre les déplacement et les antidéplacements : composée par une réflexion.

5 — Isométries laissant une figure invariante

F c &, F #D. On cherche G = { ® isométrie de &, P(F) = F }.

SiF ={ A1 .., A} est® e G,alors ®(O) = O, ou O est l'isobarycentre des points de F.

Soit l'application F : ® € G — F|# € S¢g = S, (notation délicate).

Si F est injective, elle établit un isomorphisme de groupe G sur F(G) qui est un sous—groupe de Sy. = #(G) | n!
Exemple : dimension 2. Triangle équilatéral. 3 rotations et 3 réflexions.

dimension 3. Tétracdre régulier. 12 rotations et 12 réflexions.
dimension 3. Cube. DIY. 24 rotations et 24 réflexions.

6 — Similitudes directes d'un plan affine euclidien

Une similitude d'un plan affine est une application affine & telle que
Ik >0,V (A B) € &, d(D(A), P(B)) = kd(A, B). k est appelé le rapport de la similitude.
Une similitude de rapport k # 1 est la composée d'une homothétie et d'une isométrie. [ demo H-1 o0 @ =W |

Une similitude directe est la composée d'une homothétie et d'une rotation. Elles forment un sous—groupe du groupe
des applications affine.

Une similitude directe de rapport k # 1 possede un point fixe unique, appelé le centre de la similitude.
Z=kei%z+ z.
Zo

m [ demo C ]

7z=7&& 7=

V Coniques

1 — Définition analytique

& plan affine euclidien orienté. R = (O, 1,J) ROND.

Une conique est une courbe plane d'équation cartésienne ax* + 2bxy + cy? + 2dx + 2ey + f = 0, 0u (a, b, ¢) # (0,0,0)
Coniques dégénérées : x> +y? =0;x2—y*=0;x2+y*+ 1 =0;x*—2xy +y=0.

Intersection d'une conique et dune droite : (D) définie avec un parameétre.

Me M NnD)edte RAt2+Bt+C=0—0, 1 ou 2 points d'intersection.

Sl y a 1 point d'intersection, (D) est dite tangente a la conique au point d'intersection.

On prend un repere dont l'origine est sur (I) — plus de terme constant.

(D) : ax® + 2bxy + cy? + 2dx + 2ey = 0 _ 2d+2et
(D) :y =tx (t est un parametre) Six#0, M X= ct2+2bt+a

(D) N (D) : ax? + 2btx? + ct2x% + 2dx + 2etx = 0. _ 2d + 2et
ct?2+2bt+a

Branches a l'infini : si le dénominateur s'annule.

Sib%—ac > 0, alors (I') présente 2 directions asymptotiques. Une telle conique est appelée hyperbole.
Sib% —ac = 0, elle a une direction asymptotique "double". C'est une parabole.
Sib% —ac < 0, elle n'a pas de directions asymptotiques. C'est une ellipse.

Centre de symétrie : Changement de repere vers Q(a., B) centre éventuel.
Q centre de symétrie < coefficients des termes de degré 1 sont nuls & ac —b? # 0
— seule la parabole n'a pas de centre de symétrie.
Equation de la tangente en un point d'une conique : [...]| Nouvelle transformation : 2xy — xyo + yXo.
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2 — Equation réduite d'une conique

Coniques a centre : ax? + 2bxy + cy? = O donne les directions asymptotiques. Ici, b? —ac # 0.

Translation : vers un repere d'origine le centre de symétrie — plus de termes de degré 1 : ax'? + 2bx'y' + ¢y + f' = 0.
Rotation : pour que les termes en XY disparaissent. C'est possible [ demo ].
On a donc une équation de la forme AX? + BY2 + F=0,0uA# OctB#0.

Ellipse : (AB > 0). Equation réduite : X?/a% + Y2/b* = 1. Graphique. Tangente aux extrémités...

Hyperbole : (AB < 0). Equation réduite : X2/a% — Y2/b? = 1. Graphique. Asymptotes : Y = +(b/a)X. Tangentes...

Parabole : b? — ac = 0. Forme de ['équation : (y — mx)? + 2dx + 2ey + cf = O (carré parfait).

Rotation pour que la direction asymptotique y = mx soit 'axe Ox': y"? + 2d'x' + 2e'y' + f' = 0.

Translation pour que les termes en Y et constants s'annulent. C'est possible [ demo |.

On a donc une équation de la forme Y2 = 2 p X. p > O est le parametre de la parabole. Grafx. Tangente...

3 — Conique définie par un foyer, une directrice et une excentricité

Soit F un point (appelé le foyer), D une droite (appelée directrice), et e € R+ (appelé excentricité), tels que F ¢ D.
Soit ) = {Me &,dMF) /dM,D) =e¢ }.

On choisit un repere tel que F ait pour coordonnées (f, 0) et que D ait pour équation x = d.

dF) / dM, D) = e & x*(1 —¢e?) +y? + 2(de? — )x + {2 —e?d? = 0.

Directions asymptotiques : x*(1 —e?) + y? = 0. Suivant la valeur de e, on retrouve les 3 coniques usuelles.
Réciproque : a partir de 'équation cartésienne, recherche d'un foyer, d'une directrice, et d'une excentricité.

Cas de lellipse : x2/a% + y?/b* = 1. Supposons a > b > 0. On identifie.

e=c/a ot ¢ =V(a? — b?») = a?=Db*+c?
d=+a?/c f=xc.
Graphique. Soit Q l'intersection du grand cercle (de centre O de rayon a) avec la parallele a Oy passant par F. La
tangente en Q au grand cercle coupe Ox sur un point P de D. [ demo |
Définition bifocale : (I = { M e &, dM,F) + dIM,F') = 2a } [ demo |
Tangente en M € (I') = bissectrice extérieure de I'angle des 2 droites MF et MF . [ demo |

B> 11 faut savoir que toute ellipse est l'image par une application affine d'un cercle. (Centrale2000)

Cas de 'hyperbole : x%/a? — y?/b* = 1. On identifie.

e=c/a oitc =V(@? + b?) =a?+b*=c?

d=+a?/c f=%c.
Graphique. Soit (C) le cercle de centre O de rayon a. Il coupe une asymptote en Q. La tangente au cercle en Q coupe
l'axe Ox en un foyer. La directrice D est la parallele a Oy passant par Q. [ demo |
Définition bifocale : (I = { M e &, |[dM, ) —dM,F) | =2a} [ demo |

Tangente en M € (I') = bissectrice intérieure de I'angle des 2 droites MF et MF .

Cas de la parabole : y* — 2 p x = 0. On identifie

e=1. f=p/2 d=-p/2.
Graphique. La tangente en M € (I') est bissectrice intérieure de l'angle des droites MF et MH, si H est le projeté
orthogonal de M sur D. [~d]

4 — Représentation paramétrique

Ellipse : x%/a? +y*/b* =1 X=acos9 y =bsin 6.
Hyperbole : x%/a?-y*/b* =1 x=achg y =bsho.
Parabole y2=2pX x=y%*/2p y=y

Page 29



MPSI — MATHEMATIQUES 3 — ERIC DAVID (ERIC.DAVID(@M4X.ORG) 22 — ESPACES VECTORIELS NORMES

22 — Espaces vectoriels normés

I Espace R?

1 — Norme et distance

On appelle norme sur un R—espace vectoriel E une application de E dans R+, qui a U associe ||U]], telle que

VAeR,3deE AU = [A]U].

V@,V e B2 U+ V| < [T + [V

viek|U|=0si=0.
E est alors dit espace vectoriel normé (evn).
Distance associée a une norme : V (A, B) € £, d(A, B) = | AB.

V (A,B) € E2,d(A,B)=0< A=B

V (A, B) € E2,d(A,B) =d(B, A)

Vv (A,B,0) € E3,d(A,C) <d(A,B) +d(B,0)
Mémes définitions de distances d'un point a une partie de E, et distance de 2 parties de E...
Ex:E=R2 [T = V(x2 + y?) norme euclidienne

N: (@) = Sup(|x],|y]) N@@) = |x] + |y| autres normes

Ve R |[U] <V2 Ni(@ ; Ny (@) <: N2(@) 5 No(@) <2 ||T].
N et N ' sont deux normes équivalentes sur R? si3 (o, B) € R+*2, N<aN'et N'<BN.
Toutes les normes sur R2 sont équivalentes. [ ADMIS |
Une partic Ac RZ est bornée sidk >0,V Ue A, ||U]| £k
SiAcRZestbornée alors3k'>0,V (M, N) € A2, dM,N) <k [ demo rapide |
Remarque : La définition et cette propriété sont indépendantes du choix de la norme dans R2,
Dans R, la valeur absolue est une norme. Dans C, le module est une norme.

2 — Ouverts et fermés
Soit E un R—evn.
On appelle boule ouverte de centre Mo € E de rayon r > 0 l'ensemble Bo(Mo, 1) = { M € E,dM, Mp) <r }.
On appelle boule fermée de centre Mo € E de rayon r > 0 l'ensemble Bi{(Mo, r) = { M € E,d(M, Mo) <r }.
Soient 2 normes sur R2. Alors toute boule pour une norme contient une boule pour l'autre (avec des rayons #).
Une partie O de E evn est ouverte siO = JousiVMe O,3r>0,B,(M,r) cO. [ indep norme |
Exemples sur R : intervalles ouverts, réunion d'intervalles.
Exemples sur R? : R2, boule ouverte [ d ], demi plan ouvert [ d ].
Toute réunion d'ouverts est un ouvert. Toute intersection d'une famille finie d'ouverts est un ouvert. [ demo ]
F c E evn est un fermé si (g F est un ouvert. [ indep norme |
Exemples sur R : intervalles fermés, R, &, {x},Z
Exemples sur R? : R2, boules fermées [ diy 1.
Soit A  R?, et (Oyic 11a famille de tous les ouverts contenus dans A. U O; est le plus grand ouvert contenu dans A. 11
est appelé l'intérieur de A, noté A.
Me Ae3r>0,B,(M,r) CA. [ demo rapide |

3 — Suites

Une suite d'éléments de R? est une application de N vers R%. (Mp)ne n = ((Xn, Yn))n e v (Xn) €t (yn) sont appelées les
suites composantes de (My).

(Myp) = ((Xn, y)) est bornée sidm >0,V ne N, || Xy, yo) || £ m. [ indep norme |

(Xn, Yn) bornée < (xn) et (yn) sont bornés. [ demo < en prenant || (x,y)|| = Sup{|x|,|y|} ]

(Mp) = ((Xn, Yn)) converge versM = (X,y) siVe>0,dnoe N,Vne N,n2no = dM,, M) <e.

(Mp) = ((xn, Yn)) converge vers (X,y) & (x,) = xet (yn) = y.

Toute suite convergente est bornée. Définition d'une suite extraite...

Toute suite extraite d'une suite convergente converge vers la méme limite.
Théoréme de Bolzano — Weierstrass : de toute suite bornée on peut extraire une suite convergente. [ demo cascade |
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4 — Point adhérent

Soit A  RZ non vide. M € RZ est dit adhérent a Asi 3 (M,) € A, (M) — M.
A est l'ensemble des points adhérents. Par convention, I'ensemble des points adhérents de & est &.
SiA#d, (1), (2),(3) sont équivalentes :

(1) Me A.
(2) Vr>0,B.(M,r) "nAz=D
(3) dM, A) =0. [demo 1 = 2= 3 = 1 facile |
o _
VAcR:LCA=CAetCA=CA [ demo < vite |
A est le plus petit fermé contenant A. [ demo rapide |
Aestun fermé < A=A, Aestunouvert < A=A

Si A# @, Aest un fermé < toute suite convergente de A" a sa limite dans A.

5 — Extension a Rn

Norme sur R : || (x1, ..., o) | = V(Z x?) norme euclidienne.
Soitp 2 1. || (X1, ..., Xo) || = & |xi |P)1/P est une forme. Elle converge vers Sup | xi|. [ diy |

II Fonctions d'une variable réelle i valeurs dans R»

1 — Limite et continuité

Soit I intervalle de R.

Soitfe FU,RY) esttoe T U { SupI,Infl}.fa unelimite /= (/1, /2) en to si
Ve>0,3a>0,Viel [t—t] <a=||f() -/ <€ [ indep de ||| |

D¢éfinition des fonctions composantes...

@) = (1D, f20) ,— (4, &) & 1) 0> b et £2() 0> 4.

festcontinueentoe Isive>0,3a>0,Vtel, [t—t| <a= |[f(t) — )] L&
Opérations de combinaison linéaire, composition avec un élément de R, produit scalaire...
Continuité uniforme : Théoréeme de Heine aussi valide.

2 — Dérivation

fe F(I,R?) est dérivable en to € 1si (f(t) — (o)) / (t — to) a une limite lorsque t — to.

Sivte R, f(t) = (fi(D), f2(1)), f dérivable en to < f et f, dérivables en to, et dans ce cas, f '(to) = (f1'(to), f2'(t0)).
Déterminant : V (f,g) € F (I, R»)% W : te I — dét(f(t), g(t)) est dérivable < f et g sont dérivables.

Produit scalaire : y : t — <f(f) |g®)>. y'(D) = <f'() |g()> + <f(D) |g'(})>

Dérivée d'une fonction vectorielle de norme constante. f dérivable en to = <f(to) | f '(to)> = 0.

3 — Intégrabilité

Fonctions en escaliers... Intégrale d'une fonction en escalier. Approximation uniforme d'une fonction C°PM par des
fonctions en escalier. Intégrale et primitive. Inégalité des accroissements finis (d'apres f(b) — f(a) = [kt ).

f e CO([a, bl, R) est bornée sur [a, bl. Intégration par parties. Formule de Taylor avec reste intégral.

Inégalité de Taylor — Lagrange. Développement limité.

4 — Extension a Rn
Fonctions composantes : f(t) = (fi (1), ..., fa(f))

III Limite et continuité d'une fonction de R? dans R

1 — Structure
A c R? Soit f € F(A, R). Applications partielles : y — f(xo, y) et x — f(x, yo).

2 — Limite et continuité en un point
Soit f € F (A, R). Soit Mo € Adh(A). f{(M) —m, /siVe> 0,3 >0,V Me A, dM, Mo) <a= [f(M) /| <e.
(importance du choix de My € Adh(A) ; indep norme ; déf avec des boules...)
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Soit Mo € A. f continueen MosiVe>0,3a >0,V Me A,dM, M) <o = df(M), f(Mo)) <E&.
Si Mo est isolé dans A, f est automatiquement continue en Mo.

fM) S, /e V (M) € A%, (M) = Mo = (F(Mw) — 4

Opérations et limites (ou continuité). Relations d'ordre locament...

f continue en My = les applications partielles aussi.

_Xy_.o)

Contrexemple de la réciproque : (x,y) — ((X, Y #0©0,00 77 V'

Ex:(x,y) > (y>x2?x*:y%).

3 — Continuité globale
f continue en O si elle est continue en chaque point de O.
Soit f : RZ — R continue sur R? < V O ouvert de R, f-1(O) est un ouvert de R2.
et V F fermé de R, £ 1(F) est un fermé de R%. [ demo = assemblage |
Application : { (x,y) € R% f(x,y) 20} = f1(R) est un fermé si f continue...
Vv O ouvert de R%, C°(O, R) est une R — algebre.
Rem : les applications projections (x,y) — x et (X, y) — y sont continues. [d]
Composition :  Soitf: O > Ret ¢:1— R. @ et f continues = ¢ o f continue sur O.

Soitg:I - R2%etf: 0 — R. getf continues = f o g continue sur O.
Soit f continue sur un compact F (c'est-a-dire un fermé borné). Alors f est bornée et atteint ses bornes. [ d absurde |

4 — Extension
f:Rr — Ra

(X1y ooy Xp) = ((1(X1y very Xp),y ooy Tq (X1, oeey Xp))

IV Calcul différentiel

1 — Dérivées partielles
Soit f € F(O,R). Soit Moe O,V =(h, k) #0,et:te R — (Mo +tV) € R.

Si @ est dérivable en O, alors f admet en My est dérivée selon V. Notation :
f(xo + th, yo + tk) — f(xo, Yo)

Dyf (Mo) = ¢'(0) = lim i
0
Notations :E(Mo) =D g,0f (MO)E(MO) =D ,1nf (Mo)
ox dy

Ex:f:(x,y) > sin(x? +yd) ...
Soit V= 0.8i VM € O, f a une dérivée en M, on créé l'application "dérivée partielle" D 3 f € F (O, R)

2 — Applications de classe C!
f: O — Restdeclasse Cl sur O si

* VMe O,E(M) et E(M) existent
X ay
— of of .
e IesapplicationsM e O ->=—(M) € Ret (M) € O - =—(M) € R sont continues sur O.

ox dy
Soit f € C1(O, R). Soit Mo = (X0, y0) € O.Onnote U = { (h,k) € R? (xo + h,yo+k) € O}
Il existe une applicatione : U >R ; ¥V (h, k) € U,
of of
f(o + B, yo k) = f(Mo) +h 5= (Mo) + k@ (Mo) + || (h, k) || &(h, k).

ou €(h, k) = 0 quand (h, k) — (0, 0).
On dit que f admet en M un développement limité a l'ordre 1.

> e - f f
V'V = (h, k) #(0,0), f admet en Mo une dérivée selon V,et Dy f (Mo) = h g_x Mp) + kg—y (Mp).
[ DEMO : on intercale f(Xo + h, yo) puis TAF puis déf de €. Puis € — 0. Enfin, 2¢ partie... |
Conséquence : f € C1(O,R) = f e C°(O, R).
Soit f € C1(O, R) et My € O. La différentielle de f en Mo est la forme linéaire Ve R — D 3 f (Mo) € R.

Notation : dfyo. Rem : si f est une forme linéaire, V Mo € R?, dfyo = f.
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dx et dy représentent les différentielles des 2 formes coordonnées. dx(x,y) = x. dy(x,y) =y.

o o
On notera df = Ix dx + dy dy
L of of
ce qui signifie  dfmo(h, k) = a—X(Mo) x dx(h, k) + a_y(MO) x dy(h, k).

Notation définitive : f(xo + h, yo + k) — (X0, yo) = dfmo(h, k) + || (h, k) || €(h, k).

CH(O, R) est une R — algebre. [ indics pour la division... |

Soit f e C1H(O, R) et g € CI1(, R?) telles que g(I) < O. Alors f 0 g € CI(I, R). et si g(t) = (g:1(1), g2(1)),on a
(fog'®= %(g(t)) x g (t) + g—}f’(g(t)) X g'2(t) [ DEMO différentielles |

Extension : f € C1(O,R) ; g€ F(U,R?) out U R2 g(u, v) = (g1(u, v), 2(u, v)) ou g; et g» de classe C!.

Soith=foge F(R?R). Alorsona:

dh of 9 of 2
qul® ) = 980 W) X G v + St V) X Gk, v
dh of J of d
2y V) =57, v) X _a%(u: V) + g(g(u, V)X _agf(“’ v
‘ ~ Loy 9X_0p_ 1
Exemple : g(p, 0) = (p cos 6, p sin 6). op Ox cos®

3 — Extrémum
Soit f € F (A, R).
f présente en Mo € A un maximum global si V M € A, f(M) < f(Mo).
f présente en Mo € A un minimum global si V M € A, f(M) = f(Mo).
f présente en Mo € A un maximum local si 3 r > 0, Bo(Mo, 1) C A et VM € Bo(Mo, 1), f(M) < f(Mo).
f présente en Mo € A un minimum local si 3 r > 0, Bo(Mo, 1) c A et VM € Bo(Mo, 1), f(M) = f(Mo).
Interprétation graphique : surfaces 3D...
. . f f
Soit f € C1(O, R) ayant en Mo € O un extrémum local. Alors g—X(Mo) = g—y(Mo) =0. [demo]
Réciproque fausse.
Exemple : Soit un vrai triangle. On cherche les points de I'enveloppe convexe, telle que le produit des 3
distances aux cotés soient maximales...

Cas d'un espace cuclidien. Soit f € C1(O, R). dfy : (h,k) € R2 > h %(M) + kg—}f’(M) est une forme linéaire donc
~ PN , " S . of of -
Jwe R% VU e R? dfw(U) = <w|U>. En fait, W = g(M),a—y(M) =gradm f.

Une fonction vectorielle F : O — R2 dérive d'un potentiel scalaire f € F(O,R) siVMe O, Fov) = graduy f.
4 — Dérivées partielles d'ordre supérieur a 1.
Soit f € C1(O, R).

. of f e . . e .
Si A et g_y admettent en O des dérivées partielles, elles seront appelées dérivées partielles d'ordre 2 de f.

ox
0¥ 9* J* 9
dxdy’ 9x% dyodx’ dy?*

Ce sont

d9*f » 0%
’0xdy ~ dyox’

2 2 2 2
aiafy’ %, aiafx’ g—yi existent et sont continues sur O.

o _

oxdy 0yox
Extension : Si f € CP(O, R), l'ordre des dérivations n'a pas d'importance.
¥V p e N*, CP(O, R) est une R — algébre.

9" (af + Bg) o't g
PO, R)? R2 = + .
v (f7 g) eC (07 ) ’ v (OC7 B) € ’ ayp~kaxk o aXp~kayk B aXp~kaka

Composition : f € F(O,R) et ge F(I,R?). et g sont de classe p = h =fo ge Cr(, R).

Ex : f(x,y) = ((X,y);tO?( :0). Ici

x% +y?)

fe F(O,R) est de classe C2 sur O si

Théoreme de Schwarz : sif € C2(O, R) alors [ DEMO rectangle TAF |

Page 33



MPSI — MATHEMATIQUES 3 — ERIC DAVID (ERIC.DAVID(@M4X.ORG)

22 — ESPACES VECTORIELS NORMES

of of
h'®) = a_x(g(t)) X gt + a_y(g(t)) X g'2(D).
of 9% , 0
h"() = a_x(g(t)) x g"i(t) + _axz(g(t)) X (g'1(1))* + ayax(g(t)) X g'1(t) X g'2(t)
of 9% , 04
+ a_y(g(t)) X g"(t) + _ayz(g(t)) X (g2(1)* + axay(g(t)) X g2(t) X g'1()).
d9*f  9* . . .
EX: A=<=+ Laplacien. Soit h(p,0) = f(p cosb, p sinb)

©0x% oy?
Ph . 19h | 19k

En coordonnées polaires, A = op? + oop + 07007 [ CALCULS |
5 — Généralisation
Soit f e F (R~ R).

ai(al a)=lim f(a,,..,a,_,a, +ta,,.,a )—f(a,..a,)

ax, t—=0 t

i

o of
f(a,+h,,...a, +h)=f(a....a,)+ Y h, aaT(al,...,an)+H(al o |lE(@,,emna,)
i=1 i

c'est-a-dire f(a; + hy, ..., an + hy) — f(ay, ..., an) = dfa(hy, ..., hy) + || @1, ..., an) ||[€@y, ..., an). dfs € RD)*
Soit f € F (Rp, Ra). Cette relation est toujours vraie. dfa € L(Rp, Ra) — on peut la définir par une matrice :

BL(A) af‘ (A)
Mat(dfy) = ax,: N axp: SLEX1, ooy Xp) = (1 (X1, erny Xp), ooy T(X o
S . :
(A ... 4 (A
@ P
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23 — Courbes du plan

I Représentations cartésiennes d'une courbe plane

1 — Graphique d'une fonction d'une variable
Bouf. C'est limitatif.

2 — Courbe définie par une équation cartésienne

Equation implicite : (C) = { M = (x,y) € R% f(x,y) =0}
Ex : f(x,y) = x? + y? — 1. Localement, on peut la courbe comme le graphique d'une fonction d'une variable.

Soit f € CX(O, R) et My € O tel que f(Mo) = O et E(Mo) #0. Alors 31 et ] intervallesde R, Mo e Ix]J,et @ € F (L)),

dy
tels que : IxJcO
Vyelx],fx,y)y=0y=0X).
¢ e C1,)) [ ADMIS ; on peut intervertir le role de x et de y)
a_)f((Mo)
On a alors @ '(xo0) = — 3 [ demo étude de x — f(x, (X)) ; on peut continuer pour ¢® |
a_(Mo)
y
. of of -
Equation de la tangente en Mo (X — Xo) a—X(Mo) + (Y —yo) a_y(MO) =0. = grady, f 1 tangente en Mo.

II Arc

1 — Arc paramétré

Arc paramétré = couple (I, f) ot I est un intervalle de R et f € CO(I, R?).
L'arc est de classe Ck si f est de classe Ck. Le support de T'arc est f(I).
Vte I, M = f{(t) est le point de parametre t de l'arc.

2 — Changement de parametre

(exemples)

(1, ©) et (J, g) deux arcs de classe Ck (k = 0) sont dits Ck — équivalents si 3 ¢ : I — ], bijective avec ¢! de classe Ck, telle
quef=go@. (Sik=1,¢convient=je Ck(I,)etViel,@'(t)#0 (Ck—difféomorphisme).

La relation ainsi définie est une relation d'équivalence. [~d]

Arc géométrique = classe d'équivalence d'un arc paramétré vis-a-vis de cette relation.

Soit (y) un arc géométrique. V (I, f) € (y), 0, ) est dit représentation paramétrique admissible pour (y).

Propriétés intrinseques (pas modifiées si I'on change de représentant de la classe) : support de 1'arc, nature de I.

3 — Extrémités, arc fermés
Soit (y) un arc géométrique. (I, f) est une représentation paramétrique admissible.

Une extrémité de l'arc paramétré (I, f) est I'image par f d'une extrémité de I (appartenant aI) — O, 1 ou 2 extrémités.
Un arc est fermé s'il a 2 extrémités, et qu'elles sont confondues. (intrinseque )

4 — Ordre de multiplicité

Soit M un point du support de (y).
Le caractere fini ou infini de {t € I, f(t) = M } est intrinseque. Si cet ensemble est fini, son cardinal est intrinseque.
Il est appelé l'ordre de multiplicité de M. [ demo rapide |
Arc simple = arc pas fermé pour lequel on n'a pas que des points simples (avec un ordre 1).
ou arc fermé dont seuls les extrémités ont un ordre différent de 1.

5 — Sous-~espaces fondamentaux

Soit (y) un arc géométrique de classe Ck représenté par (I, ). Soit Mo(to) un point du support de (y).
V p <k, Vect{ f '(to), ..., {P(to) } est une propriété intrinseque. [ ébauche de demo par récurrence sur p |
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Ces ensembles sont appelés sous-espaces fondamentaux.
On cherche r = Min{ p € N*, p <k, f®(to) 0 }.

Sir=1, Mo est dit régulier : on a alors f '(to)) # 0.  Sir > 1, Mo est dit singulier d'ordre r.
La droite affine contenant My et dirigée par f®(to) est tangente en Mo au support de l'arc.

(intrinseque)

[ demo tgt Taylor |

III Etude d'une courbe plane en coordonnées cartésiennes

1 — Tangente en Mo(to) régulier
Tangente en Mo : y'o X —Xo) —X'o (Y —yo) = 0.
Soit aut) = a(x(t) — xo) + b(y(t) —yo).

a'(t)) =0 = axo+byo=0 e Dest tangente & 1o est racine au moins double dans .
Si D n'est pas tangente, to est racine simple de a.

Soit D une droite contenant Mo : a (X—Xo) + b (Y —yo) = 0.

2 — Tangente en Mo(to) singulier d'ordre r
Tangente en Mo : y®?o (X —Xo) — X®o (Y —yo) = 0.

Soit au(t) = a(x() —x0) + b(y(®) —yo).
Si D n'est pas tangente i, est racine d'ordre r.

Si D est la tangente, to est racine d'ordre > r + 1.

Soit D une droite contenant Mo : a (X—Xo) + b (Y —yo) = 0.

3 — Position de 1'arc par rapport a la tangente en un point

Cas particulier du point régulier : f'(to) # O.

Si (f'(to), f "(to)) engendre R2, M est dit birégulier. Dans ce cas, la courbe est localement contenue dans le demi-plan
d'axe (Mo, f '(to)) contenant le point Mo + f"(to). [ demo Taylor MoM = ... |

Soit g € N*\ {1}, f"(to), ..., f @D(to) liés a f '(to) et (f '(to), f@ (to)) linéairement indépendants.

Alors si q est impair, Mo est un point d'inflexion. Sinon, c'est un méplat.

Cas d'un point singulier : f'(to) = ... = f®D(tp) = 0 ; f® (to) # 0 ; fP*+D (L), ..., f@ D (to) liés a f® (to) ; (P (to), @D (o))
sont linéairement indépendants. Alors :
p pair p impair
qd pair d impair qd pair d impair
point de rebroussement de | point de rebroussement de Méplat point d'inflexion
2¢ espece 1¢ espece
3 > ( ~

3 — Exemple : cycloide

X = R(t — sint) Sit=0 [2x],ily a un point de rebroussement de 1¢ espece
y =R(1 —cost)  Sinon, M; est régulier et correspond a un méplat.

4 — Branches infinies

(y) représenté par (I, f) a une branche infinie lorsquet »>ae T U { Inf I, Sup 1} si ||(_5M | = If®) | — +eo.

Il a une direction asymptotique si y/x converge lorsque t — a. (Position limite de la droite OM).

x() — Xo y(#) = oo, Asymptote : X = Xo.
X(f) > o0 y(®) = yo. Asymptote : y = yo.
x(t) = o y(t) — oo. Siy/x — 0 : Branche parabolique : Ox

Si y/x — oo : Branche parabolique : Oy
Siy/x >be R*:Siy(t) —b x(t) > a e R, il y a une asymptote.
3 2 _
Ex : (C)X:tzi Tety= tf%t a une asymptote y = x — 1 pour t — oo,

5 — Tracé
Plan d'étude : on donne f € F (R, R?),V t e Dy, (1) = (x(1), y(1)).
QO Recherche de D;

Trouver le domaine d'étude D. le plus petit possible (suivant la parité, la périodicité...)
Variations de x et de y

Branches infinies, points singuliers, points d'inflexion, points doubles...

Graphique

oooc o
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Reprise de l'exemple... Autre exemple... Encore un autre (Lemmiscate de Bernouilli)

IV Courbes algébriques

1 — Définition
Une courbe algébrique est définie par { M(x,y) / f(x,y) = 0 } ou f est une fonction polynoémiale en x et en y.
(indépendant du repere — degré de la fonction polyndomiale indép aussi)
L'ordre de la courbe est le degré de la fonction polyndmiale.
Ordre 1 : droite Ordre 2 : conique Ordre 3 : cubique

2 — Intersection d'une droite et d'une courbe algébrique

f(X,y) = on(X,y) + ... + Qo(x,y) ouVie {0,..n}, @, necontient que des termes de degré n.
Rem : xy est de degré 2.
© :fx,y) =0 (D) droite : x = X0 + tol ; y = yo + 1.

(©) N (D) : f(xo + ta, yo + ) = O est un polyndme de degré <nen t. - #((C) N (D)) < n.
Courbe algébrique d'ordre n ayant un point multiple d'ordre n — 1 : Supposons Mo € (C) d'ordre n — 1.

On choisit un repere de centre Mo donc @o, ..., @n2 = 0. (C) : Qn(X,y) + Qn1(x,y) = 0.
Soit une droite (D) passant par Mo de pente t.

f(x, tx) = 0 admet x = 0 comme racine dordre n — 1 : @u(X, tX) + Qu1(X, 1X) = 0 & x" Q,(1,1) + x 1 @,1(1,1) = 0.

- SEn—l (12 t)
= On peut mettre la courbe sous la forme paramétrique : X= Qu(1,1)
y=1{x

x et y sont alors des fonctions rationnelles de f.

Ex : x(x* + y?) = x* — y* admet (0, 0) comme point double = courbe unicursale
_1-t e
Alors x = 1 thZety—t I+

3 — Condition d'alignement sur une courbe unicursale

(C) paramétrée : x(t) = % ety = % fonctions rationnelles (courbe unicursale).

(C) est unicursale = (C) est algébrique. [ utiliser l'algorithme d'Euclide en t avec les polyndmes xB — A et yD — C |
(C) est algébrique d'ordre n et posséde un point d'ordre n — 1 = (C) unicursale. [ préc |
On cherche une condition pour que les n points de parameétres t; soient alignés.

o=t 1t ~ liand _
Ex:x = 1 thZety—t 1+ & 3 points sont alignés < tity + tits + otz = — 1.
M(t1) = M(t2) est un point double & V 13, titz + tits + tots = —1, c'est-a~dire tit, = -1 et t; +t2 = 0.
SUDU £ EUVR S 5
XiX=ggop ety =t
o1+ Db+c=0
3 points sont alignés < 3d(a,b,c) e R3\ {(0,0,0)}, a-boz—c=0
a+bo;=0

& le systeme linéaire n'est pas un systéme de Cramer
& son déterminant est nul
& 01-02-03+1=0.
Une tangente en M(t) recoupe (C) en M'(t) avec 2t +t' — (12 + 2t'1) — %'+ 1 = 0.
M(t) est un point d'inflexion < t3 — 3t2—-3t+ 1 = 0. (t racine triple)

V Courbes en coordonnées polaires

1 — Définition des coordonnées polaires

Un couple de coordonnées polaires de M est un couple (p, 0) tel que x = p cos® ety = p sinB. (pas unicité)
Théoréme du relévement : Soit f € C1(I, U). Alors 30 € CI(I, R), f = i,

Si 61 et B, conviennent, alors 3k € Z, 0, —6; = 2kn. [ demo .

On peut l'appliquer a un arc paramétré si O n'appartient pas au support.
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2 — Représentations polaires de droites, cercles, coniques

¢ Droites :
Oe (D 0=am] ou a est une mesure de I'angle polaire de (D).
(D) L Ox p = a/cosh. oua = OH avec {H! = (D) N (Ox)
(D) JOx p = a/sin. oua =OH avec {H! = (D) N (Ox)
Sinon 1/p =AcosO +Bsin@  Bof
¢ Cercles :
Centré en O p=R ou R est le centre du cercle.
Oe © p=acos(@—o) ou OA est un diametre, et A est repéré par (a, Q)
Sinon p?—2p(a cosB + b sinB) + ¢ = 0. Bof.
¢ Coniques ayant O comme foyer. |OM||? = ¢? || MN||?
p= m{lm oua=O0Het {H} = (D) N (Ox) ;p = ea est appelé "paramétre".

3 — Etude locale d'une courbe en coordonnées polaires

Cas le plus général : p et 6 sont fonctions de t. (Comme coordonnées cylindriques en physique)
Si O est utilité comme parameétre :
¢ Tangente en O : SiJ 6 € R, p(Bo) = 0, c'est la droite passant par O faisant avec T un angle de mesure 8.

¢ Tangenteen M= O : OM = p U i

doM _ . L= . .

0 p'U+ p V=0 carp # 0 donc seul O peut étre singulier.

. p*

OT =- o "sous tangente polaire"

ON=p' "sous normale polaire"

tan v = jp)_' T

¢ Nature de M
Si M = O : les vecteurs dérivés non colinéaires sont toujours successifs [~]
— le pdle est un méplat ou un point de rebrgussemfnt de 1¢ espece.

. . o . ,.[dOM d?OM\ _
Sinon, il y a un point d'inflexion < det( 0 ° o’ ) =
S pE2pt-pp=0

d*OM

de?

o <(d(3M AdZ(QDVM) ‘ (d@M . |\7|o)> o

¢ La concavité est tournée suivant O = et MO sont du méme coté par rapport a la tangente

de de? de
& prt2pt-pp"20
Il y a un point d'inflexion & p?+ 2p? —p p" s'annule et change de signe.
R g2 + 2912 79 gn
= ps A

1
Rem :ennotantu =—,ona:u+u

4 — Branches infinies, cercles ou points asymptotes

Sif > ae Retp — +oo: Direction asymptotique (droite passant par O qui fait avec Ox 'angle o)
Sipsin(@—o) > ae R,ilyaasymptote d'équation Y = a.
Sip sin(@ — o) — £ oo, c'est une B. P. suivant OX.

Sif@ — oot p— oo Pas de direction asymptotique. C'est une "branche spirale". Ex : p = 6.

Si@ > *ooetp —>re R:Cen'est pas une branche infinie. Si r# 0, il y a un "cercle asymptote". Sinon, O est un
"point asymptote".

5 — Construction de courbes

¢ Ensemble de définition

# Ensemble d'étude. Si p est paire, sym. Ox. Si p est impaire, sym. Oy.
¢ Variations et signe de p (dans un tableau)

¢ Points particuliers (inflexion, points multiples...)
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6 — Exemples

p = cos(30) p = tan(26/3)

Cardioide : p = a(cos 6 — 1)

Courbes cycloidales : (Base, Roulante). Les 2 cercles sont tangents et roulent.

¢ Epicycloide. On se place dans le cas ou le rapport des rayons est un nombre entier n. n = 1 — cardioide [ diy |
+ Hypocycloide. n = 2 — segment. n = 4 — astroide.

V Propriétés métriques

1 — Longueur

(I, f) arc paramétré de classe Ck (k = 1) est compact si I est un segment.

Soit 6 = { to, ..., tn } subdivision de 1. On définit la ligne polygonale M; = f(t;), de longueur ¢ (P, o) = £ ||Mi—1 Mi|
L'arc (I, f) est dit rectifiable si E = { / (P, &), © subdivision de I } est majoré. Dans ce cas, la longueur de l'arc est la

borne supérieure de E.
Le fait qu'un arc soit rectifiable et sa longueur sont des propriétés intrinseques. [ d |

La longueur d'un arc est nul < Le support de l'arc est un point.
AB rectifiable < V C point de AB, AC et CB rectifiables, et alors / (AB) = / (AC) + / (CB). [ demo avec Rem |
Rem : (I, f) repr. param. admissible de AB. 6 et 6 ' subdiv. de [a,bl. 6 6 '= /(P o) =/ (P). [ d réc |

2 — Abscisse curviligne

Tout arc compact de classe Ck (k = 1) est rectifiable.
b

Si ([a, bl, f) est une représentation paramétrique admissible de 1'arc, sa longueur est : .[ If () || dt. [ demo |
a

Ex : cercle, ellipse, cardioide
1, ©) et (1, g) sont Ck positivement équivalentes si 3 ¢ : I — J, un Ck difféomorphisme croissant tel que f =g o @.
C'est une relation d'équivalence.
Tout arc qui comporte 2 points simples peut étre orienté. [ ~d |
Soit un arc simple de classe Ck orienté et (I, f) une repr. param. adm. ; on oriente l'arc dans le sens t .
Soit Q(to) sur le support. L'abscisse curviligne s(f) de M(t) est alors défini par [s(t) | = / (QM) ;s(t) > 0 & t> to.
t

On adonc : s(t) :J If'(w)||du et ds = ||f'(d) ]| dt|
to

Sil'arc est regulier (il n'y a que des points réguliers), alors s est un parametre admissible.

.= _dOM _dOM dt
SoﬁTZW:Td— Ona |T|| = 1.

Soit N = Ry/»(T). Le repere local (M, T, N) est dit repere de Frenet.

3 — Courbe

[ cas d'un cercle ]
Soit un arc de classe Ck (k = 2) simple, orienté et régulier. Soit s une abscisse curviligne.

=, T)SD_(P_

Soit ¢ est la courbure moyenne de l'arc M{Ma.

_(E

La courbure en M de parametre s est'y =

Siy#0, 1/7=R est appelé le rayon de courbure en M.

dT _N dN T
Formules de Frenet : B R et—=- s - R

. . . dv=  v?

En un point d'inflexion, y = 0. Si t désigne le temps,ona: 3 = at T+ Vi N.

En pratique :

¢ Coordonnées cartésiennes : on écrit ds? = dx? + dy? — on obtient ds en fonction de t.
(on peut intégrer et trouver s en choisissant une origine).

= _(dx dy X' y' dx dxdt

orT= ( ) cos @, sin car

ds’ ds ( ?, (P) '\/X'Z + yvz’.\/XlZ + yvz

¢ soit on peut trouver @ directement.
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]

¢ sinon,onatan @ = “)% ; on différentie l'expression et on déduit d¢ en fonction de t.

¢ En coordonnées polaires : on écrit ds* = p*d6* + dp? — on obtient ds en fonction de 8. Ona ¢ =6 + v.

. . . de  dv
(on peut intégrer et trouver s en choisissant une origine). On a'y = as + s

rT= D U+ D
Vpz+p? p?+p?
¢ soit on peut trouver v directement.

O

_ .. dOM_ . .
V:COSVU+SanVCaI‘T:pU+pV

¢ sinon, on obtient tan v = ; on différentie l'expression et on déduit dv en fonction de 6.
[ ex : cardioide et cycloide |

Rem : V t € R, on peut définir C : le point défini par MC = R N. Le cercle de centre C et de rayon |R| est, parmi les
cercles tangents a la courbe en M, celui qui s'en rapproche le plus (dvp. limité). [ ADMIS |

Le lieu des point C est appelé I'enveloppe des normales.
V t € R, la droite tangente a enveloppe des normales en C(t) est normale a la courbe en M(1). [ tipe...|
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24 — Intégrale double ou triple

I Intégrale d'une fonction en escalier

Soit 61 = { X0 = a, X1, ..., Xn = b } une subdivision de [a, b] et 62 = { yo = ¢, y1, ..., yn = d } une subdivision de [c, d].
Une subdivision de IXJest 61 X 62 = { (X;,¥),0<i<n;0<j<p}
f est en escalier sur 1 X ] associée a la subdivision 61 X 62 si Vie Ny, Vj € Ny, Aij = | 1xi1, xil x Iyj-1, yjl €St constante.

L'intégrale de f sur [a, b] X [c, d] est J:[f = Z:?»i’j(yj+l -y (X —X;)

a,blxc,d 0<i<n-1
La.bhde.d] 0<j<p-1

L'ensemble des fonctions €([a, b] X [c, d], R) est un R — espace vectoriel.
La définition de l'intégrale est indépendante de la subdivision choisie.
L'application : f € EA xJ,R) — M j f est une forme linéaire.

II Intégrale d'une fonction continue par morceaux

f: UcR? — R est uniformémént continue sur Usi Ve > 0,3 o> 0,V (A, B) € U% d(A,B) <a = d(f(A), f(B)) <e.
Toute fonction continue sur un compact et uniformément continue sur celui-ci (théoréeme de Heine).
¥V fe COPM([a, b] X [c,d],R),V €> 0,3 (¢, y) € &(a, b] X [c,d],R)2, V (x,y) € [a,b] X [c,d],
(P(X7y)Sf(X7y)SW(X7y) et q!(x,y)f(p(x,y)Ss.
Soit f € COPM([a, b] X [c, d], R).
{ H[a,blx[c,d] ¢;0€ &(a, bl x[c,dl,R) et@<f}et{ H[a,blx[c,d] vy e &(a, bl xI[c,dl,R) et y>f} sont adjacents. Leur
porne commune est [fiupixicar f. [ def |
L'application f € COPM(I X J,R) — Il lapixlc,dl £ est une forme linéaire croissante.
Relation de Chasles : V o € a, b, V B € Ic, dI, Jiapitear £ = .”[a,oc]x[c,[i] f+ .”[a,oc]x[[ﬁ,d] f+ .”[oc,b]x[c,[i] f+ .”[oc,b]x[[ﬁ,d] f.
Théoréme de Fubini : Soit f € COPM(I x J, R). [[1; f(x, y) dx dy = i (| f(x,y) dy) dx. [ demo & |
Cas particulier : si 3 g € C°PM([a, bl,R) et 3 h € COPM([c,d],R) ; V (x,y) € I X], f(x,y) = gX) h(y)
alors [[i; £ = (@) x ( h.
Extension : Soit A = { (x,y) € RZa<x<betg1(x) <y < 2(Xx) } ou (21,22 € C(a, b, R)%

Ma £x, ) dx dy = [ (41032 £(x,y) dy) dx. [ ADMIS |
Applications :
Calcul daire : A =[], dx dy est l'aire de A. (ex : cercle)

Calcul de volume : [J, f est le volume de ¥ = {x,y,2) e R3S (x,y) € Aet0<z<f(x,y) }. (ex : sph)

III Changement de variable

9 09
] £xydxdy = [[ £(@eu,v).p(u,v)) 3_\‘11! aa_\T; dudv
du ov

Le déterminant est appelé le déterminant jacobien.
Exemple : [o** e*dx = Vn/2.

IV Intégrale triple

A={(xy,2e R (x,y) e et iX,y) z<Q2(x,y) }

1) Af= Hz (Lpl oy P20 f(x,y, z) dz) dx dy. (extension du théoréme de Fubini).
On peut effectuer un changement de variable similaire a ceux d'une intégrale double.
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