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Isométries en dimension 1, 2, 3 
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I Fonctions continues intégrables à valeurs positives 
���'$�1&�#&$�!+�%%��=1�%)"&=1��,�����$�7�∈��/��4��>��

�������������
3$�&'#"&�,��%��&"$#"&�,8#&$-�
3$�&'#"&�,��%��&"$#"&�,8#&$-�
3$�&'#"&�,��%��&"$#"&�,8#&$-�
3$�&'#"&�,��%��&"$#"&�,8#&$-�!�%��!�%��!�%��!�%�����

�#�?��@�74�@�'��*�&$�⊂���A��'$�*�B"!-�4�7��'$�#&$-�!�C%��'1!��4��$����7�D��1(?��@�74�@�'��*�&$�⊂���A��

3�E�$�→��F$G��'$�#&$-�!�C%��'1!���4�>∞�4�*�#'�(�'�'1!��/4����
��*�E�%��&"1+�%%��,-7#&#$#"&��'$�)"*(�$#C%���+�)�%��,-7#&#$#"&�,��%8#&$-�!�%��'1!�1&�'��*�&$��
�&$�!(!-$�$#"&��-"*-$!#=1��E��#!��'"1'�%��)"1!C���


3�E�$�→��F$�&8�'$�(�'�#&$-�!�C%��'1!���4�>∞���

 � � � ��������!�)$-!#'�$#"&��$�)�%)1%�(!�$#=1����!�)$-!#'�$#"&��$�)�%)1%�(!�$#=1����!�)$-!#'�$#"&��$�)�%)1%�(!�$#=1����!�)$-!#'�$#"&��$�)�%)1%�(!�$#=1�����

�8#%��3#'$��1&��'1#$��,��'��*�&$'��@&��D����&4�C&��&�∈���4�)!"#''�&$����1�'�&'�,��⊂�4�$�%%��=1��∪�@&�D����$���@&�7���'$�*�B"!-�4�
�%"!'�7��'$�#&$-�!�C%��'1!��4��$����7�D�%#*&�→�>∞���&�7�
���
���E�∀�@�'��*�&$�⊂��4�∃�&�∈��4�@�⊂�@&�H�-��%#$-�,�'�#&$-�!�%�'�,-,1#$��,�� �#&-��%#$-'���
� ��*�E��#�7��'$�#&$-�!�C%��'1!����$��@&���'$�1&��'1#$��,��'��*�&$'�)!"#''�&$��$�%%��=1��∪�@&�D��4��

� �%"!'���@&�7���'$�*�B"!-��(�!����7��$�%#*&�→�>∞��@&�7�D����7��
� 
3�E���>

∞�,$F$G�D���H��/��,$F√$�D� �

���������5�$1!��,��%8#&$�!+�%%��,8#&$-�!�$#"&�5�$1!��,��%8#&$�!+�%%��,8#&$-�!�$#"&�5�$1!��,��%8#&$�!+�%%��,8#&$-�!�$#"&�5�$1!��,��%8#&$�!+�%%��,8#&$-�!�$#"&����

�-(�!�$#"&�,�'�(!"C%I*�'�E�∀���∈��4��7�#&$-�!�C%��'1!����⇔��7�#&$-�!�C%��'1!���∩���∞4�����$�'1!���∩���4�>∞��4��
�$��&�)�'�,8#&$-�!�C#%#$-4����7�D����∩���∞4����7�>����∩���4�>∞��7���3$�&'#"&�,���2�'%�'�� ��,�*"�⇔���


3�E��/>
∞�,$F��>$G�√$�D�π √ F ���%"&��J���

�&$-�!�C#%#$-�,��7�∈��/���4�C�4�� >�� C�∈�� �∪�?�>∞�A�
∀�)�∈���4�C�4�7�#&$-�!�C%��'1!���4�C��⇔�7�#&$-�!�C%��'1!��)4�C�4��$��%"!'���C�7�D���)�7�>��)C�7�
�&�,-7#&#$�K�E�3�∈���4�C��→���3�7��=1#��'$�)!"#''�&$����<�'��-&"&)-'�'"&$�-=1#+�%�&$'�E�

• 7�#&$-�!�C%��'1!���4�C��

• K�*�B"!-��'1!���4�C��

• K�3����1&��%#*#$��%"!'=1��3�→�C�4��$�'#�7�#&$-�!�C%�4���C�7�D�%#*3�→�C��K�3��

�$�'#�7�#&$-�!�C%�4���C�7�D�%#*3�→�C��K�3�� ��,�*"�7�)#%����


3�E��/>
∞�,$F��>$G��D�πF ��

��'�,81&�#&$�!+�%%��C"!&-�E��7�*�B"!-��'1!���4�C����7�#&$-�!�C%��'1!���4�C�� ��,�*"�!�(#,����

��'�(�!$#)1%#�!�E�%#*3�→�C��7�3��D���∈�����7�#&$-�!�C%��'1!���4�C�� �(!"%"&��*�&$�(�!�)"&$#&1#$-��&�C��

��'�,81&�#&$�!+�%%��&"&�C"!&-�E��"1!�=1��7�'"#$�#&$-�!�C%��'1!���4�>∞�4�#%�&8�'$�&#�&-)�''�#!��&#�'177#'�&$�=1��7��#$�1&��
%#*#$���&�>∞���)"&$!�3�*(%�'�E�&"&�'177#'�&$�E�$�→��F$�H�&-)�''�#!��E�$!#�&�%�'�������

&�7�#$�#%��3#'$��,�'�7"&)$#"&'�&"&�C"!&-�'��$�#&$-�!�C%�'�'1!�,�'�#&$�!+�%%�'�&"&�C"!&-'��$!#�&�%�'���

�&$-�!�C#%#$-�'1!���4�C��E�*9*�'�!-'1%$�$'��
3�E��/��,$F√$�D� �

II Opérations, méthodes de calcul 

��������������,,#$#"&��,,#$#"&��,,#$#"&��,,#$#"&����

7��$���∈��/��4��>��

7��$���#&$-�!�C%�'�'1!���� ��7�>���#&$-�!�C%��'1!����$�����7>���D����7�>������� ��,�*"�7�)#%����

 � � � �������!",1#$�(�!�1&�')�%�#!��("'#$#7��!",1#$�(�!�1&�')�%�#!��("'#$#7��!",1#$�(�!�1&�')�%�#!��("'#$#7��!",1#$�(�!�1&�')�%�#!��("'#$#7����

7�∈��/��4��>���∀�λ�∈��>L4�7�#&$-�!�C%��'1!���⇔�λ7�#&$-�!�C%��'1!��4��$����λ7�D�λ����7��

����������!,!���!,!���!,!���!,!�����

�2-"!I*��,��)"*(�!�#'"&�E�7��$���∈��/��4��>��$�%%�'�=1��7�≤������#&$-�!�C%����7�#&$-�!�C%�4��$����7�≤���������,�*"�7�)#%����

3�E���$�G��'$�#&$-�!�C%��'1!��/4�>∞��
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��������������2�&��*�&$�,��+�!#�C%�4�#&$-�!�$#"&�(�!�(�!$#�'��2�&��*�&$�,��+�!#�C%�4�#&$-�!�$#"&�(�!�(�!$#�'��2�&��*�&$�,��+�!#�C%�4�#&$-�!�$#"&�(�!�(�!$#�'��2�&��*�&$�,��+�!#�C%�4�#&$-�!�$#"&�(�!�(�!$#�'����

�&�'��!�*I&��0�1&��#&$-�!�%��'1!�1&�'��*�&$���((�%-�'�#&$-�!�%�'�,-7#&#�'��


3�E���>
∞�,$F$G�D��� �)2�&��*�&$�E�1�D��F$��


3�E��/>
∞
�$���

√$�,$�D����� �)2�&��*�&$�E�1�D�√$�(1#'����'���

III Critères d'intégrabilité 

�������������K"&)$#"&'�,��!-7-!�&)�'�K"&)$#"&'�,��!-7-!�&)�'�K"&)$#"&'�,��!-7-!�&)�'�K"&)$#"&'�,��!-7-!�&)�'����

$�→��F$α��'$�#&$-�!�C%��'1!���4�>∞��⇔�α�.���
$�→��F$α��'$�#&$-�!�C%��'1!��/4����� ⇔�α�6��� � ��,�*"�!�(#,����

 � � � �������$#%#'�$#"��$#%#'�$#"��$#%#'�$#"��$#%#'�$#"&�,�'�!�%�$#"&'�,��)"*(�!�#'"&&�,�'�!�%�$#"&'�,��)"*(�!�#'"&&�,�'�!�%�$#"&'�,��)"*(�!�#'"&&�,�'�!�%�$#"&'�,��)"*(�!�#'"&����

7��$���∈��/���4�C�4��>��H�C�∈�� �∪�?�>∞�A�H�7�C�D�������
� ��#&$-�!�C%����7�#&$-�!�C%�4��$��3C�7�C�D����3C����
� 7�&"&�#&$-�!�C%������&"&�#&$-�!�C%�4��$���3�7�C�D�����3���� � ��,�*"�'#*(%����
�9*�'�!-'1%$�$'��+�)�%��!�%�$#"&�"��$�M��


3�E�7�$��D���$�F��$��D���/�>�����>��&$&�F�C/�>�����>�C&$&���'$�#&$-�!�C%��'1!��/4�>∞��⇔�(���&�≥� ��
�&$-�!�%��,��N�!$!�&,�E���,$F$αO%&$Oβ��'$�,-7#&#���&�/�"1�>∞�("1!�,�'�+�%�1!'�(�!$#)1%#I!�'�,��α��$�,��β� ��
�����P���

<�**��,���#�*�&&�<�C�!�1��E�∀�7�∈��/�����4�C�4���4����C�7����#&$���,$�&�∈���→�/� � � � ��
�����P���

��%)1%�,���/>
∞�����$�G�,$�(�!��&)�,!�*�&$'��$�#&$-�!�%�'�,��Q �%%#'����→�√�πF �� � � � ��
�����P���

IV Fonctions à valeurs complexes 

��������������&$-�!�C#%#$-��&$-�!�C#%#$-��&$-�!�C#%#$-��&$-�!�C#%#$-����

7�∈��/��4�����'$�#&$-�!�C%��'1!���'#�O7O��'$�#&$-�!�C%��'1!����


3�E�3�→�'#&3F3G��'$�#&$-�!�C%��'1!���4�>∞��

 � � � �������$!1)$1!���$!1)$1!���$!1)$1!���$!1)$1!�����

�&�&"$������4�@��%8�&'�*C%��,�'�7"&)$#"&'�)"&$#&1�'�#&$-�!�C%�'�,����,�&'�@��

����4�����'$�1&������'(�)��+�)$"!#�%�� ����4�����'$�1&������'(�)��+�)$"!#�%�� ��,�*"�!�(#,����

���������K"&)$#"&'�0�+�%��K"&)$#"&'�0�+�%��K"&)$#"&'�0�+�%��K"&)$#"&'�0�+�%�1!'�!-�%%�'1!'�!-�%%�'1!'�!-�%%�'1!'�!-�%%�'����

�"#$�7�∈����4�����7��'$�#&$-�!�C%��⇔�7>��$�7��'"&$�#&$-�!�C%�'4��$�,�&'�)��)�'4����7�D����7>������7���

�#�7�∈�����4���4�

� �"#$��@&�&�∈���1&��'1#$��)!"#''�&$��,��'��*�&$'�$�%%��=1��∪�@&�D�����%"!'����7�D�%#*��@&�7�� � ��M,�*"���

� �#���D���4�C���E�'"#$�K�E�3�∈���4�C��→���3�7�∈�� H��%"!'4�%#*3�→�C��K�3��D����7��

��#'�%#*3�→�C�
��K�3���3#'$��&8#*(%#=1��(�'�=1��K�'"#$�#&$-�!�%��'1!���4�C���E�3�→�'#&�3�F3� ��
�����P���

�������������K"&)$#"&'�0�+�%�1!�)"*(%�3��K"&)$#"&'�0�+�%�1!�)"*(%�3��K"&)$#"&'�0�+�%�1!�)"*(%�3��K"&)$#"&'�0�+�%�1!�)"*(%�3�����

�"#$�7�∈����4�����7��'$�#&$-�!�C%��⇔����7���$��*�7��'"&$�#&$-�!�C%�'4��$�,�&'�)��)�'4����7�D�������7��>�#�����*�7��

�#�7�∈�����4���4�

� �"#$��@&�&�∈���1&��'1#$��)!"#''�&$��,��'��*�&$'�$�%%��=1��∪�@&�D�����%"!'����7�D�%#*��@&�7��
� �#���D���4�C���E�'"#$�K�E�3�∈���4�C��→���3�7�∈�� H��%"!'4�%#*3�→�C��K�3��D����7��

;�;�;�;�������(-!�$#"&'��(-!�$#"&'��(-!�$#"&'��(-!�$#"&'����

<8�((%#)�$#"&�7�∈�����4����→����7�∈����'$�1&��7"!*��%#&-�#!���
∀�7�∈�����4���4�O���7O�≤����O7O�� ��M,�*"���
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I Matrice d'une application linéaire 

��$�K�'"&$�,�'�K����'(�)�'�+�)$"!#�%'�,��,#*�&'#"&�7#&#����"#$�&�D�,#*�
�H�(�D�,#*�K���
N�D��C�4�C 4����4�C&��E�C�'��,��
�H���D��)�4�) 4����4�)(��E�C�'��,��K���

�������������
3�*(%��
3�*(%��
3�*(%��
3�*(%�����

�&�)"&'#,I!����∈�������→���8�>���88�∈��������
�
�&�(�1$�)�!�)$-!#'�!�)�$$���((%#)�$#"&�(�!�%��,"&&-��,81&�$�C%��1�,��
)"�77#)#�&$'�=1#�)"!!�'("&,�&$��13�)""!,"&&-�'�,�'�#*���'�,��%��C�'��
)2"#'#��,�������4�,�&'�%��C�'��)2"#'#��,���������
�
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 � � � ��������'��-&-!�%���'��-&-!�%���'��-&-!�%���'��-&-!�%����

∀��&4�(��∈��LG4�1&��*�$!#)��,��$:(���(4�&��0�)"�77#)#�&$'�,�&'�K��'$�1&���((%#)�$#"&��#4�B��∈��(�×��&�→�α#�B�∈�K���8�'$�

1&��7�*#%%��,��')�%�#!�'�#&,�3-��(�!��(�×��&���&���%82�C#$1,��,��!�(!-'�&$�!�%�'�)"�77#)#�&$'�,�&'�1&�$�C%��1�0�(�%#�&�'�

�$�0�&�)"%"&&�'��

5"$�$#"&'�E���D��α#�B�� �(4�&�K��,-'#�&��%8�&'�*C%��,�'�*�$!#)�'�,��$:(���(4�&��0�)"�77#)#�&$'�,�&'�K��

����������2-"!I*��7"&,�*�&$�%��2-"!I*��7"&,�*�&$�%��2-"!I*��7"&,�*�&$�%��2-"!I*��7"&,�*�&$�%����

<8�((%#)�$#"&�Φ�E�7�∈���
4�K��→���D��α#�B��D���$�74�N4����∈��(4�&�K���'$�1&��C#B�)$#"&��� ��,�*"���

� �&���∀�B�∈��&4�7�CB��D�Σ�α#�B�)�#�� ��$$��C#B�)$#"&�,-(�&,�,�'�C�'�'�

���������������$!#)�'�(�!$#)1%#I!�'���$!#)�'�(�!$#)1%#I!�'���$!#)�'�(�!$#)1%#I!�'���$!#)�'�(�!$#)1%#I!�'����

�#�,#*�
�D�,#*�K�D�&4�"&�(�!%��,��*�$!#)��)�!!-���5"$�$#"&�E��&�K��D��&4�&�K��

�#�7��'$�1&��7"!*��%#&-�#!�4���$�74�N4�������'$�1&��*�$!#)��%#�&���
�#�:��'$�1&�+�)$�1!4�"&�(�1$�)"&'$!1#!��%��*�$!#)��)"%"&&��S�=1#��'$�)"&'$#$1-��,�'�)""!,"&&-�'�,��:�,�&'�N��

;�;�;�;��������)$�1!'�%#�&�'4�+�)$�1!'�)"%"&&�'���)$�1!'�%#�&�'4�+�)$�1!'�)"%"&&�'���)$�1!'�%#�&�'4�+�)$�1!'�)"%"&&�'���)$�1!'�%#�&�'4�+�)$�1!'�)"%"&&�'����

#I*��+�)$�1!�%#�&��,����E�+�)$�1!�,��
�
BI*��+�)$�1!�)"%"&&��,����E�+�)$�1!�,��K�
5"$#"&�,��*�$!#)���3$!�#$�����

II Opérations sur les matrices 

��������������$!1)$1!��,8�'(�)��+�)$"!#�%�,����$!1)$1!��,8�'(�)��+�)$"!#�%�,����$!1)$1!��,8�'(�)��+�)$"!#�%�,����$!1)$1!��,8�'(�)��+�)$"!#�%�,���(4�&(4�&(4�&(4�&����K��������
�-7#&#$#"&�,��%8�,,#$#"&�,8�(!I'�%8�,,#$#"&�,�� ��((%#)�$#"&'�%#&-�#!�'�E��

∀����D��α#�B�4�N�D��β#�B���∈��(4�&�K�G4��>N�D��α#�B�>�β#�B��

Φ��'$�,"&)�1&�#'"*"!(2#'*��,���!"1(���,,#$#7���(4�&�K��,�+#�&$�1&��!"1(���,,#$#7��C-%#�&��


%-*�&$�&�1$!��E��/����:*-$!#=1��E����α#�B���D����α#�B��

�-7#&#$#"&�,��%��%"#��3$�!&��,8�(!I'�%��%"#��3$�!&��,����
4�K��E�∀����D��α#�B��∈��(4�&�K�4�∀�λ�∈�K4�λ��D��λ�α#�B��

Φ��'$�1&�#'"*"!(2#'*��,8�'(�)��+�)$"!#�%���(4�&�K���'$�#'"*"!(2��0���
4�K���

N�'��,���(4�&�K��E��
T���D��δ#�T�δB������'$�1&��C�'��,���(4�&�K���

 � � � �������!",1#$�,��*�$!#)�'��!",1#$�,��*�$!#)�'��!",1#$�,��*�$!#)�'��!",1#$�,��*�$!#)�'����

�-7#&#$#"&�,1�(!",1#$�,8�(!I'�%��)"*("'#$#"&�,�&'���
4�K��E�∀���D��α#�B��∈��(4�&�K�4�∀�N�D��βT�#��∈��=4�(�K�4�
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j,ii,k
� � ��M�2�'%�'��� ���&8�'$�(�'�1&��<����

�#'("'#$#"&�(!�$#=1��E�"&�(%�)��N��&�C�'�0���1)2�4����&�2�1$�0�,!"#$����&�(%�)��N���&�C�'�0�,!"#$���
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∀�7�∈���
4�K�4�∀���∈���K4���4���$�����74�
C�'���D���$��4�KC�'�4��C�'���×���$�74�
C�'�4�KC�'����

∀���∈��(4�&�K�4�∀�N�∈��=4�(�K�4�∀���∈��!4�=�K�4���×��N�×����D����×�N��×���� �'"!$��,U�''")#�$#+#$-��

∀����4�� 4�N��∈��(4�&�K�G�×��=4�(�K�4�∀��λ�4�λ ��∈�KG4�N�λ�����>�λ �� ��D�λ��N����>�λ �N�� ��'"!$��,��,#'$!#C1$#+#$-��

∀���4�N�4�N ��∈��(4�&�K��×��=4�(�K�G4�∀��λ�4�λ ��∈�KG4��λ�N��>�λ �N ���D�λ��N����>�λ �N ����
��M,�*"�E�"&�(�''��(�!�,�'��((%#)�$#"&'�%#&-�#!�'���

���������
)!#$1!��*�$!#)#�%%��,81&���((%#�
)!#$1!��*�$!#)#�%%��,81&���((%#�
)!#$1!��*�$!#)#�%%��,81&���((%#�
)!#$1!��*�$!#)#�%%��,81&���((%#)�$#"&�%#&-�#!�)�$#"&�%#&-�#!�)�$#"&�%#&-�#!�)�$#"&�%#&-�#!�����

:�D�7�3���⇔�∀�#�∈��(4�:#�D�Σ��#B�3B��
� ⇔�S�D����'#����'$�%��*�$!#)��)"%"&&��,�'�)""!,"&&-�'�,1�+�)$�1!�3�,�&'�N4�S�%��*�$!#)��)"%"&&��,�'�
)""!,"&&-�'�,1�+�)$�1!�:�,�&'��4��$���D���$�74�N4����� ��,�*"�!�(#,����

��������������!",1#$'�,��*�$!#)�'�(�!�C%")��!",1#$'�,��*�$!#)�'�(�!�C%")��!",1#$'�,��*�$!#)�'�(�!�C%")��!",1#$'�,��*�$!#)�'�(�!�C%")''''����

�#�%�'�*�$!#)�'�0�*1%$#(%#�!�(!-'�&$�&$�,�'�V"&�'�,��/4�#%�(�1$�9$!���+�&$���13�,��%�'�*1%$#(%#�!�(�!�C%")'��
�&�$!�#$���%"!'�)2�=1��'"1'�*�$!#)��)"**��1&�')�%�#!���

;�;�;�;�������!",1#$'�,��*�$!#)�'�,��C�'�'��!",1#$'�,��*�$!#)�'�,��C�'�'��!",1#$'�,��*�$!#)�'�,��C�'�'��!",1#$'�,��*�$!#)�'�,��C�'�'����

KT���×�
#�B�D�δ��#����T�B� ��,�*"���

KT���×����'$�%��!�)"(#��,��%��%#�&�����,��%��*�$!#)���4�,�&'�%��%#�&��T�� ���$$�&$#"&��13�,#*�&'#"&'�,�'�*�$!#)�'���

��×�KT�����'$�%��!�)"(#��,��%��)"%"&&��T�,��%��*�$!#)���4�,�&'�%��)"%"&&������
�(-!�$#"&'�-%-*�&$�#!�'�'1!�%�'�%#�&�'�"1�%�'�)"%"&&�'�,81&��*�$!#)��E�
� 
)2�&��!� �%#�&�'�"1� �)"%"&&�'�
� �1%$#(%#�!�1&��%#�&��"1�1&��)"%"&&��(�!�1&�')�%�#!��&"&�&1%�
� �B"1$�!�0�1&��%#�&��"1�1&��)"%"&&��%��(!",1#$�,81&���1$!��%#�&��"1�,81&���1$!��)"%"&&��(�!�1&�')�%�#!��
��$!#)��#,�&$#$-�,8"!,!��&4�&"$-���&��

III Matrices carrées 

�������������<8�%�IC!�<8�%�IC!�<8�%�IC!�<8�%�IC!���������&&&&����K��������
�&�K���'$�1&���%�IC!��&"&�)"**1$�$#+���'#�&�≥� ��E�
� �
 ��D�
���≠�
  �D�
 ��
� ��
���&����&8�'$�(�'�#&$I�!������&$!�%� ///�� � � 
� �
���D��/��

��*�!=1��E�,��$"1$�'�7�W"&'4�#&$I�!����)"**1$�$#7��
�!�)��,81&��*�$!#)��E�'"**��,�'�-%-*�&$'�,#��"&�13���!��N��D��!�N��� ��
���� /���

 � � � �������"1'��"1'��"1'��"1'�����%�IC!�'�%�IC!�'�%�IC!�'�%�IC!�'����

���������������$!#)�'�$!#�&�1%�#!�'���$!#)�'�$!#�&�1%�#!�'���$!#)�'�$!#�&�1%�#!�'���$!#)�'�$!#�&�1%�#!�'����

�&��*�$!#)����D��α#�B��∈��&�K���'$�$!#�&�1%�#!��'1(-!#�1!��'#�∀��#4�B��∈��&G4�#�.�B���α#�B�D�/��

�&��*�$!#)����D��α#�B��∈��&�K���'$�$!#�&�1%�#!��#&7-!#�1!��'#�∀��#4�B��∈��&G4�#�6�B���α#�B�D�/��

<8�&'�*C%��,�'�*�$!#)�'�$!#�&�1%�#!�'�'1(-!#�1!�'��$�%8�&'�*C%��,�'�*�$!#)�'�$!#�&�1%�#!�'�#&7-!#�1!�'�'"&$�,�13�'"1'�

�%�IC!�'�,���&�K��� � ��,�*"�E�'$�C%��("1!�>�-+#,�&$4�'$�C%��("1!�×����
�#���D��α#�B���$�N�D��β�#�B��'"&$�$!#�&�1%�#!�'�#&7-!#�1!�'�"1�'1(-!#�1!�'4��%"!'�'#�N��D��γ#�B���%"!'�∀�#�∈��&4�γ#�#D�α#�#�β#�#��

C�C�C�C��������$!#)�'�,#��"&�%�'���$!#)�'�,#��"&�%�'���$!#)�'�,#��"&�%�'���$!#)�'�,#��"&�%�'����

�&��*�$!#)���'$�,#��"&�%��'#��%%���'$�0�%��7"#'�$!#�&�1%�#!��#&7-!#�1!���$�$!#�&�1%�#!��'1(-!#�1!���

5"$�$#"&�E��#���λ�4�λ 4����4�λ&�� � �8�'$�1&��'"1'��%�IC!��,���&�K���#&$�!'�)$#"&�,�� �'"1'��%�IC!�'��

�#���λ�4�λ 4����4�λ&��×��#���µ�4�µ 4����4�µ&��D��#���λ� µ�4�λ  µ 4����4�λ& µ&��→���$$��'"1'��%�IC!���'$�)"**1$�$#+���

∀�T�∈��L4���#���λ�4�λ 4����4�λ&��T�D��#���λ�
T4�λ 

T4����4�λ&
T�� �1$#%#$-�("1!�%��)"*("'#$#"&�T�7"#'�,8�((��%#&-�#!�'��

� 5"$#"&�,8�&,"*"!(2#'*��,#��"&�%#'�C%���

)�)�)�)��������$!#)�'�')�%�#!�'���$!#)�'�')�%�#!�'���$!#)�'�')�%�#!�'���$!#)�'�')�%�#!�'����

�&��*�$!#)��')�%�#!���'$�1&��*�$!#)��,#��"&�%��,"&$�$"1'�%�'�-%-*�&$'�,#��"&�13�'"&$�-��13��

�#�1�∈���
���'$�$�%%��=1����$�14�N��D�λ��&4��%"!'�1��'$�1&��2"*"$2-$#��+�)$"!#�%%��,��!�(("!$�λ��
?���∈��&�K�4�∀�N�∈��&�K�4��N�D�N��A��'$�%8�&'�*C%��,�'�*�$!#)�'�')�%�#!�'�� � ��,�*"���



����������	
������
�����
�����������
������������������� ��R���������
���

�

�����X�

�����������$!#)�'�&#%("$�&$�'���$!#)�'�&#%("$�&$�'���$!#)�'�&#%("$�&$�'���$!#)�'�&#%("$�&$�'����

��∈��&�K���'$�&#%("$�&$��'#�∃�(�∈��4��(�D��/���

�#���≠�/4��%"!'����'$�1&�,#+#'�1!�,��V-!"�� ��,�*"�!�(#,����

��������������$#%#'�$#"&�,��%��7"!*1%��,1�C��$#%#'�$#"&�,��%��7"!*1%��,1�C��$#%#'�$#"&�,��%��7"!*1%��,1�C��$#%#'�$#"&�,��%��7"!*1%��,1�C#&Y*�#&Y*�#&Y*�#&Y*�����

∀���4�N��∈��&�K�G4��N�D�N�4��%"!'�∀�(�∈��4����>�N�(�D�Σ��(
T��T�N(�T��

;�;�;�;�������!�&'("'#$#"&��!�&'("'#$#"&��!�&'("'#$#"&��!�&'("'#$#"&����

��'��-&-!�%�E�∀���D��α#�B��∈��(4&�K�4�"&��((�%%��*�$!#)��$!�&'("'-��,���4�$��D��βB�#�∈��&4�(�K��"Z�βB�#�D�α#�B��

<8�((%#)�$#"&���→�$���'$�1&�#'"*"!(2#'*��,8�'(�)��+�)$"!#�%�� ��,�*"�E�C#B�)$#"&�(1#'�*"!(2#'*����

∀���∈��(4&�K�4�∀�N�∈��=4�(�K�4�$�N����D�$��$N�� � ��,�*"�!�(#,����

��'�(�!$#)1%#�!�,�'�*�$!#)�'�)�!!-�'�E��

��∈��&�K���'$�':*-$!#=1��'#�$��D���� �&�K��,-'#�&��%8�&'�*C%��,�'�*�$!#)�'�':*-$!#=1�'��

��∈��&�K���'$��&$#':*-$!#=1��'#�$��D����� �&�K��,-'#�&��%8�&'�*C%��,�'�*�$!#)�'��&$#':*-$!#=1�'��

�&�K���$��&�K��'"&$�,�13�'"1'��'(�)�'�+�)$"!#�%'�,���&�K�� ��#&$�!(!-$-'�)"**��%��&":�1�,81&���((��%#&!����

�&�K��D��&�K��⊕��&�K�� ��,�*"���

N�'�'�E� ��
#�B�>�
B�#���≤�#��6�B�≤�&�∪��
#�#���≤�#�≤�&��'$�1&��C�'��,���&�K��→�=1#��'$�,"&)�,��,#*�&'#"&�&�&>��F �

� �
#�B���
B�#���≤�#��6�B�≤�&��'$�1&��C�'��,���&�K��→�=1#��'$�,"&)�,��,#*�&'#"&�&�&���F �

∀���∈��(4�&���4�∀���∈��&4�����4����/��⇔�$����D��/���$�!�����D�!��$����� � ��
���� ���

IV Matrices carrées inversibles et changement de bases 

���������������$!#)�'�)�!!-�'�#&+�!'#C%�'���$!#)�'�)�!!-�'�#&+�!'#C%�'���$!#)�'�)�!!-�'�#&+�!'#C%�'���$!#)�'�)�!!-�'�#&+�!'#C%�'����

��∈��&�K���'$�#&+�!'#C%��'#�∃��8�∈��&�K�4���8�D��8��D��&��

�#���∈��&�K���'$�%��*�$!#)��,��7�∈���
4�K��"Z�,#*�
�D�,#*�K�D�&4�,�&'�%�'�C�'�'�N��$���!�'(�4��%"!'�
� � ��#&+�!'#C%��⇔�7�#'"*"!(2#'*��,8�'(�)��+�)$"!#�%4�
� �$�,�&'�)��)�'4���$�7��4��4�N��D�����D����$�74�N4��������

�<&�K��D�?���∈��&�K�4���#&+�!'#C%��A��'$�1&��!"1(��*1%$#(%#)�$#7�#'"*"!(2���1��!"1(��,�'��1$"*"!(2#'*�'�,��
�

� �)��&8�'$�(�'�1&�'"1'��!"1(��*1%$#(%#)�$#7�)�!�,�&'��&�K��#%��3#'$��,�'�-%-*�&$'�&"&�#&+�!'#C%�'���

��∈��&�K��#&+�!'#C%��0���1)2������#&+�!'#C%��H���#&+�!'#C%��0�,!"#$������#&+�!'#C%����,�*"��((�%#&!�>�$2��!�&����

��∈��&�K��#&+�!'#C%�� ⇔��7�C��4�7�C �4����4�7�C&���'"&$�%#&-�#!�*�&$�#&,-(�&,�&$'��

⇔�'�'�+�)$�1!'�)"%"&&�'�7"!*�&$�1&��7�*#%%��%#C!���
<�'�*�$!#)�'�=1#�#&+�!+#�&&�&$�,�&'�%�'�"(-!�$#"&'�-%-*�&$�#!�'�'1!�%�'�%#�&�'��$�%�'�)"%"&&�'�'"&$�#&+�!'#C%�'��

 � � � �������!�&'("'#$#"&��$�*�$!#)�'�#&+�!'#C%�'��!�&'("'#$#"&��$�*�$!#)�'�#&+�!'#C%�'��!�&'("'#$#"&��$�*�$!#)�'�#&+�!'#C%�'��!�&'("'#$#"&��$�*�$!#)�'�#&+�!'#C%�'����

∀���∈��&�K�4���#&+�!'#C%��⇔�$��#&+�!'#C%�4��$�,�&'�)��)�'4��$�����D�$������ ��,�*"�!�(#,����

�"!"%%�#!��E���#&+�!'#C%��⇔�'�'�+�)$�1!'�%#�&�'�7"!*�&$�1&��7�*#%%��%#C!���

�����������$!#)�'�,��(�''������$!#)�'�,��(�''������$!#)�'�,��(�''������$!#)�'�,��(�''�������

��&'�
��+�,��,#*�&4�"&�,"&&��%8�&)#�&&��C�'��N�D��C�4����4�C&���$�%��&"1+�%%��C�'��N8�D��C8�4����4�C8&���
<��*�$!#)��,��(�''����,��%8�&)#�&&��C�'��N�+�!'�%��&"1+�%%��C�'��N8��'$�%��*�$!#)��,8"!,!��&�,"&$�%�'�)"%"&&�'�
)"*("!$�&$�%�'�)""!,"&&-�'�,�'�+�)$�1!'�,��%��C�'��N8�,�&'�%��C�'��N���8�'$���$��,
4�N84�N���
�����'$�%��*�$!#)��,��(�''����,��%��C�'��N8�0�%��C�'��N��
�((%#)�$#"&�(!�$#=1��E�!�)2�!)2��,��%8#&+�!'��,81&��*�$!#)����#����'$�#&+�!'#C%�4�"&�(�1$�%��)"&'#,-!�!�)"**��1&��
*�$!#)��,��)2�&��*�&$�,��C�'���


3�E�

�
�
�

�

�

�
�
�

�

�

−
−

=
�
�
�

�

�

�
�
�

�

�
−

000
110

011

100
110
111 1

�

�$$�&$#"&�E�,-&"*#&�$#"&'�,-&"*#&�$#"&'�,-&"*#&�$#"&'�,-&"*#&�$#"&'�,#77#)#%�'�0�!�$�&#!,#77#)#%�'�0�!�$�&#!,#77#)#%�'�0�!�$�&#!,#77#)#%�'�0�!�$�&#!��<��)"&+�!'#"&�("''#C%���+�)�%��
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�������������K"!*1%�'�,��)2�&��*�&$�,��C�'�K"!*1%�'�,��)2�&��*�&$�,��C�'�K"!*1%�'�,��)2�&��*�&$�,��C�'�K"!*1%�'�,��)2�&��*�&$�,��C�'�'�'�'�'����

�"#$�
�1&��+�,��,#*�&4�N��$�N8�,�13�C�'�'�,��
4�3�1&�+�)$�1!�,��
��
�"#$���%��*�$!#)��)"%"&&��,�'�)""!,"&&-�'�,��3�,�&'�N���"#$��8�%��*�$!#)��)"%"&&��,�'�)""!,"&&-�'�,��3�,�&'�N8��
�"#$���D���$��,
4�N84�N��E�*�$!#)��,��(�''����,��N�+�!'�N8��
�%"!'���D�������8� �$��8�D������� � ��,�*"�!�(#,����
��E��&)#�&&�'�)""!,"&&-�'� � ��8�E�&"1+�%%�'�)""!,"&&-�'����55�
���

�"#$�7�∈���
4�K�4��8�D���$�74�N84��8�4���D���$�74�N4���4���D���$��,
4�N84�N�4���D���$��,K4��84���4��%"!'��8�D����������

��'�(�!$#)1%#�!�E��#�7�∈���
�4��8�D����������
���%�7�1$�'�+"#!��77�)$1�!�,�'�)2�&��*�&$'�,��C�'��'�&'�'��$!"*(�!�����&$!�%� ///��

;�;�;�;��������&��,81&��*�$!#)����&��,81&��*�$!#)����&��,81&��*�$!#)����&��,81&��*�$!#)�����

<��!�&��,����∈��(4&�K���'$�%��!�&��,1�':'$I*��,��'�'�+�)$�1!'�)"%"&&�'��

�#�7�∈���
4�K���'$�$�%%��=1����D���$�74�N4�����%"!'�!�����D�!��7���

�"#$���∈��(4&�K��,��!�&��!���%"!'�E�

• !�≤�(��$�!�≤�&�� ���&�%"�#�'��+�)��((%#)�$#"&'�%#&-�#!�'���

• ∃���∈��<(�K�4�∃���∈��<&�K�4�������D�
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�#���∈��(4&�K�4�!�����D�!��$���∈��<(�K����%"!'����∈��(4&�K���$�!������D�!��

�#���∈��(4&�K�4�!�����D�!��$���∈��<&�K����%"!'����∈��(4&�K���$�!������D�!�� � ��,�*"��((��%#&!���

�((%#)�$#"&�E�%�'�"(-!�$#"&'�-%-*�&$�#!�'�&��)2�&��&$�(�'�%��!�&��,�'�*�$!#)�'��

∀���∈��(4&�K�4�!�����D�!��$��� ��,�*"�,8�(!I'�%��$2-"!I*��)#�,�''1'���

�"!"%%�#!��E�<��!�&��,81&��*�$!#)���'$��1''#�%��!�&��,1�':'$I*��,��'�'�+�)$�1!'�%#�&�'��

3�*(%�'�,��)�%)1%'�,��!�&�����
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I Groupes symétriques 

���������������((�%'���((�%'���((�%'���((�%'����

<��)�!,#&�%�,81&�'"1'��!"1(��,#+#'��%��)�!,#&�%�,1��!"1(���

<8"!,!��,81&�-%-*�&$����'$�\��!�����D��#&?�&�∈��4��&�D���A�

 � � � �������-&-!�%#$-'��-&-!�%#$-'��-&-!�%#$-'��-&-!�%#$-'����

�"#$�
�1&��&'�*C%��&"&�+#,����
�D�?�σ�∈�

4�σ�C#B�)$#+��A���
��'$�1&��!"1(��7#&#�("1!����\��
��D�&J��
�"#$��&�%���!"1(��,#$�':*-$!#=1��,�'�(�!*1$�$#"&'�'1!��&��\��&��D�&J�

3�*(%�'�E�$�C%�'�,���!"1(�4�'"1'��!"1(�4�"!,!��,�'�-%-*�&$'�,��� ��$����

���������
$1,��,1��!"1(����
$1,��,1��!"1(����
$1,��,1��!"1(����
$1,��,1��!"1(���&&&&����

5"$�$#"&�E� 
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∀�&�≥�4��&��'$�&"&�)"**1$�$#7�� ��,�*"�E�σ��D�� 4��4�σ �D���4�����

� ���&�&"&�):)%#=1���)�!�):)%#=1����)"**1$�$#7��

�#�&�≥� 4�$�∈��&��'$�1&��$!�&'("'#$#"&�'#�∃��#4�B��∈��&4�#�≠�B��$�$�#��D�B��$�$�B��D�#4��$�∀�T�∈��&4��T�≠�#��$�T�≠�B����$�T��D�T��

5"$�$#"&�E�$�D��#4�B���

∀�&�≥� 4��&��'$��&��&,!-�(�!�%�'�$!�&'("'#$#"&'����
���(�!�!-)1!!�&)��'1!�&���

3�*(%��,��,-)"*("'#$#"&��&�$!�&'("'#$#"&'�� <��)�&$!��,���&��'$�?��&�A� ��
���� ����

��������������#�&�$1!��,81&��(�!*1$�$#"&��#�&�$1!��,81&��(�!*1$�$#"&��#�&�$1!��,81&��(�!*1$�$#"&��#�&�$1!��,81&��(�!*1$�$#"&����

∀�σ�∈��&4�%��&"*C!��,8#&+�!'#"&'�,��σ��'$�5σ�D�\?��#4�B��∈��&G4�#�6�B��$�σ�#��.�σ�B��A��
<��'#�&�$1!��,��σ��'$�εσ�D�����5

σ��

<8�((%#)�$#"&�E�σ�∈��&�→�εσ�∈�?���4���A��'$�1&�*"!(2#'*��,���!"1(��� � ��,�*"�E�

∏
∏

≤<≤

≤<≤
σ −

σ−σ
=ε

nji1

nji1

ij

)i()j(
���

�&��$!�&'("'#$#"&��'$�$"1B"1!'�#*(�#!�� ��,�*"�E�"&�)"*($��%�'�#&+�!'#"&'���

�"!"%%�#!��E�∀�σ�∈��&4�∃��$�4�$ 4����4�$(��(�$!�&'("'#$#"&'4�σ�D�$(���������$��H��%"!'�εσ�D�����(��

�"1'��!"1(���%$�!&-�E��&�D�?�σ�∈��&4�εσ�D���A��'$�%��'"1'��!"1(��&":�1�,��%8�((%#)�$#"&�σ�→�εσ���

\��&��D�&JF �D�\��&�F �� ��,�*"�C#B�)$#"&�E�σ →�$���σ4�"Z�$��'$�1&��$!�&'("'#$#"&���

II Formes multilinéaires sur un espace vectoriel 

��'$�1&�K���'(�)��+�)$"!#�%4�"Z�K �'$�1&�'"1'��'(�)��+�)$"!#�%�,�����

�������������K"!*�'�(�K"!*�'�(�K"!*�'�(�K"!*�'�(����%#&-�#!�'�'1!�
%#&-�#!�'�'1!�
%#&-�#!�'�'1!�
%#&-�#!�'�'1!�
����

7�E��1�4���4�1(��∈�
(�→�7�1�4����4�1(���'$�1&��7"!*��(�%#&-�#!��'1!�
�'#��

∀�#�∈��(4�∀��1�4����4�1#��4�1#>�4����4�1(��∈�
(��4�%8�((%#)�$#"&�3�∈�
�→�7�1�4����4�1#��4�34�1#>�4����4�1(���((�!$#�&$�0�
L��

�(�
4 K��,-'#�&��%8�&'�*C%��,�'�7"!*�'�(�%#&-�#!�'�'1!�
��

∀��1�4����4�1(��∈�
(4�∃�#�∈��(4�1#�D�/
4��%"!'�7�1�4����4�1(��D�/K��

∀��1�4����4�1(��∈�
(4�∀�#�∈��(4�7�1�4����4��1#4����4�1(��D���7�1�4����4�1(���

 � � � �������$!1)$1!��,��%8�&'�*C%��,�'�7"!*�'�(��$!1)$1!��,��%8�&'�*C%��,�'�7"!*�'�(��$!1)$1!��,��%8�&'�*C%��,�'�7"!*�'�(��$!1)$1!��,��%8�&'�*C%��,�'�7"!*�'�(����%#&-�#!�'�'1!�
%#&-�#!�'�'1!�
%#&-�#!�'�'1!�
%#&-�#!�'�'1!�
����

�(�
4 K���'$�1&�K���'(�)��+�)$"!#�%���M,��� � �"#$�7�∈��(�
4 K����

7��'$�':*-$!#=1��'#�∀��#4�B��∈��(G4�#�6�B4�∀��1�4����4�1(��∈�
(4�7�1�4����4�1#4����4�1B4����4�1(��D�7�1�4����4�1B4����4�1#4����4�1(���

� <8�&'�*C%��,�'�7"!*�'�(�%#&-�#!�'�':*-$!#=1�'�'1!�
��'$�&"$-���(�
4 K���
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7��'$��&$#':*-$!#=1��'#�∀��#4�B��∈��(G4�#�6�B4�∀��1�4����4�1(��∈�
(4�7�1�4����4�1#4����4�1B4����4�1(��D��7�1�4����4�1B4����4�1#4����4�1(���

� <8�&'�*C%��,�'�7"!*�'�(�%#&-�#!�'��&$#':*-$!#=1�'�'1!�
��'$�&"$-���(�
4 K���

7��'$��%$�!&-��'#�∀��#4�B��∈��(G4�#�6�B4�∀��1�4����4�1(��∈�
(4�1#�D�1B���7�1�4����4�1(��D�/��

� <8�&'�*C%��,�'�7"!*�'�(�%#&-�#!�'��%$�!&-�'�'1!�
��'$�&"$-��Λ(�
4 K���

�(�
4 K��D�Λ(�
4 K�� ��,�*"�⇔�7�)#%����

III Déterminant d'un système de n vecteurs dans un espace vectoriel de dimension n 

�������������
'(�)��+�)$"!#�%��
'(�)��+�)$"!#�%��
'(�)��+�)$"!#�%��
'(�)��+�)$"!#�%�ΛΛΛΛ&&&&�
4�
4�
4�
4 K��������

,#*�Λ&�
4 K��D��� � "Z�
��'$�1&��'(�)��+�)$"!#�%�,��,#*�&'#"&�&�

���
���
���
���
���E�� ∀�7�∈�Λ&�
4 K�4�∀�σ�∈��&4�∀��1�4����4�1&��∈�
&4�7�1σ���4����4�1σ�&���D�εσ�7�1�4����4�1&���

� � �&$!",1)$#"&�,����E��1�4����4�1&��∈�
&�→�	
∈σ

σσσσ λλλε
nS

n),n(2),2(1),1( ... �∈�K4��

"Z�λB4#��'$�%��)""!,"&&-��&]B�,1�+�)$�1!�1#�,�&'�1&��C�'��(!-�%�C%�*�&$�)2"#'#���

∀�7�∈�Λ&�
4 K�4�7�D�7�C�4����4�C&��×�����1#'�,�*"�=1����∈�Λ&�
4 K���$���≠�/���
�#�N�D��C�4����4�C&���'$�%��C�'��,81&�K����'(�)��+�)$"!#�%�,��,#*�&'#"&�&4�
4�"&��((�%%��,-$N�%��7"!*��&�%#&-�#!���%$�!&-��
'1!�
���%%��=1��,-$N�C�4����4�C&��D�����

�1$!�*�&$�,#$4�,-$N�1�4����4�1&��D�	
∈σ

σσσσ λλλε
nS

n),n(2),2(1),1( ... � � �'#�∀�B�∈��&4�1B�D�Σ�λ#4B�C#��

,-$N��&��&,!��Λ&�
4 K��E�∀�7�∈�Λ&�
4 K�4�7�D�7�C�4����4�C&��,-$N��

 � � � ��������'�(�!$#)1%#�!'���'�(�!$#)1%#�!'���'�(�!$#)1%#�!'���'�(�!$#)1%#�!'����

&�D� �E� 2,11,22,21,1
2,21,2

2,11,1 λλ−λλ=
λλ
λλ

�

&�D��E��I�%��,����!!1'�E�'"**��,�'� ,̂#��"&�%�'�(�#!�'̂���'"**��,�'� ,̂#��"&�%�'�#*(�#!�'̂��

���������5"$�$#"&'�5"$�$#"&'�5"$�$#"&'�5"$�$#"&'����

,-$N�1�4����4�1&��D�

n,n1,n

n,11,1

λλ

λλ

�

���

�

�'#�∀�B�∈��&4�1B�D�Σ�λ#4B�C#��

<��,-$�!*#&�&$�,81&��*�$!#)��)�!!-���'$�%��,-$�!*#&�&$�,1�':'$I*��,��'�'�+�)$�1!'�)"%"&&�'��

��������������!"(!#-$-'�7"&,�*�&$�%�'�,81&�,-$�!*#&�&$��!"(!#-$-'�7"&,�*�&$�%�'�,81&�,-$�!*#&�&$��!"(!#-$-'�7"&,�*�&$�%�'�,81&�,-$�!*#&�&$��!"(!#-$-'�7"&,�*�&$�%�'�,81&�,-$�!*#&�&$����

,#*�
�D�&4�C�D��C�4����4�C&��)�'��,��
��∀��1�4����4�1&��∈�
&4��
• ,-$N�1�4����4�1&��,-(�&,�%#&-�#!�*�&$�,��)2�)1&�,�'�+�)$�1!'�

• �#�"&��77�)$1��1&��(�!*1$�$#"&�σ�∈��&�'1!�%�'�#&,#)�'�,�'�+�)$�1!'4�%��,-$�!*#&�&$��''")#-��'$�*1%$#(%#-�(�!�εσ��

• �#�%81&�,�'�+�)$�1!'��'$�&1%4�%��,-$�!*#&�&$��'$�&1%��

• �&�,-$�!*#&�&$��'$�#&)2�&�-�'#�"&��B"1$��0�%81&�,�'�+�)$�1!'�=1#�%��)"&'$#$1�&$�1&��)"*C#&�#'"&�%#&-�#!��,�'�
�1$!�'�� ��,�*"�!�(#,����

• ,-$�1�4����4�1&��D�/�⇔�1�4����4�1&�'"&$�%#&-�#!�*�&$�,-(�&,�&$'� ��,�*"�⇐��$�)"&$!�("'-��,������

�"!"%%�#!��E�∀���∈��&�K�4�,-$����≠�/�⇔���∈��<&�K��

��*�!=1��E�∀�λ�∈�K4�∀���∈��&�K�4�,-$�λ���D�λ&�,-$����

;�;�;�;�������2�&��*�&$�,��C�'�4�,-$�!*#&�&$�,81&��&,"*"!(2#'*���2�&��*�&$�,��C�'�4�,-$�!*#&�&$�,81&��&,"*"!(2#'*���2�&��*�&$�,��C�'�4�,-$�!*#&�&$�,81&��&,"*"!(2#'*���2�&��*�&$�,��C�'�4�,-$�!*#&�&$�,81&��&,"*"!(2#'*�����

�"#$�N��$�N8�,�13�C�'�'�,��
��∀��1�4����4�1&��∈�
&4�,-$N�8�1�4����4�1&��D�,-$N�8�N����,-$N�1�4����4�1&��� ���2�'%�'�H�M,���

∀�7�∈���
�4�∃�λ�∈�K4�∀�N�C�'��,��
4�∀��1�4����4�1&�4�,-$N�7�1��4����4�7�1&���D�λ�,-$N�1�4����4�1&��� ��,�*"���

λ��'$��%"!'��((�%-�%��,-$�!*#&�&$�,��%8�&,"*"!(2#'*��7��
� ��*�!=1�'�E�∀�N�C�'��,��
4�,-$N�7�C��4����4�7�C&���D�,-$�7�� � ,-$���$�74�N���D�,-$�7��
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∀�7�∈���
�4�,-$�7��≠�/�⇔�7��1$"*"!(2#'*��,8�'(�)��+�)$"!#�%��

R�R�R�R�������(-!�$#"&'�'1!�%�'�,-$�!*#&�&$'��(-!�$#"&'�'1!�%�'�,-$�!*#&�&$'��(-!�$#"&'�'1!�%�'�,-$�!*#&�&$'��(-!�$#"&'�'1!�%�'�,-$�!*#&�&$'����

∀��74����∈���
�G4�,-$�����7��D�,-$�7��×�,-$���� � ��,�*"�!�(#,����

�"!"%%�#!��E�∀���4�N��∈��&�K�G4�,-$�N���D�,-$����×�,-$�N��
��*�!=1�'�E��#�7�∈���
���'$�C#B�)$#+�4��%"!'�,-$�7����D��,-$�7������ � �#���∈��<&�K�4�,-$������D��,-$��������

∀���∈��&�K�4�,-$�$���D�,-$���� ��,�*"�T�7���
�"!"%%�#!��E�$"1$��(!"(!#-$-�,81&�,-$�!*#&�&$�(�!�!�(("!$�0�'�'�)"%"&&�'��'$�+�%�C%��-��%�*�&$�+#'�0�+#'�,��'�'�%#�&�'��


3�E� 0

7654
6543
5432
4321

= � � � � 3

1110
0111
1011
1101

= �

IV Calculs de déterminants 

��������������-+�%"((�*�&$�,81&�,-$�!*#&�&$�(�!�!�(("!$��13�-%-*�&$'�,81&��%#�&��"1�,81&��)"%"&&���-+�%"((�*�&$�,81&�,-$�!*#&�&$�(�!�!�(("!$��13�-%-*�&$'�,81&��%#�&��"1�,81&��)"%"&&���-+�%"((�*�&$�,81&�,-$�!*#&�&$�(�!�!�(("!$��13�-%-*�&$'�,81&��%#�&��"1�,81&��)"%"&&���-+�%"((�*�&$�,81&�,-$�!*#&�&$�(�!�!�(("!$��13�-%-*�&$'�,81&��%#�&��"1�,81&��)"%"&&�����

�"#$��&4#B�D�?�σ�∈��&4�σ�#��D�B�A�
∀�#�∈��&4���&4#B�B�∈��&��'$�1&��(�!$#$#"&�,���&��

∀�B�∈��&4���&4#B�#�∈��&��'$�1&��(�!$#$#"&�,���&�� � ��,�*"�E�&"&�+#,�4�#&$�!'�)$#"&�,��,�13�+#,�4�1&#"&�D��&���

�"#$�B�∈��&�H�∆�D�,-$����D�Σ�#�∈��&�αB#��B#�E�,-+�%��,1�,-$��∆�(�!�!�(("!$�0�'��BI*��%#�&�� "Z���D��α#B��∈��&�K��
�"#$�#�∈��&�H�∆�D�,-$����D�Σ�#�∈��&�αB#��B#�E�,-+�%��,1�,-$��∆�(�!�!�(("!$�0�'��BI*��%#�&���
� "Z��B#�D�Σσ�∈��&#B�εσ�ασ���4����� ασ�#���4#�� ασ�#>��4#>� ... ασ�&�4&�

�B#��'$�&"**-�)"7�)$�1!�,��%8-%-*�&$�αB#�,��%��*�$!#)�����

 � � � ��������%)1%�,�'�)"7�)$�1!'���%)1%�,�'�)"7�)$�1!'���%)1%�,�'�)"7�)$�1!'���%)1%�,�'�)"7�)$�1!'����

��%)1%�,���&&�E��8�'$�%��,-$�!*#&�&$�,8"!,!��&���"C$�&1��&�'1((!#*�&$�%��,�!&#I!��%#�&���$�%��,�!&#I!��)"%"&&���
��%)1%�,���#B�E��&�'��!�*I&���1�)�'�(!-)-,�&$�(�!�,�'�#&+�!'#"&'�,��%#�&�'�"1�,��)"%"&&�'��

�#B��'$�%��(!",1#$�,������#>B�(�!�%��,-$�!*#&�&$�,8"!,!��&���"C$�&1��&�'1((!#*�&$�,�&'�∆�%��%#�&��#��$�%��)"%"&&��B��

3�*(%�'�E�&�D���� �I�%��,�'�'#�&�'��$�C%��,��3"!�� �

3)(
22

22

22

γ+β+α=
β−α−γγγ

βγ−α−ββ
ααγ−β−α �

�����������%)1%�,81&�,-$�!*#&�&$�(�!�C%")'���%)1%�,81&�,-$�!*#&�&$�(�!�C%")'���%)1%�,81&�,-$�!*#&�&$�(�!�C%")'���%)1%�,81&�,-$�!*#&�&$�(�!�C%")'����

��'�(�!$#)1%#�!�E�"&�,#+#'��%��*�$!#)�����&���C%")'�������N�F�%�'�,�13�C%")'����$�N�,��%��,#��"&�%�'�'"&$�)�!!-'��$�%81&�
,�'� ��1$!�'�C%")'���"1����'$�&1%���%"!'�,-$����D�,-$����,-$�N�� ��,�*"���

�-&-!�%#'�$#"&�E�,-$����D�ΠBD�
T�,-$��B�� ��,�*"�(�!�!-)1!!�&)��#**-,#�$����

�((%#)�$#"&�E�'#����'$�$!#�&�1%�#!��'1(-!#�1!�4�'"&�,-$�!*#&�&$��'$�%��(!",1#$�,�'�)"�77#)#�&$'�,#��"&�13��

��������������$#%#'�$#"&�,�'�,-$�!*#&�&$'�("1!�%��)�%)1%�,��%8#&+�!'��,81&��*�$!#)���$#%#'�$#"&�,�'�,-$�!*#&�&$'�("1!�%��)�%)1%�,��%8#&+�!'��,81&��*�$!#)���$#%#'�$#"&�,�'�,-$�!*#&�&$'�("1!�%��)�%)1%�,��%8#&+�!'��,81&��*�$!#)���$#%#'�$#"&�,�'�,-$�!*#&�&$'�("1!�%��)�%)1%�,��%8#&+�!'��,81&��*�$!#)�����

��D��α#B��∈��&�K��H�N�D���#B��∈��&�K��� �%"!'���×�$N�D�,-$�����&�� ��,�*"���

�-$�!*#&�&$'�,����&,�!��"&,��+�3�4����4�3&��D�,-$��3#B���D�Π��≤�#�6�B�≤�&��3B���3#�� ��,�*"�!-)1!!�&)����

� +�3�4����4�3&��D�/�⇔�∃��#4�B��∈��&G4�#�≠�B��$�3#�D�3B��
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I Définitions 
�-7#&#$#"&�,81&�':'$I*��%#&-�#!��,��&�-=1�$#"&'�0�(�#&)"&&1�'4�,81&��'"%1$#"&�,1�':'$I*���

�&$!",1)$#"&�,�'�7"!*�'�%#&-�#!�'�ϕ�4����4�ϕ&�∈�K (L�� � ��D��α#�B��E�*�$!#)��,�'�)"�77#)#�&$'�∈��&4�(�K��

�#�E�+�)$�1!�,��%��#I*��)"%"&&��,�'�)"�77#)#�&$'�∈�K &��� N�E�+�)$�1!�)"%"&&�� &,�*�*C!��∈�K &�D��β�4����4�β&��

II Interprétations d'un système linéaire 

��������������&$�!(!-$�$#"&�+�)$"!#�%%���&$�!(!-$�$#"&�+�)$"!#�%%���&$�!(!-$�$#"&�+�)$"!#�%%���&$�!(!-$�$#"&�+�)$"!#�%%�����

�3�4����4�3(���'$�'"%1$#"&�,�������⇔�N�D�Σ�3B��B��

������,*�$�,�'�'"%1$#"&'�⇔�N�∈���)$?���4����4��&�A�
�&�)2�!)2��$"1$�'�%�'�7�W"&'�("''#C%�'�,��,-)"*("'�!�N��&�7"&)$#"&�,�'��#��

 � � � �������&$�!(!-$�$#"&�0�%8�#,��,81&���((%#)�$#"&�%#&-�#!���&$�!(!-$�$#"&�0�%8�#,��,81&���((%#)�$#"&�%#&-�#!���&$�!(!-$�$#"&�0�%8�#,��,81&���((%#)�$#"&�%#&-�#!���&$�!(!-$�$#"&�0�%8�#,��,81&���((%#)�$#"&�%#&-�#!�����

∃�J�7�∈���K (4�K &�4���D���$�74�N4����� �C�'�'�)�&"&#=1�'��

������,*�$�,�'�'"%1$#"&'�⇔�N�∈��*7� � �&�!�)2�!)2��7��?NA�

II Système homogène 

��������������-7#&#$#"&��-7#&#$#"&��-7#&#$#"&��-7#&#$#"&����

�&�':'$I*��2"*"�I&�������'$�1&�':'$I*��,�&'�%�=1�%�$"1'�%�'� &,�*�*C!�'�'"&$�&1%'��

 � � � ������
3#'$�&)��,��'"%1$#"&'�
3#'$�&)��,��'"%1$#"&'�
3#'$�&)��,��'"%1$#"&'�
3#'$�&)��,��'"%1$#"&'����

<��'"%1$#"&�&1%%���'$�$"1B"1!'�'"%1$#"&��

����������&#)#$-�,��%����&#)#$-�,��%����&#)#$-�,��%����&#)#$-�,��%��'"%1$#"&�&1%%�'"%1$#"&�&1%%�'"%1$#"&�&1%%�'"%1$#"&�&1%%�����

���#&$�!(!-$�$#"&�E���4����4��(�'"&$�%#&-�#!�*�&$�#&,-(�&,�&$'���(�≤�&��
 ��#&$�!(!-$�$#"&�E�<�'�'"%1$#"&'�,������)"&'$#$1�&$�_�!�7�H�)8�'$�,"&)�1&�'"1'��'(�)��+�)$"!#�%��
� � <��'"%1$#"&�&1%%���'$�1&#=1��''#�7��'$�#&B�)$#+���

�������������<#�#'"&��&$!��1�<#�#'"&��&$!��1�<#�#'"&��&$!��1�<#�#'"&��&$!��1&�':'$I*��=1�%)"&=1���$�1&�':'$I*��2"*"�I&�&�':'$I*��=1�%)"&=1���$�1&�':'$I*��2"*"�I&�&�':'$I*��=1�%)"&=1���$�1&�':'$I*��2"*"�I&�&�':'$I*��=1�%)"&=1���$�1&�':'$I*��2"*"�I&�����

��$"1$�':'$I*��%#&-�#!�������"&�(�1$��''")#�!�1&�':'$I*��2"*"�I&���� ��4��$�%�'�'"%1$#"&'�,1�':'$I*��'1(("'-�("''#C%��
'"&$�'"**��,81&��'"%1$#"&�(�!$#)1%#I!���$�,��$"1$�'�%�'�'"%1$#"&'�,1�':'$I*��2"*"�I&���''")#-����M,���

IV Système de Cramer 

��������������-7#&#$#"&'��-7#&#$#"&'��-7#&#$#"&'��-7#&#$#"&'����

�&�':'$I*��,���!�*�!��'$�1&�':'$I*��,��&�-=1�$#"&'�0�&�#&)"&&1�'4�,"&$�%��*�$!#)���'$�#&+�!'#C%���

 � � � ������
3#'$�&)��,��'"%1$#"&'�
3#'$�&)��,��'"%1$#"&'�
3#'$�&)��,��'"%1$#"&'�
3#'$�&)��,��'"%1$#"&'����

�&�':'$I*��,���!�*�!��,*�$�1&��'"%1$#"&�1&#=1������,�*"��+�)�%�'� �#&$�!(!-$�$#"&'���

���������
3(!�''#"&�,��%��'"%1$#"&�
3(!�''#"&�,��%��'"%1$#"&�
3(!�''#"&�,��%��'"%1$#"&�
3(!�''#"&�,��%��'"%1$#"&����

K"!*1%�'�,���!�*�!�E�
&�&"$�&$�∆B�D�,-$���4����4��B��4�N4��B>�4����4��&�4��$�∆�D�,-$���4����4��&�4��

� �%"!'�∀�B�∈��&4�3B�D�∆BF∆�� � ��*�#'�)�%)1%'�$!I'�%"&�'�'#�&��'$�'1(-!#�1!�0�;���
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IV Cas général d'un système de n équations à p inconnues 

���������������&��,81&�':'$I*����&��,81&�':'$I*����&��,81&�':'$I*����&��,81&�':'$I*�����

<��!�&��,81&�':'$I*���'$�%��!�&��,��%��*�$!#)���''")#-���5"$�$#"&�E�!��

�&���!�≤�&��$�!�≤�(��

 � � � ������
3#'$�&)��,��'"%1$#"&'�
3#'$�&)��,��'"%1$#"&'�
3#'$�&)��,��'"%1$#"&'�
3#'$�&)��,��'"%1$#"&'����

N�D�Σ�3B��B�� !�D�,#*���)$�?���4����4��(�A�

�#�!�D�&����&�≤�(�4�%��':'$I*���'$�("''#C%�4�)�!���4����4��&��'$�1&��C�'��,��K &��

&�'1(("'�&$�=1����4����4��&�'"&$�%#&-�#!�*�&$�#&,-(�&,�&$'4�"&�!-'"1$������(�!�!�(("!$��13�#&)"&&1�'�3�4����4�3&�
�#&)"&&1�'� (̂!#&)#(�%�'̂�4��3(!#*-�'��&�7"&)$#"&�,�'�#&)"&&1�'�3&>�4����4�3(�� (̂�!�*I$!�'̂���

�#�!�6�&4�ϕ�4����4�ϕ&�7"!*�&$�1&�':'$I*��,��!�&��!���1(("'"&'�=1���ϕ�4����4�ϕ!���'$�%#C!��E��

∀�T�∈�?!>�4����4�&A4�ϕTD�λT��ϕ��>�����>�λT!�ϕ!��

�!��3�4����4�3(��'"%1$#"&�,���������βT�D�λT��β��>�����>�λT!β!��

�#�)�'�)"&,#$#"&'�'"&$�$"1$�'�!�*(%#�'4�%�'�&���!�,�!&#I!�'�-=1�$#"&'�'"&$�'�$#'7�#$�'�'#�%�'�&�(!�*#I!�'�%��'"&$�→��&�&��
��!,��=1��%��':'$I*��,��&�-=1�$#"&'�0�(�#&)"&&1�'4�,��!�&��!��

3�E� � 3�>�:�>�V�D���
� �  3��� :�>�V�D� ��
� � �3�>�;V�D�;�

� 3�>�:�>� V�D� � � &8��(�'�,��'"%1$#"&��
3�>��:�>�V�>� $�D��
R3�>�[:�>� V�>�;$�D�X�
P3�>�� :�>�V�>��/$�D��� ��("1!�'"%1$#"&� $�D���
� � � � � � V�D�����3����:�

�"1!�%�'�7"!*1%��,���!�*�!4�%��&"*C!��,8"(-!�$#"&'�0�!-�%#'�!�("1!�!-'"1,!��1&�':'$I*��,��&�-=1�$#"&'�0�&�
#&)"&&1�'��'$�,���&>���&>��J�����H�'"#$���*#%%#"&'�,8�&&-�'�'#�&�D� /��$�7�D����	V��

K"!*1%��,���$#�!%#&��E�&J�M�√� π&���&F��&��

V Méthode du Pivot de Gauss 
�#�����8���'$�%��!�)"(#��,������4��&�!�*(%�W�&$�%81&��,�'�7"!*�'�%#&-�#!�'�ϕT�(�!�Σ�γ#�ϕ#�"Z�γT�≠�/4��%"!'������D�����8�4�)8�'$`
0`,#!��=18#%'�'"&$�%�'�*9*�'�'"%1$#"&'�� ��,�*"����
<��(!#&)#(���'$�,��!�&,!��%��':'$I*��$!#�&�1%�#!��0�(�!$#!�,8"(-!�$#"&'�-%-*�&$�#!�'�� ��,�*"�!-)1!!�&)����
�(-!�$#"&'�&-)�''�#!�'�E�R�&>���>�&�&����>�&�&���� &���F �>��&����&>���H�'"#$�P�*'�'#�&�D� /��$�7�D����	V��
�*-%#"!�$#"&'�E��
� ��)2&#=1��,1��#+"$���3#*1*�E�"&�)2"#'#$�0�)2�=1��-$�(��%��)"�77#)#�&$�%��(%1'��!�&,��&�+�%�1!��C'"%1���
� �$#%#'�$#"&�,1��#+"$�,����1''�("1!�%��,-$�!*#&�$#"&�,��%8#&+�!'��,81&��*�$!#)��#&+�!'#C%��E�
� � �=��������������D��=���������&�� "Z���#��'"&$�,�'�"(-!�$#"&'�-%-*�&$�#!�'��
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�#���$�%���������&����

�,-'#�&��1&�� ���'(�)��+�)$"!#�%��

I Produit scalaire 

�������������K"!*��C#%#&-�#!��':*-$!#=1��,-7#&#��("'#$#+��K"!*��C#%#&-�#!��':*-$!#=1��,-7#&#��("'#$#+��K"!*��C#%#&-�#!��':*-$!#=1��,-7#&#��("'#$#+��K"!*��C#%#&-�#!��':*-$!#=1��,-7#&#��("'#$#+�����

�&�(!",1#$�')�%�#!��'1!�
��'$�1&���((%#)�$#"&�,��
�×�
�,�&'��4�=1#��''")#��0��34�:��%��!-�%�&"$-�63O:.4�$�%�=1��
� ∀�3�∈�
4�%8�((%#)�$#"&�:�∈�
�→�63O:.��'$�1&��7"!*��%#&-�#!��'1!�
�

� ∀�:�∈�
4�%8�((%#)�$#"&�3�∈�
�→�63O:.��'$�1&��7"!*��%#&-�#!��'1!�
� � C#%#&-�#!��

� ∀��34�:��∈�
G4�63O:.�D�6:O3.� � � � � � ':*-$!#=1��

� ∀�3�∈�
4�63O3.�≥�/� � � � � � � �

� ∀�3�∈�
4�63O3.�D�/���3�D�/� � � � � � ,-7#&#��("'#$#+��
�&��'(�)��+�)$"!#�%�*1&#�,81&�(!",1#$�')�%�#!���'$�,#$�(!-2#%C�!$#�&��

∀��3�4����4�3&��∈�
&4�∀��:�4����4�:&��∈�
(4�∀��λ�4����4�λ&��∈��&
4�∀��µ�4����4�µ&��∈��&4�6Σ�λ#�3#�O�Σ�µB�:B�.�D�Σ�λ#�µB�63#O:B.�

 � � � ������
3�*(%�'�
3�*(%�'�
3�*(%�'�
3�*(%�'����


�D��&
�H��"#$�3�D��3�4����4�3&���$�:�D��:�4����4�:&���63O:.�D�Σ�3#�:#��'$�%��(!",1#$�')�%�#!��)�&"&#=1��'1!��&��


�D��&�K��H�∀���4�N��∈��&�K�G4�63O:.�D��!�$��N���'$�1&�(!",1#$�')�%�#!��� � ��,�*"���


�D��/���4�C�4����H�∀��74����∈��/���4�C�4���G4�63O:.�D���C�7���'$�1&�(!",1#$�')�%�#!��� ��M,���

���������5"!*���1)%#,#�&&���''")#-��5"!*���1)%#,#�&&���''")#-��5"!*���1)%#,#�&&���''")#-��5"!*���1)%#,#�&&���''")#-�����

∀�3�∈�
4�%��&"!*��,��3��'$��3� �D�√�63O3.��
∀�3�∈�
4��3��≥�/4��$��3��D�/�⇔�3�D�/� � � ∀�3�∈�
4�∀�λ�∈��4��λ3��D�OλO�3��
�&�+�)$�1!�&"!*-��'$�1&�+�)$�1!�,��&"!*����

∀�3�∈�
�a?/A4�3F�3���$��3F�3��'"&$�%�'�'�1%'�+�)$�1!'�)"%#&-�#!�'�0�3��$�&"!*-'��
�&-��%#$-�,����1)2:��)2b�!V�E�∀��34�:��∈�
G4�O63O:.O�≤��3��:�4��$�

O63O:.O�D��3��:��⇔�3��$�:�)"%#&-�#!�'�� � ��,�*"�$!#&Y*��,1� &,�,��!-��+�)��λ3>:�G���
�&-��%#$-�,���#&T"b'T#��"1�$!#�&�1%�#!���E�∀��34�:��∈�
G4��3�>�:��≤��3��>��:�4��$�
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II Espace euclidien 
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III Groupe orthogonal d'un espace euclidien 
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4�1����D�C��
� ���
���)�'�(�!$#)1%#�!�,#*�
�D� �(1#'��-&-!�%�∆�D���)$?����CA��$�	�D������

����������!"1(��"!$2"�"&�%�,81&��,!"#$���1)%#,#�&&���!"1(��"!$2"�"&�%�,81&��,!"#$���1)%#,#�&&���!"1(��"!$2"�"&�%�,81&��,!"#$���1)%#,#�&&���!"1(��"!$2"�"&�%�,81&��,!"#$���1)%#,#�&&�����

��
��D�?��,
4���,
�A�� ���
��D�?��,
�A� � ��,�*"�!�(#,����
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$1,��,�'��!"1(�'��� ���$���� ��E�

<8�((%#)�$#"&�E�$�∈���→��#$�∈����'$�1&�*"!(2#'*��,���!"1(��,��&":�1� π��� ����������

�"!"%%�#!��E�∀���4�C��∈��G4��G�>�CG�D�����∃�=�∈��4���D�)"'�θ��$�C�D�'#&�θ��
�"#$���∈��� ����

� �#�,-$����D�>�4�∃�θ�∈��4���D��θ�D�
�
�
�

�
�
�)"'�θ ��'#&�θ

'#&�θ )"'�θ
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� �#�,-$����D���4�∃�θ�∈��4���D��θ�D�
�
�
�

�
�
�)"'�θ '#&�θ

'#&�θ �)"'�θ
�� ��,�*"���

∀��θ4�θ 8��∈��G4� �θ8��θ�D��θ8>θ 
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�!"1(����
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<�'�#'"*-$!#�'�&-��$#+�'�,��
�'"&$�%�'�!-7%�3#"&'�� ��,�*"�!�(#,����

��)$�1!�,#!�)$�1!�,��%��,!"#$��,��%��!-7%�3#"&�)�!�)$-!#'-��(�!�θ�,�&'�N�E��)"'�θF ��C��>�'#&�θF ��C ��
�"1$��!"$�$#"&�,1�(%�&��'$�%��)"*("'-��,�� �!-7%�3#"&'���1!�)�'� �!-7%�3#"&'4�"&�(�1$��&�)2"#'#!�1&��,��7�W"&�
�!C#$!�#!��� ��,�*"�!�(#,����

�"#�&$�!�∈����
���$�N��$�N�8�,�13�N�5�,��
����$�!4�N���'$�)�!�)$-!#'-��(�!�θ4��$���$�!4�N�8��(�!�θ 8���#�N��$�N�8�"&$�%��
*9*��"!#�&$�$#"&4�θ�≡�θ�8�� π��H�'#&"&4�θ�≡���θ�8�� π�� � ��,�*"�7�)#%����

�"#$�
�1&�(%�&��1)%#,#�&�"!#�&$-4��$�!�∈����
����%��3#'$��1&��1&#=1��)%�''��,8-=1#+�%�&)��,��!-�%'�θ�,-7#&#'�*",1%"� π�

$�%%��=1��∀�N�N�5�4���$�!4�N��D�
�
�
�

�
�
�)"'�θ �'#&�θ

'#&�θ )"'�θ
�����$$��)%�''��,8-=1#+�%�&)���-%-*�&$�,���F π����'$���((�%-��%8�&�%��,��

%��!"$�$#"&���"1$�!�(!-'�&$�&$�,��)�$$��)%�''���'$��((�%-�*�'1!��,��%8�&�%���
�&�%��,�� �+�)$�1!'�&"!*-'�E�∀��34�:��∈�
G4��3��D��:��D��4�∃�J�!�∈����
�4�!�3��D�:��<8�&�%��,��!��'$��((�%-�%8�&�%��,�'�

+�)$�1!'�3��$�:4�&"$-��34�:��
∧

��∃�J�'�∈���
��!-7%�3#"&4�'�3��D�:�� ��,�*"�'�&'�(C���
�&�%��,�� �+�)$�1!'�&"&�&1%'�3��$�:�E�)8�'$�%8�&�%��,��3F�3���$�,��:F�:���
�!"(�E� 63O:.�D��3��:��)"'�θ��

�34�:��D��3��:��'#&�θ� � "Z�θ�∈��34�:��
∧

�

��%�$#"&�,���2�'%�'�E�∀��34�:4�V��∈��
�a?/A�4��34�V��
∧

�D��34�:��
∧

�>��:4�V��
∧

�� ��,�*"�)"*("'#$#"&�,�'��(('���

<8�&�%��,�� �,!"#$�'�����$�� ��'$�1&��)%�''��,8-=1#+�%�&)��,��!-�%'�,-7#&#'�*",1%��π�H�1&�!�(!-'�&$�&$�θ�,��)�$$��)%�''��
�'$�$�%�=1��)"'�θ�D�63�4�3 .��$�'#&�θ�D��3�4�3 �4�"Z�3���$�3 �'"&$�,�'�+�)$�1!'�1&#$�#!�'��!C#$!�#!�'�,������$�� ��

�&�%��("%�#!��(�!�!�(("!$�0�1&��3��E��&�)2"#'#$�1&�+�)$�1!�1&#$�#!��(�!$#)1%#�!�#��<8�&�%��("%�#!��,��3�≠�/��'$��#4�3���
�&�%�'�(�!$#)1%#�!'�E��&�%��(%�$�E�π�∈��34��3��H��&�%�'�,!"#$'�E�πF ��$��πF �'"&$�,�'�*�'1!�'�,�� ��&�%�'��34�:��"Z�3���:��
�#�!�∈����
��,8�&�%��,��*�'1!��θ4�,-)"*("'-���&� �!-7%�3#"&'�(�!�!�(("!$�0�����$�� 4�1&��*�'1!��,��%8�&�%��,�'� �

,!"#$�'��'$�θF �� � ��,�*"���S>���
�&$�!(!-$�$#"&�,81&��-=1�$#"&�)�!$-'#�&&��,81&��,!"#$��+�)$"!#�%%��E��

� ∃���4�C��∈��G�a�?�/4/�A4�∀�1�∈�
4�1�D�3�#�>�:�B�∈��� ⇔���3�>�C�:�D�/��-=1�$#"&�)�!$-'#�&&���

� � ⇔�61O+.�D�/�'#�+�D���#�>�C�B�����'$��&��&,!-��(�!��C�#�>���B�

�&�%��,�� �,!"#$�'�E���F �E���F �3�>�C�F �:�D�/���#�θ��'$�1&��*�'1!��,�����4�� �4�$�&�θ�D�
���C ���� �C�
���� �>�C��C 

��

;�;�;�;�������!"1(��"!$2"�"&�%�,81&��'(�)���1)%#,#�&�,��,#*�&'#"&���!"1(��"!$2"�"&�%�,81&��'(�)���1)%#,#�&�,��,#*�&'#"&���!"1(��"!$2"�"&�%�,81&��'(�)���1)%#,#�&�,��,#*�&'#"&���!"1(��"!$2"�"&�%�,81&��'(�)���1)%#,#�&�,��,#*�&'#"&�����

�"1$��#'"*-$!#��,��
��'$�%��)"*("'-��,8�1�(%1'��!-7%�3#"&'�� �

� ��,�*"�E��#�∃�3�∈�
4�1�3��D�3�E�"&�'��!�*I&��0�1&�(C� ����#&"&4�"&�!�B"1$��1&��!-7%�3#"&�����
�-&-!�%#'�$#"&�E���&'�1&��'(�)���1)%#,#�&�,��,#*�&4�"Z�1�∈���
�4�1�(�1$�'��,-)"*("'�!��&�&�!-7%�3#"&'�*�3����,�*"���
�"!"%%�#!��E��&��!"$�$#"&���&�,#*�&'#"&����'$�%��)"*("'-��,�� �!-7%�3#"&'��


$1,��,�'�!"$�$#"&'�,��
�E�!�D�'����' ��'�F ��'$�%��!-7%�3#"&�,��(%�&���F ���"#$���D����∩�� ���"#$�T�1&�-%-*�&$�&"&�&1%�,��
������D����'$�'$�C%��(�!�!���"#$�!8�%8�&,"*"!(2#'*��#&,1#$�(�!�!�'1!�����8�'$�1&��!"$�$#"&��,-$���
�!#�&$"&'�
���&�"!#�&$���1''#����!C#$!�#!�*�&$�(�!�%��)2"#3�,81&�+�)$�1!�&"!*-�T�����#&'#�"!#�&$-�,�+#�&$�%8�3��,��%��

!"$�$#"&�!���&�"!#�&$��%��(%�&���$�%�=1���#4�B���'$�1&��N�5��,����'#��#4�B4�T���'$�1&��N�5��,��
��)8�'$`0`,#!��T�D�#�∧�B���
�"#$�θ�1&��*�'1!��,��%8�&�%��,��%��!"$�$#"&�!8�,������%"!'�"&����
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!��'$�)�!�)$-!#'-�(�!�'"&��3���$�'"&��&�%���

�*����,81&�+�)$�1!�3�(�!�%��!"$�$#"&�,8�3��,#!#�-�(�!�T�&"!*-��$�,8�&�%��,��*�'1!��θ�E�
� !�3��D�)"'θ�3�>�'#&θ�T�∧�3�>������)"'�θ��63OT.�T� � ��,�*"��&�%��+-!#7#�&$�("1!���)$�3���$���)$�3�����
�-)#(!"=1��E��!"1+�!�%8�3���$�%8�&�%��,81&��!"$�$#"&�,��*�$!#)��)"&&1����

� →���)2�!)2��,�'�+�)$�1!'�#&+�!#�&$'��':'$I*��%#&-�#!���("1!�$!"1+�!�T�

� →��$#%#'�$#"&�,��%��$!�)��,��%��*�$!#)��("1!�$!"1+�!�%��)"'#&1'�,��θ��
� →���)$�1!�=1�%)"&=1��3�∈�
�a���)$�T��(1#'��T4�34�!�3���D�'#&θ�T�∧�3�G�("1!��+"#!�%��'#�&��,1�'#&1'��

$1,��,�'�#'"*-$!#�'�&-��$#+�'���"#$�1�∈���
�4�,-$�1��D�����
∃�3�∈�
�a�?/A4�1�3��D��3� ��,�*"���� �%"!'4���)$?3A���'$�'$�C%��(�!�1��18��'$�%8�&,"*"!(2#'*��#&,1#$�(�!�1��

�8�'$�1&��!"$�$#"&��,-$����"&)�1&��#'"*-$!#��&-��$#+���'$�E�

• 1&��!-7%�3#"&��'#�18��'$�%8#,�&$#$-��

• %��)"*("'-��,81&��!"$�$#"&�,��%8�'(�)��(�!�1&��!-7%�3#"&�,��(%�&�"!$2"�"&�%�0�%8�3��,��%��!"$�$#"&��

�*����,81&�+�)$�1!�3�(�!�%��)"*("'-��,��%��!"$�$#"&�,8�3��,#!#�-�(�!�T�&"!*-��$�,8�&�%��,��*�'1!��θ��$�,��%��':*-$!#��
(�!�!�(("!$�0�?TA��E�

� '�3��D�)"'θ�3�>�'#&θ�T�∧�3�>��������)"'�θ��63OT.�T�

�%��3#'$��$"1B"1!'�1&��N�5�$�%%��=1����$�14�N��D�
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'#&�θ )"'�θ /

/ / ��

��


3�E����'$�%��*�$!#)��,81&��#'"*-$!#��&-��$#+���
%%���'$�':*-$!#=1����)8�'$�1&��!-7%�3#"&��

�#��%%��&8�'$�(�'�':*-$!#=1�4�"&�)2�!)2��3�∈�
4�1�3��D��3����)$?3A���'$�%��(%�&�,��%��!-7%�3#"&��
�"1!�$!"1+�!�%�'�)""!,"&&-�'�#*���'�,����D��α4�β4�γ�4�"&�-)!#$���>��8�∈���)$?3A���$������8�����)$?3A���
→�"&�(�1$��+"#!�%��*�$!#)��N�,��%��!-7%�3#"&���N��'$��%"!'�1&��*�$!#)��,��!"$�$#"&���

�1$!��*-$2",��E�-)!#$1!��,����,�&'�1&���1$!��N�5���9*��$!�)����"&�(�1$�)"&&�e$!��%8�&�%��θ��
�-&-!�$�1!'�,�����
��E��&�,�*#�$"1!4�"1�!�$"1!&�*�&$��'$�1&��':*-$!#��"!$2"�"&�%��(�!�!�(("!$�0�1&��,!"#$�����

�"1$��!"$�$#"&�!�∈����
���'$�%��)"*("'-��,8�1�(%1'� �,�*#�$"1!'�� ��,�*"���

�&�%�'�,�&'�%8�'(�)���1)%#,#�&�"!#�&$-�E�∀��34�:��∈��
�a�?/A�G4�'#��34�:��':'$I*��%#C!�4���D���)$�?34�:A��'$�1&�(%�&���&�
"!#�&$�����!C#$!�#!�*�&$H�%8�&�%��,���34�:��,�&'�
��'$��%"!'�%8�&�%���34�:��,�&'��4�*�#'�'�&'�%8"!#�&$�$#"&���#��34�:���'$�1&�

':'$I*��%#-4�∃�λ�∈��L4�:�D�λ3���#�λ�.�/4�/��'$�1&��*�'1!��,���34�:��H�'#&"&4�π��'$�1&��*�'1!��,���34�:����
�&�(�1$�7#3�!�θ�∈��/4�π��H�#%��'$��&$#I!�*�&$�)"&&1�(�!�)"'�θ�D�63O:.F��3��:���
��*�E��3�∧�:��D��3��:�O'#&θO� ��,�*"���

�&�%��,�� �,!"#$�'�E�θ4�*�'1!��,�����4�� ���'$�,-7#&#��(�!�)"'�θ�D�O61�O1 .O4�'#�1��+�)$�1!�&"!*-�,������$�1 �,��� ��

�&�(�1$�7#3�!�=�∈��/4�πF ���
�&�%��,�� �(%�&'�E�<8�&�%��,�'�(%�&'�����$�� ��'$�%8�&�%��,����

���$�,��� 
���

�&�%��,81&��,!"#$���$�,81&�(%�&�E��&��*�'1!��,����4�����'$�πF ���θ4�"Z�θ��'$�1&��*�'1!��,����4������
�&$�!(!-$�$#"&�,81&��-=1�$#"&�)�!$-'#�&&��,81&�(%�&�E�1�D�3�#�>�:�B�>�V�T�∈���⇔���3�>�C�:�>�)�V�D�/�

⇔�61O+.�D�/4�"Z�+�D���#�>�C�B�>�)�T��+��'$�,"&)�1&�+�)$�1!�"!$2"�"&�%�0����
�!"#$��,-7#&#��)"**��%8#&$�!'�)$#"&�,�� �(%�&'�,#'$#&)$'�E���)2�!)2��,81&�+�)$�1!�,#!�)$�1!��

���3�>�C��:�>�)��V�D�/������� +��D����4�C�4�)���∈�����
� �3�>�C �:�>�) �V�D�/��� ��� + �D��� 4�C 4�) ��∈�� ��

+��∧�+ ��'$�1&�+�)$�1!�,#!�)$�1!�,��%��,!"#$�4�)�!�#%��((�!$#�&$�0����∩�� ��
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I Structure affine 

�����������������3#"*�'�,��%��'$!1)$1!��3#"*�'�,��%��'$!1)$1!��3#"*�'�,��%��'$!1)$1!��3#"*�'�,��%��'$!1)$1!�����

�"#$���1&�K����'(�)��+�)$"!#�%4�"Z�K��'$�1&�'"1'�)"!('�,������5"$�$#"&'�,�'�+�)$�1!'��+�)�,�'�7%I)2�'��

�&��&'�*C%��	�≠�∅��'$�1&��'(�)���77#&���$$�)2-�0�%8�'(�)��+�)$"!#�%���'8#%��3#'$��Φ�E�	�×���→�	4�$�%%��=1��

�� ∀���∈�	4�Φ��4����D���
 � ∀���∈�	4�∀���4����∈��G4�Φ�Φ��4���4����D�Φ��4���>����
� ∀���4�N��∈�	G4�∃�J���∈��4�Φ��4����D�N��

 � � � �������!�&'%�$#"&��!�&'%�$#"&��!�&'%�$#"&��!�&'%�$#"&����

�"#$�	�1&��'(�)���77#&���$$�)2-�0�1&��+����

∀���∈��4�%��$!�&'%�$#"&�,��+�)$�1!����'$�%8�((%#)�$#"&����E���∈�	�→�������D�Φ��4����∈�	��
�&$�!(!-$�$#"&�,�'��3#"*�'�E��

�� $��D��,	�

 � ∀���4����∈��G4���������D���>���
� ∀���4�N��∈�	G4�∃�J���∈��4�N�D��������

�"&'-=1�&)��E�∀���∈��4�����'$�1&��(�!*1$�$#"&�,��	�� ��,�*"�)�!����������D����������D��,	���

<8�((%#)�$#"&���∈���→����∈��	��'$�1&�*"!(2#'*��#&B�)$#7�,���!"1(��� � ��,�*"�!�(#,����

<8�&'�*C%��,�'�$!�&'%�$#"&'�'1!�	��'$�1&��!"1(��("1!�%��%"#�����%��'$�#'"*"!(2��0���4�>���

���������
3�*(%�'�
3�*(%�'�
3�*(%�'�
3�*(%�'����

������'$�1&�':'$I*��%#&-�#!��,��&�-=1�$#"&'�0�(�#&)"&&1�'4�=1#���,�'�'"%1$#"&'��

�"#$�����%��':'$I*��2"*"�I&���''")#-�0��������"#$���%8�&'�*C%��,��'�'�'"%1$#"&'�����'$�1&��+��

<8�&'�*C%��,�'�'"%1$#"&'�,��������'$�1&��'(�)���77#&���$$�)2-�0���� ��,�*"���
���*9*��("1!�%�'�-=1�$#"&'�,#77-!�&$#�%%�'�%#&-�#!�'��+�)� ��*�*C!���

��������������"*(�!�#'"&�,�'�'$!1)$1!�'��77#��"*(�!�#'"&�,�'�'$!1)$1!�'��77#��"*(�!�#'"&�,�'�'$!1)$1!�'��77#��"*(�!�#'"&�,�'�'$!1)$1!�'��77#&�'��$�+�)$"!#�%%�'&�'��$�+�)$"!#�%%�'&�'��$�+�)$"!#�%%�'&�'��$�+�)$"!#�%%�'����

�$!1)$1!���77#&��,81&��'(�)��+�)$"!#�%�E�"&�(�1$�,-7#&#!�Φ�E���4����→���>����

'(�)�'�+�)$"!#�%'��''")#-'�0�1&��'(�)���77#&��E��&�7#3����∈�	��7��E���→��������'$�1&��C#B�)$#"&���&$-)-,�&$�1&#=1����

∀���4����∈�	G4�∃�J���4����∈��G4�������D��4�������D�����&�,-7#&#$���>���D���>������$�λ��D��λ�����

	��'$��%"!'�1&��'(�)��+�)$"!#�%�#'"*"!(2��0�����	4�����'$�,#$� �̂'(�)��("#&$-̂��
5"$�$#"&�,-7#&#$#+��,81&��$!�&'%�$#"&�E�&"$�$#"&��,,#$#+��

;�;�;�;������
=1#("%%�&)��
=1#("%%�&)��
=1#("%%�&)��
=1#("%%�&)�����

∀���4��4��4����∈�	�4���4�����'$�-=1#("%�&$�0���4����'#�∃���∈��4���D��������$���D��������
�8�'$�1&��!�%�$#"&�,8-=1#+�%�&)�����M,����	�×�	�F�ℜ��'$��&�C#B�)$#"&��+�)�����

5"$�$#"&�E�����'$�%��)%�''��,8-=1#+�%�&)��,����4�������>����D����
��%�$#"&�,���2�'%�'�E�∀���4�N4����∈�	4����>����D�����
��!�%%-%"�!�**��E���4��4��4�����'$�1&�(�!�%%-%"�!�**��'#����D����"1�'#����D������M,����
∀���4����∈�	 4�∃�J���∈�	4����D��������'$�,#$�%��*#%#�1�,1�C#("#&$���4�����
��4��4��4�����'$�1&�(�!�%%-%"�!�**��⇔���4�����$���4����"&$�*9*��*#%#�1�� ��M,���

R�R�R�R�������#*�&'#"&��#*�&'#"&��#*�&'#"&��#*�&'#"&����

�#�	��'$�1&��'(�)���77#&���$$�)2-�0���,��,#*�&'#"&�&4�&��'$��1''#�,��,#*�&'#"&�	����,�7���

��(I!��)�!$-'#�&�,81&��'(�)���77#&��,��,#*�&'#"&�&�≥���E���D���4�N��D���4�C�4����4�C&�4�"Z���∈�	��$�N�C�'��,�����
�2�&��*�&$�,��!�(I!��)�!$-'#�&�E���D���4�N���$��8�D���84�N8�����D���$��,�4�N84�N����%"!'�E�

� �*�$!#)#�%��E���D�Ω�>�����8�� "Z�Ω��'$�%��+�)$�1!�,�'�)""!,"&&-�'�,���8�,�&'����

�!�&'%�$#"&�,��!�(I!��E�N�D�N8�H���D��&����D�Ω�>��8��

�#�,#*�	�D� ��$����1)%#,#�&�"!#�&$-4���D���4�	4�
���$��8�D���84�	84�
8��!�(I!�'�"!$2"&"!*�13�����'$�1&��*�$!#)��,��!"$�$#"&��
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II Variétés affines 
	�D����'$�1&�K����'(�)��+�)$"!#�%��$�1&��'(�)���77#&���$$�)2-�0����

��������������-7#&#$#"&�,81&��+�!#-$-��77#&���-7#&#$#"&�,81&��+�!#-$-��77#&���-7#&#$#"&�,81&��+�!#-$-��77#&���-7#&#$#"&�,81&��+�!#-$-��77#&�����

�"#$�Φ�E���4����→���>����
��⊂�	����≠�∅���'$�1&��+�!#-$-��77#&���$$�)2-��0�Q4�'�+�,����'#�)8�'$�1&��'(�)���77#&���$$�)2-�0�%8�+�Q�1$#%#'�&$�("1!�

%8�((%#)�$#"&���×�Q�→���%��!�'$!#)$#"&�,��Φ�0���×�Q��

��⊂�	����≠�∅���'$�1&��+�!#-$-��77#&���$$�)2-��0�Q�'�+�,����''#�E�

�� ∀���4����∈��G4����∈�Q��

 � ∀���4����∈���×�Q4���>���∈����

�#����'$�1&��+�!#-$-��77#&���$$�)2-���1�'�+�Q�,���4��%"!'�Q�D�?���4���4����∈��G�A� ��M,���

��⊂�	����≠�∅���'$�1&��+�!#-$-��77#&��,��	�''#�∃���∈��4�∃�Q�'�+�,���4���D�?���>��4���∈�Q�A� ��M,���

�-&"*#&�$#"&�E����'$�%��+�!#-$-��77#&��(�''�&$�(�!���,��,#!�)$#"&�Q��


3�E��!"#$���77#&��(�''�&$�(�!����$�,��+�)$�1!�,#!�)$�1!���≠���E���D�?���∈�	4�∃�λ�∈�K4����D�λ��A�H�λ��'$�%��*�'1!��
�%�-C!#=1��,�����(�!�!�(("!$�0��4�&"$-�����
��*�E��"#$���+�!#-$-��77#&��(�''�&$�(�!����$�,��,#!�)$#"&�Q��
&�#,�&$#7#�&$�	��$��4�"&�����D����Q���

 � � � �������&$�!'�)$#"&�,��+�!#-$-'��77#&�'��&$�!'�)$#"&�,��+�!#-$-'��77#&�'��&$�!'�)$#"&�,��+�!#-$-'��77#&�'��&$�!'�)$#"&�,��+�!#-$-'��77#&�'����

���⊂�� ���Q��⊂�Q � � � Q��⊂�Q ��$����∩�� �≠�∅������⊂�� ��

�"#$�����$�� �,�13�+�!#-$-'��77#&�'�,��	���#����∩�� �≠�∅4��%"!'�)8�'$�1&��+�!#-$-��77#&��,��,#!�)$#"&�Q��∩�Q ����M,���

�#���D�Q��>�Q 4��%"!'����∩�� �≠�∅� ��,�*"�E�,-)"*("'#$#"&�,����� ���

�#���D�Q��⊕�Q 4��%"!'����∩�� ��'$�1&�("#&$��

�-&-!�%#'�$#"&�E��"#$���#�#�∈���1&��7�*#%%��,��+�!#-$-'��77#&�'�,8#&$�!'�)$#"&�&"&�&1%%����%"!'�∩��#��'$�1&��+�!#-$-��77#&��

,��,#!�)$#"&�∩�Q#��

�"#$���⊂�	����≠�∅���$���#�#�∈���%��7�*#%%��,��$"1$�'�%�'�+�!#-$-'��77#&�'�=1#�)"&$#�&&�&$����∩��#��'$�%��(%1'�(�$#$��+�!#-$-�
�77#&��)"&$�&�&$���H��%%���'$��((�%-��+�!#-$-��77#&���&��&,!-��(�!����

<��+�!#-$-��77#&���&��&,!-��(�!�?��B�F�B�∈�@�A��'$�%��+�!#-$-��77#&��)"&$�&�&$��B/��$�,��,#!�)$#"&�?��B/�B�F�B�∈�@�A� ��,���

�����������!�%%-%#'*����!�%%-%#'*����!�%%-%#'*����!�%%-%#'*�����

�"#�&$�����$�� �,�13�+�!#-$-'��77#&�'�,��,#!�)$#"&�Q���$�Q ��������� �'#�Q��⊂�Q ��

<��(�!�%%-%#'*���'$�1&��!�%�$#"&�!-7%�3#+���$�$!�&'#$#+���
%%��&8�'$�(�'�':*-$!#=1���

������ ������∩�� �D�∅�"1����D�� ��

��*�E������� ���,#*����≤�,#*�� ���(�$#$����!�&,��

�������������	:(�!(%�&'��77#&�'�	:(�!(%�&'��77#&�'�	:(�!(%�&'��77#&�'�	:(�!(%�&'��77#&�'����

	:(�!(%�&��77#&��D�+�!#-$-��77#&��,"&$�%��,#!�)$#"&��'$�1&�2:(�!(%�&�+�)$"!#�%��

�&�'1(("'��	�,��,#*�&'#"&�7#&#��E�,#*�	�D�,#*���D�&�≥� ��
���2:(�!(%�&��77#&��,��,#*�&'#"&�Q��H�� �2:(�!(%�&��77#&��,��,#*�&'#"&�Q �� �)�'�'��(!-'�&$�&$�E�

• �"#$������� 4��$������D�� �"1����∩�� �D�∅��

• �"#$���� ����� 4��$�,#*����∩�� ��D�&��� ��


=1�$#"&�)�!$-'#�&&��,81&�2:(�!(%�&��77#&��E���D���4���4����4��&��H���2:(�!(%�&�(�''�&$�(�!���,��,#!�)$#"&�Q�D�_�!�ϕ��
∃��λ�4����4�λ&��∈�K&�a�?�/4����4�/�A4�ϕ�Σ 3#�C#��D�Σ�λ#�3#���)""!,"&&-�'�,��ϕ�,�&'�%��,1�%�,����4����4��&��
��∈���⇔����∈�_�!�ϕ�⇔�Σ�λ#��3#����#��D�/�⇔�Σ�λ#�3#�D�1��

�-)#(!"=1��E���D�?��4�Σ�λ#�3#�D�1�A��'$�%82:(�!(%�&�(�''�&$�(�!����$�,��,#!�)$#"&�_�!�ϕ��
�"#�&$����E�Σ�λ#�3#�D�1���$�� �E�Σ�µ#�3#�D�1 ��

������ �⇔�∃�α�∈�KL4�∀�#�∈��&4�µ#�D�α λ#4��$�,�&'�)��)�'4�1��D�α�1 �⇔����D�� ��

;�;�;�;��������!#-$-'��77#&�'�,81&�(%�&��77#&����!#-$-'��77#&�'�,81&�(%�&��77#&����!#-$-'��77#&�'�,81&�(%�&��77#&����!#-$-'��77#&�'�,81&�(%�&��77#&�����

,#*�	�D�,#*���D� �H�K�D�����&�'1(("'�!��	�D���D�� ����D���4�	4�
��
��(!-'�&$�$#"&�(�!�*-$!#=1��,81&��,!"#$���77#&��E��"#$���,-7#&#��(�!����$�%��+�)$�1!���D�α�	�>�β�
��
��34�:��∈���⇔�∃�λ�∈��4�3�D�3��>�λα��$�:�D�:��>�λβ�� λ��'$�%��*�'1!���%�-C!#=1��,�����(�!�!�(("!$�0����

=1�$#"&�)�!$-'#�&&��,����E���3�>�C�:�D�)4�"Z���4�C��≠��/4�/���
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�"#$���,-7#&#��(�!����$�%��+�)$�1!���D�α�	�>�β�
����34�:��∈���⇔����4��α4�β���%#-'�⇔� 0
yy
xx

A

A =
β−
α−

�

�"#$���,-7#&#��(�!����$������≠�������34�:��∈���⇔� 0
1yx
1yx
1yx

BB

AA =
−
−
−

��':'$I*��%#&-�#!���

�#���D��3�4�/���$�N�D��/4�:N�4���E�3F3��>�:F:N�D����
��!�%%-%#'*��E����E����3�>�C��:�D�)�� � � �E�� �3�>�C �:�D�) ��

������ �⇔�∃�α�∈��L4�� �D�α�����$�C �D�α�C�����&'�)��)�'4�) �D�α�)��⇔����D�� ��

K�#')��1�,��,!"#$�'�E����E����3�>�C��:�D�)�� � � �E�� �3�>�C �:�D�) ������≠�� ��

?���,!"#$�'�,8-=1�$#"&��λ����>�λ � �3�>��λ�C��>�λ C �:�D��λ�)��>�λ ) �4��λ�4�λ ��∈��G�a�?�/4/�A�A��'$��((�%-�%��7�#')��1�
,������$�,��� ���

�#���� ������ 4�)8�'$�%8�&'�*C%��,�'�,!"#$�'�(�''�&$�(�!�%��("#&$���,-7#&#�)"**��?�A�D����∩�� ��� ��,�*"��L���

�#������� 4�)8�'$�%8�&'�*C%��,�'�,!"#$�'�(�!�%%I%�'�0�����$�0�� �� � � � ��,�*"�':'��%#&!���

R�R�R�R��������!#-$-'��77#&�'�,81&��'(�)���77#&��,��,#*�&'#"&����!#-$-'��77#&�'�,81&��'(�)���77#&��,��,#*�&'#"&����!#-$-'��77#&�'�,81&��'(�)���77#&��,��,#*�&'#"&����!#-$-'��77#&�'�,81&��'(�)���77#&��,��,#*�&'#"&�����

	�D���D�������4�	4�
4���
��(!-'�&$�$#"&�(�!�*-$!#=1��,81&��,!"#$��E���∈���(�''�&$�(�!����$�,#!#�-��(�!����⇔�∃�λ ∈��4����D�λ�����
��(!-'�&$�$#"&�(�!�*��,81&�(%�&�E���∈���(%�&�(�''�&$�(�!����$�,#!#�-�(�!����$���⇔�∃��λ4�λ8��∈��G4����D�λ��>�λ8�8��

=1�$#"&�)�!$-'#�&&��,81&�(%�&�E���E���3�>�C�:�>�)�V�D�,4�"Z���4�C4�)��≠��/4�/4�/���

��,-7#&#�(�!��4����$��8�E���∈���⇔� 0
'zz
'yy
'xx

A

A

A

=
γγ−
ββ−
αα−

�

��,-7#&#�(�!��4�N4���&"&��%#�&-'�E���∈���⇔� 0

1zyx
1zyx
1zyx
1zyx

CCC

BBB

AAA =

−
−
−
−

�

�!"#$���77#&��E�,-7#&#$#"&�("''#C%��(�!�%8#&$�!'�)$#"&�,�� �(%�&'��77#&�'�&"&�(�!�%%I%�'����
K�#')��1�,��(%�&'�E����E���3�>�C�:�>�)�V�D�,� � � �E��8�3�>�C8�:�>�)8�V�D�,8��

?���(%�&'�,8-=1�$#"&��λ��>�λ8�8�3�>��λC�>�λ8C8�:�>��λ)�>�λ8)8�V�D��λ,�>�λ8,8�4��λ�4�λ ��∈��G�a�?�/4/�A�A��'$��((�%-�%��
7�#')��1�,������$�,��� ���

�#���� ������ 4�)8�'$�%8�&'�*C%��,�'�(%�&'�)"&$�&�&$�%��,!"#$�����∩�� ���
�#������� 4�)8�'$�%8�&'�*C%��,�'�(%�&'�(�!�%%I%�'�0�����$�0�� �� ���
���⇔G���


3�E�1&�(%�&�=)=�)"&$�&�&$��V��'$�,8-=1�$#"&�λ3�>�λ8:�D�/�

III Applications affines 

��������������-7#&#$#"&��-7#&#$#"&��-7#&#$#"&��-7#&#$#"&����

	��$�	8�'"&$�,�13� ��'(�)�'��77#&�'��$$�)2-'�0����$��8��

�&���((%#)�$#"&�Φ�E�	�→�	8��'$��77#&��'#�%8�((%#)�$#"&�ϕ�E����∈���→�ϕ�����D�Φ������Φ�����'$�%#&-�#!���

ϕ��'$�,#$��(�!$#��%#&-�#!��,��Φ��Φ��'$�)�!�)$-!#'-��(�!�%8#*����,81&�("#&$�,��	��$�ϕ�E�∀���∈�	4�Φ����D�Φ����>�ϕ������
�-)#(!"=1��E�∀�ϕ�∈����4��8�4�∀���4�����∈�	�×�	84�Φ�E���∈�	�→����>�ϕ������'$�%8�((%#)�$#"&��77#&��,��(�!$#��%#&-�#!��ϕ�
�$�=1#�$!�&'7"!*�����&�����


3�*(%�'�E�$!�&'%�$#"&��$�2"*"$2-$#�'��77#&�'�E�	����D���>�T����
<8�&'�*C%��,�'�+�)$�1!'�#&+�!#�&$'�,81&���((%#)�$#"&��77#&���'$�1&��+�!#-$-��77#&��� ���,�*"�(%1'�%"#&���

 � � � �������!"(!#-$-'��!"(!#-$-'��!"(!#-$-'��!"(!#-$-'����

<��)"*("'-��,�� ��((%#)�$#"&'��77#&�'��'$�1&���((%#)�$#"&��77#&��,"&$�%��(�!$#��%#&-�#!���'$�%��)"*("'-��,�'�(�!$#�'�
%#&-�#!�'����M,���

Φ�E�	�→�	8��77#&��,��(�!$#��%#&-�#!��ϕ���%�'�*9*�'�(!"(!#-$-'�,8#&B�)$#+#$-4�,��'1!B�)$#+#$-4�,��C#B�)$#+#$-�=1��ϕ����,�*"'���
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��������������*�����77#&��,81&��+�!#-$-��77#&���*�����77#&��,81&��+�!#-$-��77#&���*�����77#&��,81&��+�!#-$-��77#&���*�����77#&��,81&��+�!#-$-��77#&�����

�"#$�Φ�E�	�→�	��77#&��,��(�!$#��%#&-�#!��ϕ�∈����4��8����"#$���%��+�!#-$-��77#&��,��	�(�''�&$�(�!����$�,��,#!�)$#"&�Q��

�%"!'�Φ�����'$�%��+�!#-$-��77#&��,��	8�(�''�&$�(�!�Φ�����$�,��,#!�)$#"&�ϕ�Q��� �

��,�*"�=1��Φ����D�?��8�∈�	84������∈�Q8�A���

�"&'-=1�&)��E�1&���((%#)�$#"&��77#&��)"&'�!+��%��(�!�%%-%#'*���

3�*(%��E�(!"B�)$#"&��77#&����"#$�����$�� �,�13�+�!#-$-'��77#&�'�,��	�,��,#!�)$#"&'�Q���$�Q �'1((%-*�&$�#!�'�,�&'����

�"#$�?�A�D����∩�� ���"#$�∀���∈�	4�����'$�%��+�!#-$-��77#&��)"&$�&�&$���,��,#!�)$#"&�Q �����∩����D�?��8�A4�%8#*����

,����,�&'�%��(!"B�)$#"&��77#&��'1!����(�!�%%I%�*�&$�0�� ��

3�*(%��E�':*-$!#���77#&�����

��������������((%#)�$#"&'��77#&�'�,81&��'(�)���77#&��,�&'�%1#��((%#)�$#"&'��77#&�'�,81&��'(�)���77#&��,�&'�%1#��((%#)�$#"&'��77#&�'�,81&��'(�)���77#&��,�&'�%1#��((%#)�$#"&'��77#&�'�,81&��'(�)���77#&��,�&'�%1#����*9*�*9*�*9*�*9*�����

�"#$ Φ�E�	�→�	��77#&��%�#''�&$�	�#&+�!#�&$��Φ��'$�,-7#&#��(�!�'��(�!$#��%#&-�#!���∀���∈�	4�Φ����D�	�>�ϕ�����
�"1$���((%#)�$#"&��77#&��,��	�,�&'�	��'$�%��)"*("'-��,81&��$!�&'%�$#"&��$�,81&���((%#)�$#"&��77#&���:�&$�1&�("#&$�7#3���

�!"1(���77#&��,��	�E�%8�&'�*C%��,�'�C#B�)$#"&'��77#&�'�,��	�,�&'�	��
�!"1(��,�'�2"*"$2-$#�'���$!�&'%�$#"&'�E��

Φ�E�	�→�	��77#&��,��(�!$#��%#&-�#!��ϕ��'$�1&��2"*"$2-$#��"1�1&��$!�&'%�$#"&�⇔�∃�T�∈�KL4�ϕ�D�T��,��� ��,�*"���

�&7"'�'1!�%��)"*("'-��,8-%-*�&$'�,��)���!"1(�����

;�;�;�;�������!�,1)$#"&��&�%:$#��!�,1)$#"&��&�%:$#��!�,1)$#"&��&�%:$#��!�,1)$#"&��&�%:$#=1��,81&���((%#)�$#"&��77#&���&�,#*�&'#"&�7#&#�=1��,81&���((%#)�$#"&��77#&���&�,#*�&'#"&�7#&#�=1��,81&���((%#)�$#"&��77#&���&�,#*�&'#"&�7#&#�=1��,81&���((%#)�$#"&��77#&���&�,#*�&'#"&�7#&#�����

��8�D�S�>������ "Z� ��8�E�*�$!#)��)"%"&&��,�'�)""!,"&&-�'�,��Φ�3��

� � � S�E�*�$!#)��)"%"&&��,�'�)""!,"&&-�'�,��Φ����

� � � ���D���$�ϕ4�N4�N8��
� � � ��E�*�$!#)��)"%"&&��,�'�)""!,"&&-�'�,��3��

IV Barycentres 

��������������-7#&#$#"&��-7#&#$#"&��-7#&#$#"&��-7#&#$#"&����

	��'$�1&��'(�)���77#&���$���1&��'(�)��+�)$"!#�%��

�:'$I*��("&,-!-�,��("#&$'�E��&'�*C%��,8-%-*�&$'�,��	�×�K��

K"&)$#"&�+�)$"!#�%%��,��<�#C&#V�E���E���∈�	�→�Σ�αB���B�∈����
∀���4����∈�	G4�������������D��Σ�αB�����
� �#�Σ�αB�D�/4����'$�1&��7"&)$#"&�)"&'$�&$���
� �#&"&4��%%���'$�#&B�)$#+���
%%���'$��1''#�'1!B�)$#+���� ��!�)2�!)2��,8�&$-)-,�&$���

<��C�!:)�&$!��
�,1�':'$I*��("&,-!-�,��("#&$'����D�?����4�α��4����4���(4�α(��A�$�%�=1��Σ��B�≠�/��'$�%81&#=1��("#&$�,��	�$�%�
=1��Σ αB���B�D�/��)8�'$`0`,#!����
��D����
��*��E�∀���∈�	4�Σ�αB���B�D��Σ�αB���
��
��* �E��&�(�1$�*1%$#(%#�!�$"1'�%�'�αB�(�!�1&�')�%�#!��T�&"&�&1%�'�&'�*",#7#�!����

��*�E�
&�)2"#''#'�&$�T�D��FΣ αB4��%"!'�Σ α8B�D���→�1&#)#$-�,�'�)"�77#)#�&$'��
��'�(�!$#)1%#�!�E�#'"C�!:)�&$!��,����4����4��(�D�C�!:)�&$!��,��?����4���4����4���(4�(��A��
3�E�*#%#�1��

 � � � ������N�!:)�&$!���$�+�!#-$-��77#&��N�!:)�&$!���$�+�!#-$-��77#&��N�!:)�&$!���$�+�!#-$-��77#&��N�!:)�&$!���$�+�!#-$-��77#&�����

<��C�!:)�&$!����,1�':'$I*��("&,-!-�?���B4�αB�4�B�∈��(�A��((�!$#�&$�0�%��+�!#-$-��77#&���&��&,!-��(�!�?��B4�B�∈��(�A����,���

�"#$���⊂�	����≠�∅���'$�1&��+�!#-$-��77#&��⇔�∀�(�∈��L�a�?�A4�∀����4����4��(��∈��
(
4�∀��α�4����4�α(��∈�K

(
4�Σ αB�≠�/4�%��

C�!:)�&$!��,��?���B4�αB�4�B�∈��(�A��'$�,�&'���� ��,�*"�⇔���

���������N�!:)�&$!���$��((%#)�$#"&��77#&�'�N�!:)�&$!���$��((%#)�$#"&��77#&�'�N�!:)�&$!���$��((%#)�$#"&��77#&�'�N�!:)�&$!���$��((%#)�$#"&��77#&�'����

Φ�E�	�→�	8��'$��77#&��⇔�∀�(�∈��L�a�?�A4�∀����4����4��(��∈��
(
4�∀��α�4����4�α(��∈�K

(
4�Σ αB�≠�/4��

���'$�%��C�!:)�&$!��,��?���B4�αB�4�B�∈��(�A���Φ�����'$�%��C�!:)�&$!��,��?��Φ��B�4�αB�4�B�∈��(�A� ��,�*"���

��������������!"(!#-$-'��!"(!#-$-'��!"(!#-$-'��!"(!#-$-'����

�"**1$�$#+#$-�E���C�!:)�&$!��,��?���B4�αB�4�B�∈��(�A���∀�σ�∈��(4���C�!:)�&$!���1''#�,��?���σ�B�4�ασ�B��4�B�∈��(�A��

�''")#�$#+#$-�E���C�!:)�&$!��,��?���B4�αB�4�B�∈��(�A���∀�=�∈��4� �≤�=�≤�(����4��&��((�%�&$��8�%��C�!:)�&$!�� (̂�!$#�%̂�,���
?���B4�αB�4�B�∈��=�A4��%"!'����'$�%��C�!:)�&$!��,��?���84�Σ�BD�= αB�4���=>�4�α=>��4����4���(4�α(��A�� ��,�*"�'#*(%����
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3�*(%�'�E�,!"#$�'�)"&)"1!!�&$�'�,�&'�1&�$!#�&�%�'4�,�&'�1&�$-$!�I,!�����

;�;�;�;�������""!,"&&-�'�,81&�C�!:)�&$!��,�&'�1&��'(�)���77#&��,��,#*�&'#"&�7#&#���""!,"&&-�'�,81&�C�!:)�&$!��,�&'�1&��'(�)���77#&��,��,#*�&'#"&�7#&#���""!,"&&-�'�,81&�C�!:)�&$!��,�&'�1&��'(�)���77#&��,��,#*�&'#"&�7#&#���""!,"&&-�'�,81&�C�!:)�&$!��,�&'�1&��'(�)���77#&��,��,#*�&'#"&�7#&#�����

�B�O�3#�B����O�3#��'$�%��C�!:)�&$!��,��?���B4�αB�4�B�∈��(�A���%"!'�

	

	

=

=
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α
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R�R�R�R�������""!,"&&-�'�C�!:)�&$!#=1�'��""!,"&&-�'�C�!:)�&$!#=1�'��""!,"&&-�'�C�!:)�&$!#=1�'��""!,"&&-�'�C�!:)�&$!#=1�'����

��4����4��(��(�≥� ��'"&$��77#&�*�&$�#&,-(�&,�&$'�'#�?����B4� �≤�B�≤�(�A��'$�%#&-�#!�*�&$�#&,-(�&,�&$'��
��(I!���77#&��,��	�E����4����4��&>�����

∀���∈�	4�∃�J��3�4����4�3&>���∈�K
&>�

4�Σ�3B�D��4����'$�%��C�!:)�&$!��,��?���B4�3B�4�B�∈��&>��A���3�4����4�3&>���'"&$�%�'�

)""!,"&&-�'�C�!:)�&$!#=1�'�,����,�&'�%��!�(I!���77#&�����4����4��&>����� �

��-%-*�&$'�,��)"&+�!'#"&�+�!'�%��!�(I!�����4���� 4����4����&>�����


=1�$#"&�,81&��,!"#$��,�&'�%��(%�&��&�)""!,"&&-�'�C�!:)�&$!#=1�'���
���� ;���E�,��%��7"!*��α���>�β�C�>�γ�)�D�/��

V Convexité 
	��'$�1&��'(�)���77#&��'1!����$���1&������'(�)��+�)$"!#�%��

��������������-7#&#$#"&��-7#&#$#"&��-7#&#$#"&��-7#&#$#"&����

���*�&$�E�∀���4�N��∈�	G4���N��D�?���∈�	4�∃�$�∈��/4���4���C�!:)�&$!��,��?���4�$���N4�����$��A�A�

��!$#��)"&+�3��E��
⊂�	����≠�∅���'$�)"&+�3��'#�∀���4�N��∈���G4���N��⊂����

 � � � ��������!�)$-!#'�$#"&���!�)$-!#'�$#"&���!�)$-!#'�$#"&���!�)$-!#'�$#"&����


3�E�%�'�)"&+�3�'�,����'"&$�%�'�#&$�!+�%%�'��

��⊂�	��'$�)"&+�3��⇔�∀����4����4��&��∈���
&
4�∀��α�4����4�α&��∈��>

&
4����)"&$#�&$�%��C�!:)�&$!��,��?���#4�α#�4�#�∈��&�A��

� ��,�*"���(�!�!-)1!!�&)��'1!�&�H�⇐�-+#,�&$���
�"&'-=1�&)��E�$"1$��+�!#-$-��77#&���'$�)"&+�3���)�!�'$�C%��(�!�C�!:)�&$!���


3�*(%����&�,#*�7#&#���E���2:(�!(%�&��77#&��,8-=1�$#"&����3��>�����>��&�3&�D�C��

���D�?���∈�	4����3��>�����>��&�3&�.�C�A��'$�1&��(�!$#��)"&+�3���� ��,�*"�'�&'�(C���

����������&$�!'�)$#"&�,��(�!$#�'�)"&+�3�'��&$�!'�)$#"&�,��(�!$#�'�)"&+�3�'��&$�!'�)$#"&�,��(�!$#�'�)"&+�3�'��&$�!'�)$#"&�,��(�!$#�'�)"&+�3�'����

�"1$��#&$�!'�)$#"&�&"&�+#,��,81&��(�!$#��)"&+�3���'$�)"&+�3���� ��,���

�"#$����⊂�	4�����≠�∅�4��$����#�#�∈���%��7�*#%%��,�'�(�!$#�'�)"&+�3�'�)"&$�&�&$���4��$���D�∩���#���8�'$�%��(%1'�(�$#$��(�!$#��

)"&+�3��)"&$�&�&$���4��((�%-���&+�%"((��)"&+�3��,�����

�"#$����D�?���4����4��&�A��<8�&+�%"((��)"&+�3��,������'$�%8�&'�*C%��,�'�C�!:)�&$!�'�,��?���#4�α#�4�#�∈��&�A��

"Z�∀�#�∈��&4�α#�≥�/��$�Σ��#�D���� ��,�*"�⊂G��''�V�%"&����

3�*(%��E�,#*�	�D� ���&�(�1$�,-7#&#!�%8�&+�%"((��)"&+�3��,���("#&$'�&"&��%#�&-'�)"**��%8#&$�!'�)$#"&�,���
,�*#(%�&'�7�!*-'4�%#*#$-'�(�!��N4�N�4�����$�)"&$�&�&$�%8#'"C�!:)�&$!��,���4�N4����

�"#$���C�!:)�&$!��,��?���4�α�4��N4�β�4���4�γ��A����%"&�%�'�'#�&�'�,��α4�β4�γ4�"&�'�#$�,�&'�=1�%%��V"&��,1�(%�&��'$����

�������������K"&)$#"&'�)"&+�3�'�K"&)$#"&'�)"&+�3�'�K"&)$#"&'�)"&+�3�'�K"&)$#"&'�)"&+�3�'����

�"#$�7�∈����4�����	�D��G��

�&��((�%%��-(#�!�(2��,��7�E�?���∈�	4�3�∈����$�:�≥�7�3��A�� 7��'$�)"&+�3��'#�'"&�-(#�!�(2��%8�'$����,�7���

��!�)$-!#'�$#"&�,81&��7"&)$#"&�)"&+�3��E��"#$�7�∈����4����

�� ∀��34�:��∈��G4�∀�$�∈��/4���4�7�$�3�>������$��:��≤�$�7�3��>������$��7�:��

 � ∀��34�:4�V��∈��4�3�6�:�6�V���
7�:����7�3�
:���3 �≤�7�V����7�3�V���3 �≤�7�V����7�:�V���: ��

� ∀���∈��4�%8�((%#)�$#"&�1�∈���a�?�A�→�
7�1����7���
1���� �∈����'$�)!"#''�&$��

�� 7��'$�)"&+�3���)8�'$`0`,#!��'"&�-(#�!�(2���'$�)"&+�3��� � ���
���%"&�1����⇔� �H� �⇔��H���⇔�����

7��'$�)"&+�3����∀��3�4����4�3&��∈��&4�∀��$�4����4�$&��∈��>
&
4�Σ�$#�D�����7�Σ�$#�3#��≤�Σ�$#�7�3#���
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� ��,�*"�(�!�!-)1!!�&)��'1!�&��	��&D �,"&��)#�,�''1'���-)#(!"=1����

�"#$�7�)"&+�3��'1!��4��$���∈���a�?��&7��4��1(���A��ϕ��E�1�∈���a�?�A�→�
7�1����7���

1�� ��'$�)!"#''�&$����������

�"&)�7�,-!#+�C%��0�,!"#$���$�0���1)2���&��4��$�7�8������≤�7�8,�������7�)"&$#&1��'1!���a�?��&7��4��1(���A�
�#�7�)"&+�3���$�,-!#+�C%��'1!����%"!'�7�8��'$�)!"#''�&$���$�)"&$#&1��'1!����� ��,�H�����H�*"&"$"&����

�-)#(!"=1��E�7�∈�����4����,��,-!#+-��)!"#''�&$���'$�)"&+�3���� � ��,�*"�,#:>���

�#�7��'$�,�13�7"#'�,-!#+�C%�4��%"!'�7�)"&+�3��⇔�7�88�≥�/��
7�∈�����4�����'$�)"&+�3��'1!���� ⇔�∀���4�3��∈��G4�7�3��≥�7����>��3������7�8���� ��,�*"�⇔�'#*(%����

� � � � ⇔�7�8�)!"#''�&$��


3�*(%��E�7�E�3�∈��>�→�3(�∈��>��'$�)"&+�3���,��,-!#+-��'�)"&,��("'#$#+������

�&-��%#$-�,��	"%,�!�E�∀����4����4��&��∈��>
&4�∀��C�4����4�C&��∈��>

&4�∀��(4=��∈��G4�(�.��4�=�.��4��F(�>��F=�D�����

Σ
#�D��
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�&-��%#$-�,���#&T"b'T#�E�∀����4����4��&��∈��>
&4�∀��C�4����4�C&��∈��>
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I Orthogonalité et distance 
	��'$�1&��'(�)���77#&���''")#-�0��4�1&������'(�)��+�)$"!#�%��1)%#,#�&�,��,#*�&'#"&�&�≥����	��'$��%"!'��((�%-��'(�)��
�77#&���1)%#,#�&��

��������������#'$�&)���#'$�&)���#'$�&)���#'$�&)�����

∀���4����∈�	G4�,��4����D������
∀���4����∈�	G4�,��4����D�/�⇔���D���

� ∀���4����∈�	G4�,��4����D�,��4����
� ∀���4��4����∈�	4�,��4����≤�,��4����>�,��4����� #&-��%#$-�$!#�&�1%�#!��

�#'$�&)��,81&�("#&$�0�1&��(�!$#��,��	�E�∀���∈�	4�∀���⊂�	4�,��4����D��&7�?�,��4���4���∈���A�

�#'$�&)��,�� �(�!$#�'�E�∀����⊂�	4�∀�� �⊂�	4�,���4�� ��D��&7�?�,��4�N�4���4�N��∈����×�� �A��

 � � � ��������(I!��"!$2"&"!*�%���(I!��"!$2"&"!*�%���(I!��"!$2"&"!*�%���(I!��"!$2"&"!*�%����

��D���4�N���'$�"!$2"&"!*�%�'#�N��'$�1&��N�5�,�����

�2�&��*�&$�,��!�(I!��"!$2"&"!*�%�E���D�Ω�>�����8����7�(%1'�2�1$��

����������!��!��!��!$2"�"&�%#$-$2"�"&�%#$-$2"�"&�%#$-$2"�"&�%#$-����

����'$�1&��+�!#-$-��77#&��,��,#*�&'#"&�Q��H�� ��'$�1&��+�!#-$-��77#&��,��,#!�)$#"&�Q ���

������ �'#�Q����Q �)8�'$`0`,#!��Q��⊂�Q 
�
�"1�Q �⊂�Q�

����8�'$�1&��!�%�$#"&�':*-$!#=1���

����$�� �'"&$�,#$'�(�!(�&,#)1%�#!�'�'#������� ��$����∩�� �≠�∅��


3�E��&�,#*�&'#"&�4�,�13�(%�&'�&��(�1+�&$�(�'�9$!��"!$2"�"&�13���$$�&$#"&�E�#%'�'"&$�,#$'�(�!(�&,#)1%�#!�'�'#�%�'�
"!$2"�"&�13�0�%�1!'�,#!�)$#"&'�'"&$�"!$2"�"&�13��

�!"B�)$#"&��77#&��"!$2"�"&�%��E���+�!#-$-��77#&��,��	4�,��,#!�)$#"&�Q����∩�%��+�!#-$-��77#&��(�''�&$�(�!���,��,#!�)$#"&�

Q�
��D�?�(!"B�$-�,����A���

<��,#'$�&)��,81&�("#&$�0�1&��+�!#-$-��77#&���'$�%��,#'$�&)��,1�("#&$�0�'"&�(!"B�$-�"!$2"�"&�%�'1!�%��+�!#-$-��77#&���
� ��M,��:$2��"!����

�#�&�D� 4�,#'$�&)��,�� �,!"#$�'�)"&)"1!!�&$�'�E�,���4�� ��D�,���4�� ��"Z����∈�����$�� �(!"B���,�����'1!�� ����,�*"���

�#�&�D�4�,#'$�&)��,�� �,!"#$�'�&"&�)"(%�&�#!�'�E����,#!#�-�(�!�����$�� �(�!�� ����4�� 4����∧�� �7"!*�&$�1&��C�'��,��	��

&��((�%�&$����%��(%�&�)"&$�&�&$�����$�,��,#!�)$#"&�)"&$�&�&$����∧�� �����*9*��("1!�� ���
���∩�� �D���,!"#$���77#&��,#!#�-��(�!����∧�� ��?��A�D����∩���H�?� A�D�� �∩�����%"!'�,���4�� ��D�,���4�� ����,�*"���
�"%1$#"&�(!�$#=1��("1!�)"&&�e$!��,���4�� ��E�,���4�� ��D�,���4����D�,��8�4�����"Z����'$�%��(%�&�,��,#!�)$#"&�)"&$�&�&$�

����$�� ��$�(�''�&$�(�!�� �H��8���'$�%��(!"B�$-�,�����'1!����


3�E�∀���4�N��∈�	G4���≠�N4�?���∈�	4�,��4����D�,��4�N��A��'$�%82:(�!(%�&��77#&��(�''�&$�(�!�%��*#%#�1�,����4�N���$�

"!$2"�"&�%�0�%��,!"#$���N�H�#%��'$��((�%-�%82:(�!(%�&�*-,#�$�1!�0��N�� ���,#:���

II Plan affine euclidien orienté 

��������������&�%���&�%���&�%���&�%�����

<8�&�%��,�'�C#("#&$'���4�����$���4�����'$�%8�&�%��,�'�+�)$�1!'�����$�����

 � � � �������&$�!(!-$�$#"&�,��%8-=1�$#"&�)�!$-'#�&&��,81&��,!"#$���77#&���&$�!(!-$�$#"&�,��%8-=1�$#"&�)�!$-'#�&&��,81&��,!"#$���77#&���&$�!(!-$�$#"&�,��%8-=1�$#"&�)�!$-'#�&&��,81&��,!"#$���77#&���&$�!(!-$�$#"&�,��%8-=1�$#"&�)�!$-'#�&&��,81&��,!"#$���77#&�����

��&'�1&���5�4���E��3�>�C:�D�)���"#$���,��)""!,"&&-�'�3��$�:���%"!'�

� ,��4����D�
O�3�>�C:���)O

�G�>�CG
�� � ��,�*"��+�)�6�O�/�.��+�)�Μ/�D�(�������


=1�$#"&�&"!*�%��E�3�)"'�θ�>�:�'#&�θ�D�)� →�%��+�)$�1!��)"'�θ4�'#&�θ���'$�"!$2"�"&�%�0����
�#��� �����:4�-=1�$#"&�,����'"1'�%��7"!*��E�:�D�*�3�>�(��*��'$��((�%-�%��(�&$��,��%��,!"#$���*�D�$�&��	4����
���E�:�D�*��3�>�(���$�� �E�* �3�>�( �'"&$�"!$2"�"&�%�'�⇔�*��* �D�����

���������N#''�)$!#)�'�N#''�)$!#)�'�N#''�)$!#)�'�N#''�)$!#)�'����

���∩�� �D�?���A�����,#!#�-�(�!����&"!*-��$�� �(�!�� �&"!*-��
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<�'�C#''�)$!#)�'�,������$�,��� 4�∆��$�∆84�'"&$�%�'�,!"#$�'�(�''�&$�(�!����$�,#!#�-�'�(�!����>�� ��$������� ���&���∆���∆8��
∆�∪�∆8�D�?���∈�	4�,��4�����D�,��4�� ��A� � ��,�*"��&�(!"B�$�&$���'1!�����$�� �"!$2"�"&�%�*�&$���

�∆�4�∆��D��∆4�∆ ���$��∆�4�∆8��D��∆84�∆ �� � ��,�*"�E�#%'�"&$�*9*��'#&1'��$�*9*��)"'#&1'���

��������������!"(!#-$-'�*-$!#=1�'�,1�$!#�&�%���!"(!#-$-'�*-$!#=1�'�,1�$!#�&�%���!"(!#-$-'�*-$!#=1�'�,1�$!#�&�%���!"(!#-$-'�*-$!#=1�'�,1�$!#�&�%�����

�"#$�����1&�+!�#�$!#�&�%���

�%"!'�����4������D�����4������D�����4������ � � ��,�*"��2�'%�'���

�#�1&��*�'1!��,��%8�&�%�����4������((�!$#�&$�0��/4�π�4�#%��&��'$�,��*9*��("1!����4������$�("1!����4������
� �)�!�%��(!",1#$�*#3$��,"&&��%��'#�&��,1�'#&1'��

θ��>�θN�>�θ��D�π� � � � � � � ��,�*"��2�'%�'���

'#&�θ�

� �D�
'#&�θN

C �D�
'#&�θ�

) � � � � � � ��,8�(!I'�%�'�!�%�$#"&'�,1�(!",1#$�*#3$����

��%�$#"&�,8�%�_�'2#�E��G�D�CG�>�)G��� �C�)�)"'�θ���� � � � � ��,�*"�!�(#,����

�#!��E�f�O����4�����O�D�f�O����4�����O�D�f�O����4�����O�

� D�f����������� �'#�����'$�%��(!"B�$-���,����'1!���� � � ��,�*"��2�'%�'���

�#���C�!:)�&$!��,��?���4�α�4��N4�β�4���4�γ��A4��%"!'� OαO
�#!��N�

�D�
OβO

�#!����
�D�

OγO
�#!���N

� � ��,�*"��2�'%�'���

�-,#�&�'�E�'��)"1(�&$��1�)�&$!��,���!�+#$-4�C�!:)�&$!��,��?���4���4��N4���4���4����A�
N#''�)$!#)�'�#&$-!#�1!�'�E�'��)"1(�&$��1�)�&$!��,1�)�!)%��#&')!#$4�C�!:)�&$!��,��?���4���4��N4�C�4���4�)��A��� ���#!����

	�1$�1!'�E�'��)"1(�&$��&�%8"!$2")�&$!�4�C�!:)�&$!��,��?���4�$�&�θ��4��C4�$�&�θN�4���4�$�&�θ���A�� � ���&�%:'����

�-,#�$!#)�'�E�)�&$!��,1�)��)#!)"&')!#$�?���4�$�&�θN�>�$�&�θ��4��N4�$�&�θ��>�$�&�θ��4���4�$�&�θN�>�$�&�θ���A� ��"!$2"��8N8�8���

;�;�;�;��������!)%�'���!)%�'���!)%�'���!)%�'����


=1�$#"&�&"!*�%��,81&�)�!)%��E���∈���⇔�3G�>�:G��� �3��� C:�>�)�D�/4�"Z�)�D��G�>�CG����G�

�-)#(!"=1��E�#%�7�1$��G�>�CG���)�≥�/��
��!)%��,-7#&#�(�!�1&�,#�*I$!��E���∈���⇔�6��O��.�D�/�)�!�6��O��.�D�����G�������G� ��,�*"��2�'%�'���
�&$�!'�)$#"&�,81&�)�!)%���$�,81&��,!"#$��E�<��,!"#$���'$�,-7#&#��(�!� �-=1�$#"&'�(�!�*-$!#=1�'���

��∈���∩���⇔�∃�λ�∈��4�λG�αG�>�βG��>� λ��3/�>�C:/����α���Cβ��>��3/G�>�:/G��� �3��� C:�>�)��D�/��
�&�(�1$�'1(("'�!�αG�>�βG�D����
&�7�#$4�∆8�D��G���,��4���G��

��&��&$��E�3/3�>�:/:�����3�>�3/����C�:�>�:/��>�)�D�/���&�!�*(%�)��E�

� 3G�→�3/3� :G�→�:/:�  3�→�3�>�3/�  :�→�:�>�:/� �'8�&�!�((�%�!��
�"#&$'�)"):)%#=1�'�E�<8�&�%���1�)�&$!���'$�%��,"1C%��,��%8�&�%��#&')!#$�� � � ��,�*"��2�'%�'�g�C#''�)$!#)�'���

��!)%��,��)�&$!����H��4��4����((�!$#�&&�&$��1�)�!)%�4��$����'$�'1!�%��$�&��&$���1�)�!)%���&����

�%"!'����4�����D� ���4�����D� ���4����� � ��,�*"'���

�"#$�θ�∈����?���∈�	4����4�����≡�θ���π���A�∪�?��4���A��'$�%��,!"#$�����'#�θ�≡�/���π���H�'#&"&4�)8�'$�%��)�!)%��(�''�&$�(�!���
�$���$�%�=1�����4�����≡�θ���π���� � ��,�*"���

�"#&$'�)"):)%#=1�'�E��4��4��4���&"&��0���%#�&-'�'"&$�)"):)%#=1�'�⇔����4�����≡����4�������π����

�"1!�%��,-$�!*#&�!�"&�(�1$�1$#%#'�!�,�'�&"*C!�'�)"*(%�3�'�E����4�����≡��!��
�

�
�V����V�

V����V�
��� π����

III Espace affine euclidien orienté de dimension 3 

��������������&�%�'��&�%�'��&�%�'��&�%�'����

 � � � ������
=1�$#"&�)�!$-'#�&&��,81&�(%�&�
=1�$#"&�)�!$-'#�&&��,81&�(%�&�
=1�$#"&�)�!$-'#�&&��,81&�(%�&�
=1�$#"&�)�!$-'#�&&��,81&�(%�&����

��&'�1&����5��E�����E��3�>�C:�>�)V�D�,��� �

,��4����D�
O�3�>�C:�>�)V���,O

�G�>�CG�>�)G
�� � ��6�O�/�.���

�#��G�>�CG�>�)G�D��4�-=1�$#"&�&"!*�%��E���D�)"'�α4�C�D�)"'�β4�)�D�)"'�γ��
�$$�&$#"&4�%��!�%�$#"&�,���2�'%�'�&8�'$�(�'�+�%�C%��("1!�%�'��&�%�'��

����������#'$�&)��,81&�("#&$�0�1&��,!"#$���#'$�&)��,81&�("#&$�0�1&��,!"#$���#'$�&)��,81&�("#&$�0�1&��,!"#$���#'$�&)��,81&�("#&$�0�1&��,!"#$�����

�!"#$��,"&&-��(�!�1&�("#&$����$�1&�+�)$�1!�,#!�)$�1!���E� � ,��4����D�
����∧���

���
��

�!"#$��,"&&-��(�!�%8#&$�!'�)$#"&�,�� �(%�&�(�!(�&,#)1%�#!�'�E�� ,��4����D� ,G��4�����>�,G��4�� ��
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���%�7�1$�'�+"#!�7�#!��)�%������&$!�%� ///��

��������������&$�!(!-$�$#"&�,1�(!",1#$�+�)$"!#�%��$�,1�(!",1#$�*#3$���&$�!(!-$�$#"&�,1�(!",1#$�+�)$"!#�%��$�,1�(!",1#$�*#3$���&$�!(!-$�$#"&�,1�(!",1#$�+�)$"!#�%��$�,1�(!",1#$�*#3$���&$�!(!-$�$#"&�,1�(!",1#$�+�)$"!#�%��$�,1�(!",1#$�*#3$�����

����∧�����D� �×��#!��N��D��#!��N���(�!�%%-%"�!�**���
O���4���4����O�D�R�×�+"%1*��N���D�+"%1*�(�!�%%-%-(#(I,��,��C�'���N
��'1!�%��,!"#$������

;�;�;�;�������(2I!�'��(2I!�'��(2I!�'��(2I!�'����


=1�$#"&�&"!*�%��,��%��'(2I!��,��)�&$!����4�C4�)��,��!�:"&���E��

��∈������ ⇔��3�����G�>��:���C�G�>��V���)�G�D��G�

� � ⇔�3G�>�:G�>�VG��� �3�� C:��� )V�>��G�>�CG�>�)G����G�D�/��

�-)#(!"=1��E�3G�>�:G�>�VG��� �3�� C:��� )V�>�,G��'$�1&��-=1�$#"&�,��'(2I!��⇔��G�>�CG�>�)G���,�≥�/��
�(2I!��,-7#&#��(�!�1&�,#�*I$!��E���∈�����⇔�6��O��.�D����
�&$�!'�)$#"&�,81&��'(2I!�������$�,81&�(%�&�����E�"&�1$#%#'��1&�!�(I!��"!$2"&"!*�%�,��)�&$!���4�$�%�=1��������3�:���
�#�,��4������6��4�����∩�����D�)�!)%��,��!�:"&�!�D�√��G���,G��4�������$�,��)�&$!��%��(!"B�$-�"!$2"�"&�%�,����'1!������
�#�,��4������D��4�����∩������'$�%��(!"B�$-�"!$2"�"&�%�,����'1!������<��(%�&��'$�,#$�$�&��&$�0�%��'(2I!���
�#�,��4������.��4�����∩�����D�∅���

=1�$#"&�,1�(%�&�$�&��&$��&���0�%��'(2I!��E�33/�>�::/��� ��3�>�3/���� C�:�>�:/���� )�V���V/��>�,�D�/��
� �*9*�'�$!�&'7"!*�$#"&�0��77�)$1�!�=1��,�&'�%��)�'�,81&��,!"#$��$�&��&$��0�1&�)�!)%���

�$$�&$#"&4�#%�&8:���(�'�1&#)#$-�,��,!"#$��$�&��&$��0�1&��'(2I!��1&��&�("#&$��
�&$�!'�)$#"&�,81&��'(2I!���$�,81&��,!"#$��E�"&�'��(%�)��,�&'�%��(%�&�)"&$�&�&$�%��,!"#$���$�%��)�&$!��,��%��'(2I!����&�'��

!�*I&��0�1&�(!"C%I*��(%�&�E�����∩�����D������∩������∩�����)�!�����⊂������

IV Isométries affines 

���������������'��-&-!�%���'��-&-!�%���'��-&-!�%���'��-&-!�%����

	��77#&���1)%#,#�&�,��,#*�&'#"&�&��$$�)2-�0����

Φ�E�	�→�	��'$�1&��#'"*-$!#��'#�∀���4�N��∈�	G4�,�Φ���4�Φ�N���D�,��4�N���

Φ�#'"*-$!#��⇔�)8�'$�1&��C#B�)$#"&��77#&��,��(�!$#��%#&-�#!��#'"*-$!#��+�)$"!#�%%���→�&"$#"&�,8#'"*-$!#���77#&���

� ��,�*"���ϕ�)"&'�!+��%��(!",1#$�')�%�#!����
�!"1(��,�'�#'"*-$!#�'��77#&�'���"1'��!"1(��,�'�,-(%�)�*�&$'��,��(�!$#��%#&-�#!��!"$�$#"&���
�"1'��&'�*C%��,�'��&$#,-(%�)�*�&$'��,��(�!$#��%#&-�#!��#'"*-$!#��+�)$"!#�%%��&-��$#+����
<��)"*("'-��,�� �!-7%�3#"&'��77#&�'�(�!�!�(("!$�0�,�'�2:(�!(%�&'�(�!�%%I%�'��'$�1&��$!�&'%�$#"&�������,�*"�!�(#,����
�"1$��$!�&'%�$#"&�(�1$�'��,-)"*("'�!��&�,�13�!-7%�3#"&'��77#&�'�(�!�!�(("!$�0�,�'�2:(�!(%�&'�(�!�%%I%�'��
�"1$��#'"*-$!#���77#&���'$�%��)"*("'-��,81&��$!�&'%�$#"&��$�,81&��#'"*-$!#���77#&��%�#''�&$�#&+�!#�&$�1&�("#&$��

� →�$"1$��#'"*-$!#���77#&���'$�%��)"*("'-��,��!-7%�3#"&'�� ��>���

�"#$���∈�	��?�Φ�#'"*-$!#�'��77#&�'�,��	4�Φ����D���A��'$�1&�'"1'��!"1(��,1��!"1(��,�'�#'"*-$!#�'4�#'"*"!(2��0�������

�
�"#�&$��/4����4��&�&>��("#&$'��77#&�*�&$�#&,-(�&,�&$'�,��	���"#�&$�N/4����4�N&�&>��("#&$'�=1�%)"&=1�'�,��	���

�%"!'�∃�J�Φ�E�	�→�	��77#&�4�∀�#�∈�?�/4����4�&�A4�Φ��#��D�N#�� ��,�*"�!�(#,����

�"#�&$��/4����4��&�&>��("#&$'��77#&�*�&$�#&,-(�&,�&$'�,��	���"#�&$�N/4����4�N&�&>��("#&$'�,��	4�$�%'�=1��

∀��#4�B��∈�?�/4����4�&�AG4�,��#4��B��D�,�N#4�NB���

�%"!'�∃�J�Φ�E�	�→�	�#'"*-$!#���77#&�4�∀�#�∈�?�/4����4�&�A4�Φ��#��D�N#�� ��,�*"�E�ϕ�)"&'�!+��%��(!",1#$�')�%�#!����

 � � � �������'"*-$!#�'��77#&�'�,81&��,!"#$���77#&���'"*-$!#�'��77#&�'�,81&��,!"#$���77#&���'"*-$!#�'��77#&�'�,81&��,!"#$���77#&���'"*-$!#�'��77#&�'�,81&��,!"#$���77#&�����

��∈�	���'"*-$!#�'�=1#�%�#''�&$���#&+�!#�&$�E��,	��$�����
�"1$�'�%�'�#'"*-$!#�'��77#&�'�,��	�'"&$�E�

• ,-(%�)�*�&$'�E�%�'�$!�&'%�$#"&'�

• �&$#,-(%�)�*�&$'�E�':*-$!#�'�)�&$!�%�'�D�!-7%�3#"&'�D��-&-!�$�1!'� � ��,�*"�!�(#,����

����������'"*-$!#�'��77#&�'�,81&�(%�&��77#&���'"*-$!#�'��77#&�'�,81&�(%�&��77#&���'"*-$!#�'��77#&�'�,81&�(%�&��77#&���'"*-$!#�'��77#&�'�,81&�(%�&��77#&�����

��∈�	���'"*-$!#�'�%�#''�&$���#&+�!#�&$�E�!"$�$#"&'��77#&�'��$�!-7%�3#"&'��77#&�'���
�"1$�'�%�'�#'"*-$!#�'��77#&�'�,��	�'"&$�E�

• ,-(%�)�*�&$'�E�%�'�!"$�$#"&'��$�%�'�$!�&'%�$#"&'�� ��,�*"�)"*("'-���'$�1&��!"$�$#"&��+�)�������������� ���������

• �&$#,-(%�)�*�&$'�E�%�'�!-7%�3#"&'���-&-!�$�1!'��"1�%��)"*("'-��,���!-7%�3#"&'��



����������	
������
�����
�����������
������������������� � �����
��
���
�
��<���
55
��

�

����� [�

��������������'"*-$!#�'��77#&�'�,81&��'(�)���77#&��,��,#*�&'#"&���'"*-$!#�'��77#&�'�,81&��'(�)���77#&��,��,#*�&'#"&���'"*-$!#�'��77#&�'�,81&��'(�)���77#&��,��,#*�&'#"&���'"*-$!#�'��77#&�'�,81&��'(�)���77#&��,��,#*�&'#"&�����
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�"1$��!-1&#"&�,8"1+�!$'��'$�1&�"1+�!$���"1$��#&$�!'�)$#"&�,81&��7�*#%%��7#&#��,8"1+�!$'��'$�1&�"1+�!$����,�*"���
K�⊂�
��+&��'$�1&�7�!*-�'#��
�K��'$�1&�"1+�!$��� ��#&,�(�&"!*����

� 
3�*(%�'�'1!���E�#&$�!+�%%�'�7�!*-'4��4�∅4�?3A4���
� 
3�*(%�'�'1!��G�E��G4�C"1%�'�7�!*-�'���,#:����

�"#$���⊂��G4��$���#�#�∈���%��7�*#%%��,��$"1'�%�'�"1+�!$'�)"&$�&1'�,�&'����∪��#��'$�%��(%1'��!�&,�"1+�!$�)"&$�&1�,�&'�����%�
�'$��((�%-�%8#&$-!#�1!�,���4�&"$-�i��
��∈�i�⇔�∃�!�.�/4�N"��4�!��⊂���� � ��,�*"�!�(#,����

����������1#$�'��1#$�'��1#$�'��1#$�'����

�&��'1#$��,8-%-*�&$'�,���G��'$�1&���((%#)�$#"&�,����+�!'��G����&�&�∈���D���3&4�:&��&�∈�����3&���$��:&��'"&$��((�%-�'�%�'�
'1#$�'�)"*("'�&$�'�,����&���
��&��D���3&4�:&����'$�C"!&-��'#�∃�*�≥�/4�∀�&�∈��4���3&4�:&���≤�*��� ��#&,�(�&"!*����

�3&4�:&��C"!&-��⇔��3&���$��:&��'"&$�C"!&-'�� ��,�*"�⇔��&�(!�&�&$���34:���D��1(?O3O4O:OA���
��&��D���3&4�:&���)"&+�!���+�!'���D��34�:��'#�∀�ε�.�/4�∃�&/�∈��4�∀�&�∈��4�&�≥�&/���,��&4����≤�ε��
��&��D���3&4�:&���)"&+�!���+�!'��34�:��⇔��3&��→�3��$��:&��→�:��
�"1$��'1#$��)"&+�!��&$���'$�C"!&-����-7#&#$#"&�,81&��'1#$���3$!�#$�����
�"1$��'1#$���3$!�#$��,81&��'1#$��)"&+�!��&$��)"&+�!���+�!'�%��*9*��%#*#$���
�2-"!I*��,��N"%V�&"���Q �#�!'$!�''�E�,��$"1$��'1#$��C"!&-��"&�(�1$��3$!�#!��1&��'1#$��)"&+�!��&$�����,�*"�)�')�,����
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��������������"#&$��,2-!�&$��"#&$��,2-!�&$��"#&$��,2-!�&$��"#&$��,2-!�&$����

�"#$���⊂��G�&"&�+#,�����∈��G��'$�,#$��,2-!�&$�0���'#�∃���&��∈���4���&��→����

���'$�%8�&'�*C%��,�'�("#&$'��,2-!�&$'����!�)"&+�&$#"&4�%8�&'�*C%��,�'�("#&$'��,2-!�&$'�,��∅��'$�∅��
�#���≠�∅4����4�� �4����'"&$�-=1#+�%�&$�'�E�

��� ��∈����
� � ∀�!�.�/4�N"��4�!��∩���≠�∅�
�� ,��4����D�/��� � ��,�*"����� ��������7�)#%����

∀���⊂��G4����D���
�

��$��i�D���
�
�� � ��,�*"�⇔�+#$����

���'$�%��(%1'�(�$#$�7�!*-�)"&$�&�&$���� ��,�*"�!�(#,����
���'$�1&�7�!*-�� ⇔���D���� � ���'$�1&�"1+�!$�� ⇔�i�D����
�#���≠�∅4����'$�1&�7�!*-�⇔�$"1$��'1#$��)"&+�!��&$��,�������'��%#*#$��,�&'����

;�;�;�;������
3$�&'#"&�0��
3$�&'#"&�0��
3$�&'#"&�0��
3$�&'#"&�0��&&&&����

5"!*��'1!��&�E���3�4����4�3&���D�√�Σ�3#G��&"!*���1)%#,#�&&���
�"#$�(�≥������3�4����4�3&���D��Σ�O3#�O(��F(��'$�1&��7"!*���
%%��)"&+�!���+�!'��1(O3#O�� ��,#:���

II Fonctions d'une variable réelle à valeurs dans �n 

�������������<#*#$���<#*#$���<#*#$���<#*#$���$�)"&$#&1#$-�$�)"&$#&1#$-�$�)"&$#&1#$-�$�)"&$#&1#$-����
�"#$���#&$�!+�%%��,�����

�"#$�7�∈����4��G���'$�$/�∈���∪�?��1(��4��&7���A��7���1&��%#*#$����D�����4��� ���&�$/�'#�
� ∀�ε�.�/4�∃�α�.�/4�∀�$�∈��4�O$���$/O�≤�α����7�$��������≤�ε� ��#&,�(�,�������
�-7#&#$#"&�,�'�7"&)$#"&'�)"*("'�&$�'����
7�$��D��7��$�4�7 �$���$/→����4�� ��⇔�7��$��$/→�����$�7 �$��$/→�� ��

7��'$�)"&$#&1���&�$/�∈���'#�∀�ε�.�/4�∃�α�.�/4�∀�$�∈��4�O$���$/O�≤�α����7�$����7�$/���≤�ε��
�(-!�$#"&'�,��)"*C#&�#'"&�%#&-�#!�4�)"*("'#$#"&��+�)�1&�-%-*�&$�,����4�(!",1#$�')�%�#!�����
�"&$#&1#$-�1&#7"!*��E��2-"!I*��,��	�#&���1''#�+�%#,���

 � � � �������-!#+�$#"&��-!#+�$#"&��-!#+�$#"&��-!#+�$#"&����

7�∈����4��G���'$�,-!#+�C%���&�$/�∈���'#��7�$����7�$/��F�$���$/����1&��%#*#$��%"!'=1��$�→�$/��

�#�∀�$�∈��4�7�$��D��7��$�4�7 �$��4�7�,-!#+�C%���&�$/�⇔�7���$�7 �,-!#+�C%�'��&�$/4��$�,�&'�)��)�'4�7�8�$/��D��7�8�$/�4�7 8�$/����

�-$�!*#&�&$�E�∀��74����∈����4��G�G4�Q �E�$�∈���→�,-$�7�$�4���$����'$�,-!#+�C%��⇔�7��$���'"&$�,-!#+�C%�'��

�!",1#$�')�%�#!��E�ψ�E�$�→�67�$�O��$�.� ψ 8�$��D�67�8�$�O��$�.�>�67�$�O��8�$�.�
�-!#+-��,81&��7"&)$#"&�+�)$"!#�%%��,��&"!*��)"&'$�&$���7�,-!#+�C%���&�$/���67�$/�O7�8�$/�.�D�/��

����������&$-�!�C#%#$-��&$-�!�C#%#$-��&$-�!�C#%#$-��&$-�!�C#%#$-����
K"&)$#"&'��&��')�%#�!'�����&$-�!�%��,81&��7"&)$#"&��&��')�%#�!���((!"3#*�$#"&�1&#7"!*��,81&��7"&)$#"&��/���(�!�,�'�
7"&)$#"&'��&��')�%#�!���&$-�!�%���$�(!#*#$#+����&-��%#$-�,�'��))!"#''�*�&$'�7#&#'��,8�(!I'�7�C����7����D���C7�8���
7�∈��/���4�C�4�����'$�C"!&-��'1!���4�C����&$-�!�$#"&�(�!�(�!$#�'��K"!*1%��,����:%"!��+�)�!�'$��#&$-�!�%���
�&-��%#$-�,����:%"!���<��!�&�����-+�%"((�*�&$�%#*#$-���

�������������
3$�&'#"&�0��
3$�&'#"&�0��
3$�&'#"&�0��
3$�&'#"&�0��&&&&����

K"&)$#"&'�)"*("'�&$�'�E�7�$��D��7��$�4����4�7&�$���

III Limite et continuité d'une fonction de �² dans � 

��������������$!1)$1!���$!1)$1!���$!1)$1!���$!1)$1!�����

��⊂��G���"#$�7�∈����4����� �((%#)�$#"&'�(�!$#�%%�'�E�:�→�7�3/4�:���$�3�→�7�34�:/���

 � � � ������<#*#$���$�)"&$#&1#$-��&�1&�("#&$�<#*#$���$�)"&$#&1#$-��&�1&�("#&$�<#*#$���$�)"&$#&1#$-��&�1&�("#&$�<#*#$���$�)"&$#&1#$-��&�1&�("#&$����

�"#$�7�∈����4������"#$��/�∈��,2�����7����→�/���'#�∀�ε�.�/4�∃�α�.�/4�∀���∈��4�,��4��/��≤�α���O7��������O�≤�ε��
�#*("!$�&)��,1�)2"#3�,���/�∈��,2����H�#&,�(�&"!*��H�,-7��+�)�,�'�C"1%�'�����
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�"#$��/�∈����7�)"&$#&1���&��/�'#�∀�ε�.�/4�∃�α�.�/4�∀���∈��4�,��4��/��≤�α���,�7���4�7��/���≤�ε��
�#��/��'$�#'"%-�,�&'��4�7��'$��1$"*�$#=1�*�&$�)"&$#&1���&��/���
7����→�/���⇔�∀���&��∈���4���&��→��/����7��&���→����
�(-!�$#"&'��$�%#*#$�'��"1�)"&$#&1#$-�����%�$#"&'�,8"!,!��%")�*�&$����
7�)"&$#&1���&��/���%�'��((%#)�$#"&'�(�!$#�%%�'��1''#��

�"&$!�3�*(%��,��%��!-)#(!"=1��E��34�:��→��
�

�
��34�:��≠��/4�/��d� 3:

3G�>�:G�E�/ ��


3�E��34�:��→���:�.�3G�d�3��E�:G����

����������"&$#&1#$-��%"C�%���"&$#&1#$-��%"C�%���"&$#&1#$-��%"C�%���"&$#&1#$-��%"C�%�����
7�)"&$#&1���&���'#��%%���'$�)"&$#&1���&�)2�=1��("#&$�,�����
�"#$�7�E��G�→���)"&$#&1��'1!��G�⇔�∀���"1+�!$�,���4�7�������'$�1&�"1+�!$�,���G��
� � � � �$� ∀�K�7�!*-�,���4�7���K���'$�1&�7�!*-�,���G�� ��,�*"����''�*C%������

�((%#)�$#"&�E�?��34�:��∈��G4�7�34�:��≥�/�A�D�7��������'$�1&�7�!*-�'#�7�)"&$#&1�����

∀���"1+�!$�,���G4��/��4�����'$�1&�������%�IC!����

��*�E�%�'��((%#)�$#"&'�(!"B�)$#"&'��34�:��→�3��$��34�:��→�:�'"&$�)"&$#&1�'�� ��,���
�"*("'#$#"&�E� �"#$�7�E���→����$�ϕ�E���→����ϕ��$�7�)"&$#&1�'���ϕ���7�)"&$#&1��'1!����

�"#$���E���→��G��$�7�E���→�������$�7�)"&$#&1�'���7�����)"&$#&1��'1!����
�"#$�7�)"&$#&1��'1!�1&�)"*(�)$�K��)8�'$`0`,#!��1&�7�!*-�C"!&-����%"!'�7��'$�C"!&-���$��$$�#&$�'�'�C"!&�'�� ��,��C'1!,����

�������������
3$�&'#"&�
3$�&'#"&�
3$�&'#"&�
3$�&'#"&����

7�E��(� →��=�

�����3�4����4�3(��→��7��3�4����4�3(�4����4�7=�3�4����4�3(���

IV Calcul différentiel 

��������������-!#+-�'�(�!$#�%%�'��-!#+-�'�(�!$#�%%�'��-!#+-�'�(�!$#�%%�'��-!#+-�'�(�!$#�%%�'����

�"#$�7�∈����4������"#$��/�∈��4���D��24�T��≠��4��$�ϕ�E�$�∈���→�7��/�>�$����∈����
�#�ϕ��'$�,-!#+�C%���&��4��%"!'�7��,*�$��&��/��'$�,-!#+-��'�%"&����5"$�$#"&�E��

���7���/��D�ϕ8�/��D�%#*
/

�
7�3/�>�$24�:/�>�$T����7�3/4�:/�

$ ��

5"$�$#"&'�E�
∂7
∂3��/��D�����4�/��7���/�

∂7
∂:��/��D����/4����7���/��


3�E�7�E��34�:��→�'#&�3G�>�:������

�"#$���≠�����#�∀���∈��4�7���1&��,-!#+-���&��4�"&�)!--�%8�((%#)�$#"&� ,̂-!#+-��(�!$#�%%� �̂����7�∈����4����

 � � � �������((%#)�$#"&'�,��)%�''�����((%#)�$#"&'�,��)%�''�����((%#)�$#"&'�,��)%�''�����((%#)�$#"&'�,��)%�''�������
����

7�E���→����'$�,��)%�''�����'1!���'#��

• ∀���∈��4�∂7∂3�����$�
∂7
∂:�����3#'$�&$�

• <�'��((%#)�$#"&'���∈���→�
∂7
∂3����∈����$�����∈���→�

∂7
∂:����∈���'"&$�)"&$#&1�'�'1!����

�"#$�7�∈�����4������"#$��/�D��3/4�:/��∈�����&�&"$����D�?��24�T��∈��G4��3/�>�24�:/�>�T��∈���A�
�%��3#'$��1&���((%#)�$#"&�ε�E���→���H�∀��24�T��∈��4�

� 7�3/�>�24�:/�>�T��D�7��/��>�2�
∂7
∂3���/��>�T�

∂7
∂:���/��>���24�T���ε�24�T���

� "Z� ε�24�T��→�/�=1�&,��24�T��→��/4�/���
�&�,#$�=1��7��,*�$��&��/�1&�,-+�%"((�*�&$�%#*#$-�0�%8"!,!������

∀���D��24�T��≠��/4�/�4�7��,*�$��&��/�1&��,-!#+-��'�%"&��4��$�����7���/��D�2�
∂7
∂3���/��>�T�

∂7
∂:���/���

���
���
���
���
���E�"&�#&$�!)�%��7�3/�>�24�:/��(1#'���K�(1#'�,-7�,��ε���1#'�ε�→�/��
&7#&4� ��(�!$#�������

�"&'-=1�&)��E�7�∈�����4������7�∈��/��4�����

�"#$�7�∈�����4�����$��/�∈����<��,#77-!�&$#�%%��,��7��&��/��'$�%��7"!*��%#&-�#!����∈��G�→�����7���/��∈����
5"$�$#"&�E�,7�/����*�E�'#�7��'$�1&��7"!*��%#&-�#!�4�∀��/�∈��G4�,7�/�D�7��
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,3��$�,:�!�(!-'�&$�&$�%�'�,#77-!�&$#�%%�'�,�'� �7"!*�'�)""!,"&&-�'��,3�34�:��D�3��,:�34�:��D�:��

� �&�&"$�!��� ,7�D�
∂7
∂3�,3�>�

∂7
∂:�,:�

� )��=1#�'#�&#7#�� ,7�/�24�T��D�
∂7
∂3��/��×�,3�24�T��>�

∂7
∂:��/��×�,:�24�T���

5"$�$#"&�,-7#&#$#+��E�7�3/�>�24�:/�>�T����7�3/4�:/��D�,7�/�24�T��>���24�T���ε�24�T���
����4�����'$�1&�������%�IC!�����#&,#)'�("1!�%��,#+#'#"&������

�"#$�7�∈�����4�����$���∈�����4��G��$�%%�'�=1�������⊂�����%"!'�7�����∈�����4������$�'#���$��D�����$�4�� �$��4�"&����

�7������8��$��D�
∂7
∂3���$���×��8��$��>�

∂7
∂:���$���×��8 �$�� ���
���,#77-!�&$#�%%�'���


3$�&'#"&�E�7�∈�����4����H���∈����4��G��"Z���⊂��G����14�+��D�����14�+�4�� �14�+���"Z�����$�� �,��)%�''������

�"#$�2�D�7�����∈����G4������%"!'�"&���E�

�
∂2
∂1�14�+��D�

∂7
∂3���14�+���×�

∂��
∂1 �14�+��>�

∂7
∂:���14�+���×�

∂� 
∂1 �14�+���

�
∂2
∂+�14�+��D�

∂7
∂3���14�+���×�

∂��
∂+ �14�+��>�

∂7
∂:���14�+���×�

∂� 
∂+ �14�+���


3�*(%��E���ρ4�θ��D��ρ�)"'�θ4�ρ�'#&�θ���∂3∂ρ�D�
∂ρ
∂3�D�

�

)"'θ��

���������
3$!-*1*�
3$!-*1*�
3$!-*1*�
3$!-*1*����

�"#$�7�∈����4�����

� 7�(!-'�&$���&��/�∈���1&�*�3#*1*��%"C�%�'#�∀���∈��4�7����≤�7��/���

� 7�(!-'�&$���&��/�∈���1&�*#&#*1*��%"C�%�'#�∀���∈��4�7����≥�7��/���

� 7�(!-'�&$���&��/�∈���1&�*�3#*1*�%")�%�'#�∃�!�.�/4�N"��/4�!��⊂����$�∀���∈�N"��/4�!�4�7����≤�7��/���

� 7�(!-'�&$���&��/�∈���1&�*#&#*1*�%")�%�'#�∃�!�.�/4�N"��/4�!��⊂����$�∀���∈�N"��/4�!�4�7����≥�7��/���
�&$�!(!-$�$#"&��!�(2#=1��E�'1!7�)�'������

�"#$�7�∈�����4�����:�&$��&��/�∈���1&��3$!-*1*�%")�%���%"!'�
∂7
∂3��/��D�

∂7
∂:��/��D�/�� ��,�*"���

�-)#(!"=1��7�1''���

3�*(%��E��"#$�1&�+!�#�$!#�&�%����&�)2�!)2��%�'�("#&$'�,��%8�&+�%"((��)"&+�3�4�$�%%��=1��%��(!",1#$�,�'���
,#'$�&)�'��13�)Y$-'�'"#�&$�*�3#*�%�'����

��'�,81&��'(�)���1)%#,#�&���"#$�7�∈�����4�����,7��E��24�T��∈��G�→�2�
∂7
∂3����>�T�

∂7
∂:�����'$�1&��7"!*��%#&-�#!��,"&)��

∃���∈��G4�∀���∈��G4�,7�����D�6�O�.��
&�7�#$4���D��
�

�
�∂7

∂3���4�
∂7
∂:��� �D������7��
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�"#$�7�∈�����4������

�#�
∂7
∂3��$�

∂7
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∂G7

∂3∂:4�
∂G7
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∂G7
∂:∂34�

∂G7
∂:G��
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�3G�>�:G��E�/����)#4�
∂G7

∂3∂:�≠�
∂G7

∂:∂3��

7�∈����4�����'$�,��)%�''��� �'1!���'#�
∂G7

∂3∂:4�
∂G7
∂3G4�

∂G7
∂:∂34�

∂G7
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∂G7

∂3∂:�D�
∂G7
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���!�)$�&�%����K���
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∀�(�∈��L4��(��4�����'$�1&�������%�IC!���

∀��74����∈��(��4���G4�∀��α4�β��∈��G4�
∂(� �α7�>�β�

∂:(`T∂3T �D�α� ∂(7
∂3(`T∂:T�>�β�

∂(�
∂3(`T∂:T3��

�"*("'#$#"&�E�7�∈����4�����$���∈����4��G���7��$���'"&$�,��)%�''��(���2�D�7�����∈��(��4�����
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∂7
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∂7
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∂7
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ρ
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∂ρ�>�

�

ρG
∂G2
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I Représentations cartésiennes d'une courbe plane 

��������������!�(2#=1��,81&��7"&)$#"&�,81&��+�!#�C%���!�(2#=1��,81&��7"&)$#"&�,81&��+�!#�C%���!�(2#=1��,81&��7"&)$#"&�,81&��+�!#�C%���!�(2#=1��,81&��7"&)$#"&�,81&��+�!#�C%�����

N"17���8�'$�%#*#$�$#7��

 � � � �������"1!C��,-7#&#��(�!�1&��-=1�$#"&�)�!$-'#�&&���"1!C��,-7#&#��(�!�1&��-=1�$#"&�)�!$-'#�&&���"1!C��,-7#&#��(�!�1&��-=1�$#"&�)�!$-'#�&&���"1!C��,-7#&#��(�!�1&��-=1�$#"&�)�!$-'#�&&�����


=1�$#"&�#*(%#)#$��E�����D�?���D��34�:��∈��G4�7�34�:��D�/�A�

3�E�7�34�:��D�3G�>�:G������<")�%�*�&$4�"&�(�1$�%��)"1!C��)"**��%���!�(2#=1��,81&��7"&)$#"&�,81&��+�!#�C%����

�"#$�7�∈��T��4�����$��/�∈���$�%�=1��7��/��D�/��$�
∂7
∂:��/��≠�/���%"!'�∃����$�@�#&$�!+�%%�'�,���4��/�∈���×�@4��$�ϕ�∈����4�@�4��

$�%'�=1��E� ��×�@�⊂���
� � � ∀��34�:��∈���×�@4�7�34�:��D�/�⇔�:�D�ϕ�3���
� � � ϕ�∈��T��4�@�� � ��������H�"&�(�1$�#&$�!+�!$#!�%��!Y%��,��3��$�,��:��

�&����%"!'�ϕ 8�3/��D���

∂7
∂3��/�

∂7
∂:��/�

�� ��,�*"�-$1,��,��3�→�7�34�ϕ�3���H�"&�(�1$�)"&$#&1�!�("1!�ϕ�&����


=1�$#"&�,��%��$�&��&$���&��/������3/��
∂7
∂3��/��>��S���:/��

∂7
∂:��/��D�/��� ������/�7���$�&��&$���&��/��

II Arc 

��������������!)�(�!�*-$!-��!)�(�!�*-$!-��!)�(�!�*-$!-��!)�(�!�*-$!-����

�!)�(�!�*-$!-�D�)"1(%����4�7��"Z����'$�1&�#&$�!+�%%��,�����$�7�∈��/��4��G���
<8�!)��'$�,��)%�''���T�'#�7��'$�,��)%�''���T��<��'1(("!$�,��%8�!)��'$�7�����

∀�$�∈��4���D�7�$���'$�%��("#&$�,��(�!�*I$!��$�,��%8�!)��

 � � � �������2�&��*�&$�,��(�!�*I$!���2�&��*�&$�,��(�!�*I$!���2�&��*�&$�,��(�!�*I$!���2�&��*�&$�,��(�!�*I$!�����

��3�*(%�'��

��4�7���$��@4����,�13��!)'�,��)%�''���T��T�≥�/��'"&$�,#$'��T���-=1#+�%�&$'�'#�∃�ϕ�E���→�@4�C#B�)$#+���+�)�ϕ`��,��)%�''���T4�$�%%��
=1��7�D�����ϕ�� ���#�T�≥��4�ϕ�)"&+#�&$�⇔�B�∈��T��4�@���$�∀�$�∈��4�ϕ 8�$��≠�/���T���,#77-"*"!(2#'*����
<��!�%�$#"&��#&'#�,-7#&#���'$�1&��!�%�$#"&�,8-=1#+�%�&)��� ���M,���
�!)��-"*-$!#=1��D�)%�''��,8-=1#+�%�&)��,81&��!)�(�!�*-$!-�+#'̀0`+#'�,��)�$$��!�%�$#"&��

�"#$��γ��1&��!)��-"*-$!#=1���∀���4�7��∈��γ�4���4�7���'$�,#$�!�(!-'�&$�$#"&�(�!�*-$!#=1���,*#''#C%��("1!��γ���
�!"(!#-$-'�#&$!#&'I=1�'��(�'�*",#7#-�'�'#�%8"&�)2�&���,��!�(!-'�&$�&$�,��%��)%�''���E�'1(("!$�,��%8�!)4�&�$1!��,�����

���������
3$!-*#$-'4��!)�7�!*-'�
3$!-*#$-'4��!)�7�!*-'�
3$!-*#$-'4��!)�7�!*-'�
3$!-*#$-'4��!)�7�!*-'����

�"#$��γ��1&��!)��-"*-$!#=1�����4�7���'$�1&��!�(!-'�&$�$#"&�(�!�*-$!#=1���,*#''#C%���
�&���3$!-*#$-�,��%8�!)�(�!�*-$!-���4�7���'$�%8#*����(�!�7�,81&���3$!-*#$-�,������((�!$�&�&$�0����→�/4���"1� ��3$!-*#$-'��
�&��!)��'$�7�!*-�'8#%��� ��3$!-*#$-'4��$�=18�%%�'�'"&$�)"&7"&,1�'�� ��#&$!#&'I=1����

��������������!,!��,��*1%$#(%#)#$-��!,!��,��*1%$#(%#)#$-��!,!��,��*1%$#(%#)#$-��!,!��,��*1%$#(%#)#$-����

�"#$���1&�("#&$�,1�'1(("!$�,���γ���
<��)�!�)$I!��7#&#�"1�#&7#&#�,��?�$�∈��4�7�$��D���A��'$�#&$!#&'I=1����#�)�$��&'�*C%���'$�7#&#4�'"&�)�!,#&�%��'$�#&$!#&'I=1���
�%��'$��((�%-�%8"!,!��,��*1%$#(%#)#$-�,����� ��,�*"�!�(#,����
�!)�'#*(%��� D��!)�(�'�7�!*-�("1!�%�=1�%�"&�&8��(�'�=1��,�'�("#&$'�'#*(%�'���+�)�1&�"!,!������
� � "1��!)�7�!*-�,"&$�'�1%'�%�'��3$!-*#$-'�"&$�1&�"!,!��,#77-!�&$�,�����

;�;�;�;�������"1'��"1'��"1'��"1'̀̀̀̀�'(�)�'�7"&,�*�&$�13�'(�)�'�7"&,�*�&$�13�'(�)�'�7"&,�*�&$�13�'(�)�'�7"&,�*�&$�13����

�"#$��γ��1&��!)��-"*-$!#=1��,��)%�''���T�!�(!-'�&$-�(�!���4�7����"#$��/�$/��1&�("#&$�,1�'1(("!$�,���γ����
∀�(�≤�T4���)$?�7�8�$/�4����4�7�(��$/��A��'$�1&��(!"(!#-$-�#&$!#&'I=1��� ��-C�1)2��,��,�*"�(�!�!-)1!!�&)��'1!�(���
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�&�)2�!)2��!�D��#&?�(�∈��L4�(�≤�T4�7�(��$/��≠�/�A��� � �#&$!#&'I=1���

�#�!�D��4��/��'$�,#$�!-�1%#�!�E�"&����%"!'�7�8�$/��≠�/�� �#�!�.��4��/��'$�,#$�'#&�1%#�!�,8"!,!��!���
<��,!"#$���77#&��)"&$�&�&$��/��$�,#!#�-��(�!�7�!��$/���'$�$�&��&$���&��/��1�'1(("!$�,��%8�!)�� ��,�*"�$�$���:%"!���

III Etude d'une courbe plane en coordonnées cartésiennes 

���������������&��&$���&�����&��&$���&�����&��&$���&�����&��&$���&��////�$�$�$�$////��!-�1%#�!��!-�1%#�!��!-�1%#�!��!-�1%#�!����

��&��&$���&��/�E�:8/������3/����38/��S���:/��D�/�� �"#$���1&��,!"#$��)"&$�&�&$��/�E��������3/��>�C��S���:/��D�/��

�"#$�α�$��D���3�$����3/��>�C�:�$����:/���
α8�$/��D�/�⇔���38/�>�C�:8/�D�/�⇔����'$�$�&��&$��⇔�$/��'$�!�)#&���1�*"#&'�,"1C%��,�&'�α��
�#���&8�'$�(�'�$�&��&$�4�$/��'$�!�)#&��'#*(%��,��α��

 � � � ��������&��&$���&�����&��&$���&�����&��&$���&�����&��&$���&��////�$�$�$�$////��'#&�1%#�!�,8"!,!��!��'#&�1%#�!�,8"!,!��!��'#&�1%#�!�,8"!,!��!��'#&�1%#�!�,8"!,!��!����

��&��&$���&��/�E�:�!�/������3/����3�!�/��S���:/��D�/�� �"#$���1&��,!"#$��)"&$�&�&$��/�E��������3/��>�C��S���:/��D�/��

�"#$�α�$��D���3�$����3/��>�C�:�$����:/���
�#���&8�'$�(�'�$�&��&$��$/��'$�!�)#&��,8"!,!��!��

�#����'$�%��$�&��&$�4�$/��'$�!�)#&��,8"!,!��≥�!�>����

����������"'#$#"&�,��%8�!)�(�!�!�(("!$�0�%��$�&��&$���&��"'#$#"&�,��%8�!)�(�!�!�(("!$�0�%��$�&��&$���&��"'#$#"&�,��%8�!)�(�!�!�(("!$�0�%��$�&��&$���&��"'#$#"&�,��%8�!)�(�!�!�(("!$�0�%��$�&��&$���&�1&�("#&$�1&�("#&$�1&�("#&$�1&�("#&$����

��'�(�!$#)1%#�!�,1�("#&$�!-�1%#�!�E�7�8�$/��≠�/���
�#��7�8�$/�4�7�88�$/����&��&,!���G4����'$�,#$�C#!-�1%#�!����&'�)��)�'4�%��)"1!C���'$�%")�%�*�&$�)"&$�&1��,�&'�%��,�*#̀(%�&�
,8�3����/4�7�8�$/���)"&$�&�&$�%��("#&$��/�>�7�88�$/��� ��,�*"���:%"!��/��D�������

�"#$�=�∈��L�a�?�A4�7�88�$/�4����4�7��=����$/��%#-'�0�7�8�$/���$��7�8�$/�4�7�=��$/���%#&-�#!�*�&$�#&,-(�&,�&$'��
�%"!'�'#�=��'$�#*(�#!4��/��'$�1&�("#&$�,8#&7%�3#"&���#&"&4�)8�'$�1&�*-(%�$��

��'�,81&�("#&$�'#&�1%#�!�E�7�8�$/��D�����D�7�(����$/��D�/�H�7�(��$/��≠�/�H�7�(>���$/�4����4�7�=����$/��%#-'�0�7�(��$/��H��7�(��$/�4�7�=��$/���
'"&$�%#&-�#!�*�&$�#&,-(�&,�&$'���%"!'�E��

(�(�#!� (�#*(�#!�
=�(�#!� =�#*(�#!� =�(�#!� =�#*(�#!�

("#&$�,��!�C!"1''�*�&$�,��
 ���'(I)��

("#&$�,��!�C!"1''�*�&$�,��
����'(I)��

�-(%�$� ("#&$�,8#&7%�3#"&�

� �� �� M�

���������
3�*(%��E�):)%"h,��
3�*(%��E�):)%"h,��
3�*(%��E�):)%"h,��
3�*(%��E�):)%"h,�����

3�D���$���'#&$��
:�D�������)"'$��

�#�$�≡�/�� π�4�#%�:���1&�("#&$�,��!�C!"1''�*�&$�,������'(I)��
�#&"&4��$��'$�!-�1%#�!��$�)"!!�'("&,�0�1&�*-(%�$��

�������������N!�&)2�'�#&7#&#�'�N!�&)2�'�#&7#&#�'�N!�&)2�'�#&7#&#�'�N!�&)2�'�#&7#&#�'����

�γ��!�(!-'�&$-�(�!���4�7����1&��C!�&)2��#&7#&#��%"!'=1��$�→���∈���∪�?��&7��4��1(���A�'#������D��7�$���→�>∞��
�%���1&��,#!�)$#"&��':*($"$#=1��'#�:F3�)"&+�!���%"!'=1��$�→������"'#$#"&�%#*#$��,��%��,!"#$��	����

� 3�$��→�3/�� :�$��→�∞�� �':*($"$��E�3�D�3/��

� 3�$��→�∞� :�$��→�:/�� �':*($"$��E�:�D�:/��

� 3�$��→�∞� :�$��→�∞�� �#�:F3�→�/�E�N!�&)2��(�!�C"%#=1��E��3�

� � � � � �#�:F3�→�∞�E�N!�&)2��(�!�C"%#=1��E��:�
� � � � � �#�:F3�→�C�∈��L�E��#�:�$����C�3�$��→���∈��L4�#%�:���1&���':*($"$���


3�E�����3�D�
$

$G������$�:�D�
$G��� $
$���� ����1&���':*($"$��:�D�3�����("1!�$�→�∞��

;�;�;�;�������!�)-��!�)-��!�)-��!�)-����

�%�&�,8-$1,��E�"&�,"&&��7�∈����4��G�4�∀�$�∈��74�7�$��D��3�$�4�:�$����

� ��)2�!)2��,���7�

� �!"1+�!�%��,"*�#&��,8-$1,�����%��(%1'�(�$#$�("''#C%���'1#+�&$�%��(�!#$-4�%��(-!#",#)#$-�����
� ��!#�$#"&'�,��3��$�,��:�
� N!�&)2�'�#&7#&#�'4�("#&$'�'#&�1%#�!'4�("#&$'�,8#&7%�3#"&4�("#&$'�,"1C%�'����
� �!�(2#=1��
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IV Courbes algébriques 

��������������-7#&#$#"&��-7#&#$#"&��-7#&#$#"&��-7#&#$#"&����

�&��)"1!C���%�-C!#=1���'$�,-7#&#��(�!�?���34�:��F�7�34�:��D�/�A�"Z�7��'$�1&��7"&)$#"&�("%:&Y*#�%���&�3��$��&�:��
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I Intégrale d'une fonction en escalier 
�"#$�σ��D�?�3/�D��4�3�4����4�3&�D�C�A�1&��'1C,#+#'#"&�,����4�C���$�σ �D�?�:/�D�)4�:�4����4�:&�D�,�A�1&��'1C,#+#'#"&�,���)4�,���

�&��'1C,#+#'#"&�,����×�@��'$�σ��×�σ �D�?��3#4�:B�4�/�≤�#�≤�&�H�/�≤�B�≤�(�A�
7��'$��&��')�%#�!�'1!���×�@��''")#-��0�%��'1C,#+#'#"&�σ��×�σ �'#�∀�#�∈��&4�∀�B�∈��(4�λ#B�D�7O�3#��4�3#��×��:B��4�:B���'$�)"&'$�&$���
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<8�&'�*C%��,�'�7"&)$#"&'�	���4�C��×��)4�,�4�����'$�1&������'(�)��+�)$"!#�%��
<��,-7#&#$#"&�,��%8#&$-�!�%���'$�#&,-(�&,�&$��,��%��'1C,#+#'#"&�)2"#'#���

<8�((%#)�$#"&�E�7�∈�	���×�@4����→�����×�@�7��'$�1&��7"!*��%#&-�#!���

II Intégrale d'une fonction continue par morceaux 
7�E���⊂��G�→����'$�1&#7"!*-*-&$�)"&$#&1��'1!���'#�∀�ε�.�/4�∃�α�.�/4�∀���4�N��∈��G4�,��4�N��≤�����,�7���4�7�N���≤�ε��
�"1$��7"&)$#"&�)"&$#&1��'1!�1&�)"*(�)$��$�1&#7"!*-*�&$�)"&$#&1��'1!�)�%1#`)#��$2-"!I*��,��	�#&����

∀�7�∈��/�����4�C��×��)4�,�4���4�∀�ε�.�/4�∃��ϕ4�ψ��∈�	���4�C��×��)4�,�4���G4�∀��34�:��∈���4�C��×��)4�,�4�
� ϕ�34�:��≤�7�34�:��≤�ψ�34�:����$�� ψ�34�:����ϕ�34�:��≤�ε��
�"#$�7�∈��/�����4�C��×��)4�,�4������
?�����4C�×�)4,��ϕ�H�ϕ�∈�	���4�C��×��)4�,�4�����$�ϕ�≤�7�A��$�?�����4C�×�)4,��ψ�H�ψ�∈�	���4�C��×��)4�,�4�����$�ψ�≥�7�A�'"&$��,B�)�&$'��<�1!�
C"!&��)"**1&���'$�����4C�×�)4,��7����,�7���
<8�((%#)�$#"&�7�∈��/�����×�@4����→�����4C�×�)4,��7��'$�1&��7"!*��%#&-�#!��)!"#''�&$���

��%�$#"&�,���2�'%�'�E�∀�α�∈���4�C�4�∀�β�∈��)4�,�4�����4C�×�)4,��7�D�����4α�×�)4β��7�>�����4α�×�β4,��7�>����α4C�×�)4β��7�>����α4C�×�β4,��7��
�2-"!I*��,��K1C#&#�E��"#$�7�∈��/�����×�@4���������×�@�7�34�:��,3�,:�D������@�7�34�:��,:��,3�� ��,�*"�	���

��'�(�!$#)1%#�!�E�'#�∃���∈��/�����4�C�4�����$�∃�2�∈��/����)4�,�4����H�∀��34�:��∈���×�@4�7�34�:��D���3��2�:��
� �%"!'�����×�@�7�D��������×���@�2���

3$�&'#"&�E��"#$�∆�D�?��34�:��∈��G4���≤�3�≤�C��$����3��≤�:�≤�� �3��A�"Z����4�� ��∈��/���4�C�4���G��

��∆�7�34�:��,3�,:�D���C������3�� �3��7�34�:��,:��,3�� ����������
�((%#)�$#"&'�E�
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� ��%)1%�,��+"%1*��E���∆�7��'$�%��+"%1*��,��Σ�D�?��34�:4�V��∈��4��34�:��∈�∆��$�/�≤�V�≤�7�34�:��A����3�E�'(2��

III Changement de variable 
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IV Intégrale triple 
∆�D�?��34�:4�V��∈��4��34�:��∈�Σ��$�ϕ��34�:��≤�V�≤�ϕ �34�:��A�

���∆�7�D���Σ���ϕ��34:�
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