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MPSI — MATHEMATIQUES 1 — ERIC DAVID (ERIC.DAVID(@M4X.ORG) 1 — VOCABULAIRE DE LA THEORIE DES ENSEMBLES

1 — Vocabulaire de la théorie des ensembles

I Notions de logique

1 — Propositions et connecteurs logiques

Proposition = énoncé qui ne contient pas de variable et auquel on peut attribuer une valeur de vérité (vrai ou faux).
Table de vérité = tableau dans lequel on range des colonnes ou l'on écrit toutes les propositions possibles.
Connecteurs logiques = symbole opératoire permettant, a partir de n propositions, d'en définir une nouvelle. On peut
le définir par une table de vérité.

Exemples: 7 P;PAQ;PVQ;;P=Q ;P Q
Tautologie (énoncé toujours vrai) ; Antilogie (énoncé toujours faux)

2 — Propriétés des connecteurs logiques
Commutativité, associativité et distributivité avec le "ou" et le "et".
Lois de De Morgan (non a et non b & non(a ou b)).

(a=Db) &mon aoub)
Le connecteur logique * (F, V, V, V) ou (F, F, F, V) permet de remplacer tous les connecteurs logiques.

( pour le construire, on le cherche tel que A * A = =1 A, et que 1'on puisse faire un ou ou un et facilement )
3 — Prédicat

Prédicat = énoncé qui comporte certaines variables. Lorsque les variables ont des valeurs, il devient une proposition.
Exemple : "x est un entier pair"

II Notion d'ensemble

1 — Ensembles
Un ensemble est constitué d'éléments. Pour tout objet x et tout ensemble E, I'énoncé "x appartient a E" est un prédicat.

(Ex) Les ensembles ne constituent pas un ensemble [ démonstration par l'absurde : X € X a un sens].
Ensemble des nombres : N, Z,Q, R, C

2 — Ensembles de parties
Partie de E = tout ensemble dont les éléments sont dans E. Le signe € n'est pas symétrique.
L'ensemble des parties de E est noté 7. Ae Jp < ACE
Pour tout ensemble E, D Cc E; E; Y+ D
Propriétés de c :
Réflexive (ECE )
Antisymétrique (FcEetEcCF) ©E=F)
Transitive ((EcFetFc G =EcCG)

3 — Réunion, Intersection
Commutatif, Associatif, Distributif I'un par rapport a l'autre.

4 — Différence, Complémentaire

Analogies aux lois de De Morgan (avec (, union et intersection)
A\B=AN(B

AAB=(AUB)\(ANB)

La différence symétrique (A) est commutative [ demo |

5 — Quantificateurs

Propriété caractéristique = "x € E"
Prédicats associés a des ensembles.
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MPSI — MATHEMATIQUES 1 — ERIC DAVID (ERIC.DAVID(@M4X.ORG) 1 — VOCABULAIRE DE LA THEORIE DES ENSEMBLES

Analogies :
Prédicats Ensembles
v U
A N
- =
= (=
- C
ou exclusif A

Si A CE, avec P comme propriété caractéristique, alors
A=ES Vxe E PX quantificateur universel
A#0&3xe EPX quantificateur existentiel

Négation d'un quantificateur : on change le quantificateur (V <> 3) et on nie ce qu'il y a apres [ demo |
Exemple: Définition d'une limite de suite

III Produit cartésien, Graphe, Application

1 — Produit cartésien

n
HEi ={(x1,x2,...,xn);x1 eE;;x,€eE,;..;Xx, € Ei}
i=1

2 — Graphe

Un graphe G d'un ensemble E vers un ensemble F est une partie du produit cartésien E X F

3 — Application
Une application est la donnée de 3 informations :

un ensemble de départ E

un ensemble d'arrivée F

un graphe Gde EversFtelque Vxe E,3Tye F, (x,y) € G
Notation :

f:E—>F

X -y =f(x)

Restriction (diminution de l'ensemble de départ, méme ensemble d'arrivée)
Prolongement (augmentation de I'ensemble de départ, méme ensemble d'arrivée)
Ex : sinus(x)/x en O

[TD 1]
A toute application f injective on associe une application s surjective telle que s o f = Idg.
A toute application f surjective on associe une application r injective telle que f o r = Idy.

4 — Application injective, Application surjective

f injective S Vb)) e 2 azb = f(a) #f(b)

< Vb)) e EE f(a) =f(b) =>a=Db c'est-a—dire images toutes différentes
f surjective & VyeFdxe Ey=1fx c'est-a—dire tout 'ensemble d'arrivée atteint
f bijective & finjective et f surjective

Permutation d'un ensemble E = bijection de E vers E

5 — Composition des applications

Associativité de la composition o [ demo ]

La composée de 2 injections est une injection.
La composée de 2 surjections est une surjection.
La composée de 2 bijections est une bijection.

6 — Application réciproque d'une bijection

f est bijective & Vye F,3Txe E y = f(x)
S'l existe g tel que g o f = Idg et f o g = Idr alors f bijective et g = {1 [ demo |
Corollaire : g et f bijectives - (g o f) 1 =f1o gL
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7 — Extension aux ensembles de parties

f(A) ={ye FFIxe A y=1fx® } f(A) est 'image directe de A par f
f1B)={xeEfx) eB} f-1(B) est I'image réciproque, ou pré-image de B par f
A est stable par f < f(A) C A.

On peut alors définir l'application induite g, de A vers A, qui a x associe f(x).

On démontre que, pour f: E — F,

= f{(E) = F & f surjective

=  {1(f(E)) = E & finjective

= f(f1(F)) = F & fsurjective

8 — Application caractéristique

A C E, on appelle application caractéristique de A l'application de E vers {0, 1} notée
xa:E— {0, 1}
x — 1 si x appartient a A, sinon, O
On note Ff ou .4 p 'ensemble des applications de E vers F.
Prop : L'application A € . A — xa { 0,1 }E est bijective.
Xea=1-%a
XA~B = XA - AB
XaoB = XA T Xa—Xa- XB
XaaB = XA+ Xa— 2 Xa- A

9 — Famille

On appelle famille d'¢é1éments de E indexée par un ensemble I d'indices une application de I dans E.
Notation : (Xiic; au lieu de f : T — E. On a x; = f(i) pour tout i dans 1.

A toute famille de E on peut associer la partiede E { x;,ie 1} = f(I)

A une partie A de E on peut associer une famille (a — a)

Famille de parties d'un ensemble (Apiciout A C E

IV Relations binaires

1 — Relation binaire sur un ensemble

Une relation binaire sur un ensemble E est la donnée de 2 informations (E, G) ou G — E? est appelé graphe de cette
relation. x Ry & xy) € G

2 — Relation d'équivalence

C'est une relation binaire réflexive (x R x), symétrique x Ry = y R x) et transitive x Ryety Rz = xR 2).
Ex:=,=/
Une partition de E est une famille de parties de E (Ayic; telle que :

= VieLA# %)

" V(Gj)elBAAnA=Coui=j

- UA=E
La classe de x est la partie de E constituée par I'ensemble des éléments en relation avec x.

X={yeEyRx}

Propriétés :

= Laclasse de x n'est jamais 1'ensemble vide (car il contient au moins x).

=  Pour deux éléments x et y de E, soit ils sont de méme classe, soit l'intersection entre leur classe est vide.
On appelle systeme fondamental de représentants une partie I de E telle que V (x,y) € B, x#y=>—1xRyet

VyeEdxe LyRx
La famille de l'ensemble des classes I de E est une partition de E.

[TD 2]

On note E / R le sous ensemble de ./ constitué des classes d'équivalence de E pour la relation R. On peut définir
des LCI dedans, dites loi quotient, déduites de 1a LCI de E.
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3 — Relation d'ordre

C'est une relation binaire réflexive, antisymétrique (x Ry ety R x = x = y) et transitive.
Ex:c, <, |
On parle d'ordre total si sur I'ensemble considéré, deux éléments sont toujours comparables, c'est—a—dire
V(a,b)e A2, aRboubRa
ou encore V (a,b) € A2, monaRb)=>bRa
Dans le cas contraire, on parle d'ordre partiel.
N est dit totalement ordonné par < et partiellement ordonné par |.

X majore A o Vae AjaRx
X =Max A & xmajore Aetx e A
x=Sup A & x est le plus petit des majorants de A

(Th) : Dans R, toute partie non vide et majorée admet une borne supérieure.

[ EXOS 2]
Ordre lexicographique (ordre alphabétique).

V Loi de composition interne (LCI)

1 — Définition

Une LCI de E est une application de E? vers E.

Un magma est un ensemble muni d'une LCI. Noté (E, )

Pour munir un ensemble d'une structure algébrique, il faut définir une ou plusieurs LCI vérifiant un certain nombre
de propriétés, qui sont les axiomes de la structure algébrique.

2 — Propriétés éventuelles d'une LCI

(E, *) est associatif si V (x,y,z) € B3, x*(y* 2z = x*y) *z

(E, *) est commutatifsi V (x,y) € B4, x*y=y*x

e € Eestneutre pour (E,*) siVxe Eje*x=x%e=x [notion de gauche / droite]
Si (E, *) possede un élément neutre, c'est un magma unifere.

Si (E, ) est associatif et unifere, il est appelé monoide.

Dans un magma unifere, x € E est dit symétrisable & Ix'e E,x'*x=x*x'=e. [notion de gauche / droite]
Dans un monoide, le symétrique de x *y est y' * X', et le symétrique de x est unique [ demo |
x e Eestrégulier & V (y,z) € EAx*y=x"z=y=zety*x=z*x=>y=1z [notion de gauche / droite]

Dans un monoide, tout élément symétrisable ( = inversible ) est régulier [ demo |.
* est distributif par rapporta T & V (X,y,2) € B8, x* (yTz) = (x*y) T (x * z) et a droite
* est compatible avec R ©V (x,y,X,y) € B4 (x Ryetx Ry ) =>x*xX Ry *y

3 — Notations additives et multiplicatives

On notera + une LCI associative et commutative. On notera X une loi associative.

Si (E, +) est unifere, on notera 0 son ¢lément neutre. Si (E, X) est unifére, on notera 1 son élément neutre.
Si x a un symétrique, on le notera — x ("Toppose"). Si X a un symétrique, on le notera x ! ("l'inverse")
Définition de ¥ Xi = X1 + Xz + ... + Xn Définition de T Xi = X1 . Xz2. ....Xn

Remarque : (x y)» # x" yn dans le cas général

4 — Morphisme

f: E— Fest un morphisme pour *et T & V (x,y) € E2, f(x *y) = f(x) T f(y)

Lorsque l'ensemble de départ est le méme que l'ensemble d'arrivée, et que la loi est la méme, on parle
d'endomorphisme. Quand f est bijective, on parle d'isomorphisme.

Si f réunit ces deux propriétés, f est un automorphisme.

Si f et g sont des morphismes, f © g en est un [ demo 1.

5 — Partie stable, loi induite

Soit A C E, et (E, ¥) un magma.
Astable pour * & V (x,y) € A2, x*ye A
La loi induite *a conserve certaines des propriétés de *

(Associativité, Commutativité ; si e = élément neutre pour * et e € A alors e = élément neutre pour *»)
Si f est un morphisme de (E, *) vers (F, T), f(E) est stable pour T ; T hérite des propriétés de (E, *) dans f(E) [ demos ]
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2 — Nombres entiers et dénombrement

I L'ensemble N des entiers naturels

1 — Propriétés caractéristiques liées a I'ordre
ADMIS : 11 existe un ensemble N dit ensemble des entiers naturels ayant les propriétés suivantes :

= Il est ordonné. La relation d'ordre est notée <

= ]l suit les 3 axiomes de Péano
=  Toute partie non vide de N a un plus petit élément
= Toute partie non vide et majorée a un plus grand ¢élément
= N lui-méme n'a pas de plus grand élément

Notation : 0 = Min(N)

N est un ensemble totalement ordonné [ demo |

2 — Successeur

Vne N ,ITneNn<net(Vpe Nyp<noun<p) [demo |
L'application 6: n € N — 6(n) = n' € N* est une bijection [ demo |
Notation : 1 = ¢(0)

3 — Raisonnement par récurrence

Théoreme : Soit AcN,0e€ AetVne NNne A= o) € A Alors A =N [ demo |
Principe du raisonnement par récurrence (HR faible, forte)

II Ensembles finis, cardinal

1 — Ensembles Ny
Vne NNy, ={pe N 1<p<n}
No = @ N] = { 1 }
YV (n, p) € N2, (3 f: N, — N, injective ) =>n<p
[ démonstration par récurrence sur n |
Corollaires : V (n,p) € N2 (I f:N,— Nysurjective) =p<n
¥V (n, p) € N2, (3 £: N, — N, bijective ) =>n=
f : Ny = Ny (1 < n) injective alors elle est bijective.
[ démonstration zarbe par récurrence sur n |
Corollaire : f: N, — N, (1 < n) surjective alors elle est bijective.

2 — Cardinal

Deux ensembles sont équipotents s'il existe une bijection du premier dans le second. La relation d'équipotence est
réflexive, symétrique, et transitive (on ne parle pas de relation d'équivalence car il n'existe pas 'ensemble des
ensembles).

Eest fini © E = @ oud ne N E équipotent a N,.
Si un ensembile est fini et non vide, 3T n € N*, E équipotent a N,. Ce nombre est appelé le cardinal de E, noté #(E).

3 — Propriétés :
V A c N, non vide : A finie & A majorée
[ démonstration par récurrence |
Soit A C E, E fini, alors : A fini
#(A) <#(E) [ demos |
#A) =#E) =>A=E
Corollaires : Si un ensemble E est équipotent a I'un de ses sous—ensembles A, A # E, alors E est infini.

E est F sont deux ensembiles finis non vides, et f : E — F. Si #(E) = #(F), alors 1, 2, 3 sont équivalentes :
1) finjective
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2) fsurjective [ demos |
3) fDbijective
Etude des ensembles dénombrables, c'est-a—dire en bijection avec N. [TD 4]

4 — Loi de composition interne dans N
Vv (n,p) € (N9,
Soit A fini de cardinal n, et B fini de cardinal p, A et B disjoints
[ on démontre que A U B est fini |
[ on démontre que A' équipotent a A et B' équipotent a B, tous disjoints = A' U B' est équipotent a A U B |
On définit alors n + p = # ( A U B) — Les proprié¢tés de + découlent de celles de LU
Vv (n,p) € (N9,
Soit A fini de cardinal n, et B fini de cardinal p,
[ on démontre que A X B est fini ]
[ on démontre que si A' équipotent a A et B' équipotent a B, alors A' X B' est équipotent a A X B |

On définit alorsn X p =# (A XB)
Element neutre : 1

5 — Somme et produit dans un monoide commutatif

n
DX =X X, X,

. i=1
Notations : '

n
[Tx: =% xx,x..xx,

i=1
V A C K, E fini, #(A) = 2 xa(x)
Y (A,B) € Jp?, #(AUB) = #(A) + #(B) — #(A N B) [ demo |

V (A,B,C0) € Fps, HAUBUCQC) =#A) + #B) + #C) —HANB) —H#ANO -#BNC) +#ANBNO).
Généralisation : [ hum |

6 — Division euclidienne
Théoréme : V (a,b) e NxN* IT(q,r) e N>, a=bg+tretr<b
[ demo : existence, en prenant b = Min { x,x =a [q] } ; unicité ]

III Numération

1 — Base de numération

On définit un systeme de numération en base B par la donnée de B symboles qui vont représenter tous les entiers
compris entre O et B — 1.

Théoréme : Vxe N ,3Tne Net AT (Xo, X1, ..., Xn) € {0, 1, ..., B— 1}l x = Exi Biet x, #0
[ demo : existence, par divisions euclidiennes en rafales, et unicité par inégalités variées : n = m puis x; = y; |

2 — Avantages d'un systeme de numération

=  Seulement B symboles

* E(Ilnx/InB) + 1 chiffres seulement pour écrire x

Comparaison : on regarde le nombre de chiffres puis on utilise l'ordre lexicographique [ demo |

Opérations :

= Somme (on suppose les nombre de chiffres égaux). [ demo : divisions euclidiennes des x; + y; et retenues : z; |
= Produit (d'un entier par un chiffre) [ demo : pareil, a peu de choses pres |

3 — Systemes de numération courants
Dix, Deux, Huit, Seize

Méthodes de conversions :

= Suite de divisions euclidiennes

=  Calcul direct par définition de I'écriture d'un nombre en base B
Cas particuliers :
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» Sidke N* B =Bk alors on détermine directement les nombres de la base B'
= Sidke N* B =Bk alors on détermine directement les nombres de la base B'

4 — Exponentiation rapide

Avec le calcul de xv, on risque d'y passer le temps de y — 1 multiplications.
Méthode : décomposer y en binaire, et calculer X" "Poup=E(Iny/In2) + 1.
[ Algorithme |

IV Analyse combinatoire

1 — Cardinal de l'ensemble des parties d'un ensemble fini

Théoreme : #(E) = n = #( Ap) = 2n [ demo par récurrence sur n, en fixant un point a |
Théoréme : (Ayic 1 une partition de E fini, alors :
= Viel,Aestfini
= Jestfini
" #E) =X #HA)
[ demo : utilisation d'une fonction injective, qui a i associe A; |
Principe des bergers : Si f € FE est surjective, et que V y € F, f1{y} est fini, alors :
* Efini
= #E) = X HE )
Cas particulier : Sid ke N*, V x € f1{y} =k, alors #(E) =k #(P)
[ demo d'apres le précédent |

2 — Dénombrement de 1'ensemble des applications d'un ensemble fini dans un autre

Théoreme : E et F finis = FE fini, et #(FE) = #(E)#®
[ demo par récurrence sur n = #(E), en fixant un point a puis bergers |

3 — Dénombrement de 1'ensemble d'injections d'un ensemble fini dans un autre

Théoréme : E et F finis = #I(EF)) = HE) T/ #HE) —#E) T
[ demo par récurrence sur n = #(E), en fixant un point a puis bergers |
Arrangement de p objets parmin: A =pl/ (n—p) !
[ équipotence avec l'ensemble des injections d'un ensemble a p éléments dans un autre a n éléments |

4 — Nombre de combinaisons

SOiL%(E) = {AC E,#(A) =p }

Le nombre de combinaisons de p ¢léments dans n est équipotent a . %), ou #(E) = n.
[ demo sans récurrence — bergers dans un cas général |

n!
Ona:Cy= m
Propriétés :
= Co=Cn=1 [ demo ]
= G =Cpnp [demo : A € .Yk — [ A est une bijection ]

" Chp=Cp P+ CuiP! [ demo : on fixe un point a |
=  Triangle de Pascal

»  Formule du bindme de Newton : (a + b)n = 22 Cyp ap bnp [ demo par récurrence sur n |

i

= Exercices liés aux racines ni¢mes de 'unité : Calcul de chma ounae {0,..,p-1}

k=0
= Y Ck=2n Y DkCk=0
» Y kCik=n201,  [SPETD 5/09/00 : 2 k Cak = X (n — k) Cuk ou dérivation de (X + 1)1 |
» Y (C)? = Conn. [ SPETD 5/09/00 : (X + 1)2n, coefficient de Xn ]
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3 — Structures algébriques

I Structure de groupe

1 — Axiomes de la structure

Un groupe = ensemble muni d'une LCI associative, avec élément neutre, et tel que tout élément est symétrisable.
Si la loi est commutative, le groupe est dit abélien.
Conséquences :
=  Unicité du neutre, du symétrique
= Six'estle symétrique de X, x est le symétrique de x'
Propriétés :
= Tout élément est régulier [ demo avec le symétrique |
= L'équation "X * a = b" a une solution unique: X =b * a!
Notation :
= Sile groupe est abélien : notation additive
=  Sinon : notation multiplicative
Le centre d'un groupe Gest {a€ G,Vbe G,axb=bxa} [ EXOS 21 ]

2 — Exemples

Groupes abéliens : Z,+ Ty, A Q*, x
Groupes non—abéliens : ensemble des permutations de E dans E, o

3 — Groupes finis

Notion de table du groupe

Dans chaque ligne et dans chaque colonne de la table, chaque élément de G apparait exactement une fois.
[ demo : y — x y bijective |

SiI#(Q =1,G={e} Ex:{D},A {0}, +

Si #(G) = 2,G = { e,a } —table du groupe imposée par la définition du groupe. Ex : { &, {x} }, A

Si#(GQ) = 3,G={e,a, b} —table du groupe également imposée. Ex : ({ 1,j,j* },X) ; (Z/nZ, +)

Vne N, Uy={ze C,z0n =1 } — Chaque U, est un groupe abélien de cardinal n (LCI : X) [ demo |

4 — Morphismes de groupe

f: G — G'est un morphisme de groupe si V (x,y) € G?, f(xy) = f(x) f(y) et G et G' sont deux groupes multiplicatifs.
Propriétés :

= fle)=¢ [ demo avec f(ee).c' et le fait que tout élément est régulier |

= (X)) =1 [ demo par calcul de f(x) f(x 1) ]

= Lacomposée de deux morphismes de groupe est un morphisme de groupe

Remarque : Si f :G — E est un morphisme pour (G, .) et pour (E,*), alors f(G) est un groupe pour *.

5 — Sous—groupes
H est un sous—groupe de G si :
= H est une partie de G
=  H stable par la loi du groupe
= Hest un groupe pour la loi induite de celle de G
Si H est un sous—groupe de G, ils ont le méme neutre, et les éléments ont les mémes symétriques
[ demo : création d'un morphisme identité¢ de groupe de H vers G |
Théoreme : Soit H une partie de G. C'est un sous—groupe si et seulement si :
* H=zO
=  H stable [ demo < |
= VxeH,x'eH
Corollaire : Soit H une partie de G. C'est un sous—groupe si et seulement si :
* H=zO
" V(XyeH,xyleH [ demo & |
Ex:Up={ze C,zn=1} est un sous—groupe de (C*, %)
Remarque : dans un groupe, il y a toujours au moins deux sous—groupes : {e}, et G.
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Notation:nZ= {nk,ke 7}

Les sous—groupes de Z sont de la forme nZ ,oun € N. [ demo — utilisation de la division euclidienne ]
Division euclidienne dans Z. [ demo |

Soit G un groupe multiplicatif, et (H;) i 1 une famille de sous—groupes de G. Alors N H;j est un sous—groupe. [ demo |

Si Hi est 1a famille de tous les sous—groupes de G contenant A, H= n H; est le sous—groupe engendré par A. On le
note gr(A)

Cas particulier : gr{x} = { x", n € Z } — groupe monogene (si infini), ou cyclique (si fini) [ demo |
Sif:G — G est un morphisme de groupe.

H est un sous—groupe de G = f(H) est un sous—groupe de G' [ demo |

H' est un sous—groupe de H = f-1(H) est un sous—groupe de G

On appelle image du morphisme f le sous—groupe f(G), noté Im(f).
On appelle noyau du morphisme f le sous—groupe f-!{e'}, noté Ker(f).

f surjective < Im(f) = G' [ demo |
f injective & Ker(f) = {e} [ demo ]

II Structure d'anneau

1 — Axiomes de la structure

Anneau = ensemble muni de deux LCI (notées X et +), tel qu'il forme un groupe abélien avec le + et que le X soit
associatif, distributif par rapport au +, et qu'il possede un élément neutre.

Exemples : Z,+,% Ty, A, N

2 — Anneau d'applications

Si A est un anneau et E un ensemble non vide, AF est un anneau [ demo |

3 — Calculs dans un anneau
[ Notations additives et multiplicatives ]

Propriétés :

= xYa=Xxa

= YY a bj = ..

= 2.0=0.a=0 [ demo : calcul de a(0+b) |

"= a.(-b)=(-a).b=-ab [ demo : calcul de a(-b+b) |

= a.(b-c)=ab-ac et (b—c).a=ba—ca [ demo : calcul de a((b—)+c) |

Pour un anneau commutatif :
=  Formule du bindme

=  Somme des termes d'une suite géométrique : (1—q) Sy = uo (1 — gn*+1) [ demo |
=  Somme des termes d'une suite arithmétique :
+
. s,:1+2+3+...+n:%
+ +
= Sy =12+ 22+ 3%+ wApz=EAT L (o I)G(ZH D
2 + 2
oS = 13+23+33+...+n3:%
Démonstration : En sommant ces égalités, on obtient :
N-1 n-1
(+ DN = pNF 4+ (NH1) o8 + 2 Gk + 1 M+ DN = (N+DSy + 2 Gy S+ n+ 1)
k=1 k=1
N-1 D'ou :
= (DN (NHD (DN + X G (e DR+ . NI
k=1 SN =N (n+1)N+uk§I Cnfi Sc—n—1
N-1
2N+1 =

INGL 4 (N+1) IN+ X Gk 16+ 1
k=1

4 — Eléments inversibles

x est inversible s'l existe y dans Atel que x.y =y. x = 1
Dans un anneau, les ¢léments inversibles forment un groupe multiplicatif [ demo |
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3 — STRUCTURES ALGEBRIQUES

5 — Diviseurs de zéro

x est un diviseur de O si x non nul et il existe y dans A tel que x.y = 0
Si un anneau est commutatif et sans diviseurs de zéro, il est dit integre.

Exemples : Z, +, X est integre ; . Ax) , A, N n'est pas integre.
Un ¢lément x d'un anneau A est nilpotent sidne N, xn =0 [ EXOS 5]

6 — Sous—anneaux
B est un sous—anneau de A si

= B stable pour + et X
=  Muni des lois induites, c'est un anneau

u 1n€ B
B est un sous—anneau de A si
= BzQ

= Vi&yeBix-yeB
" V(XyeBix.yeB
u 1n€ B
Seul (Z ,+ ,x) est un sous—anneau de Z. [ demo ]

7 — Morphisme d'anneaux
f: A — A'est un morphisme d'anneau si
T V(XY € ALfx+yY) =f(X) + ()

" V(XY € AL fxy) = {(x) . f(y)
" f(1d) = 1o
Si f est un sous—anneau, l'image de tout sous—anneau de A est un sous—anneau de A'.

IIT Corps

1 — Axiomes de la structure

K est un corps si c'est un anneau pour 2 lois, tel que V x € K \ {0}, x admet un inverse.

Exemples : Q R C
K est un corps & (K,+) est un groupe abélien

(K*, X) est un groupe

X est distributive par rapport a +
Sila loi x est commutative, le corps est dit commutatif.

2 — Sous—corps
K ' est un sous—corps de K si [ def ]

= K'stable pour + et X

= K'est un corps avec les lois induites
K' est un sous—corps de K si [ prop |

= K'z2O

= ViEyeK'?,x-yeK'

= VEyeK'"%Zx.yle K"

3 — Morphisme de corps

f: K — K" est un morphisme de corps si c'est un morphisme d'anneau.
f(K) est un sous—corps de K'
Un morphisme de corps est toujours une application injective. [ demo avec Ker f']

4 — Diviseurs de zéro

Un corps commutatif ne contient pas de diviseurs de zéro. [ demo |
Tout anneau commutatif, intégre et fini est un corps. [ EXOS 5]
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RATIONNELS ET DES REELS

4 — Arithmétique des entiers relatifs, corps des rationnels et
des réels

I Arithmétique de Z

Z est un anneau commutatif intégre. Les sous—groupes additifs de Z sont de la forme nZ, qui est stable par X mais ce

n'est pas un sous—anneau si n # 1.

[TD 3]
Construction de Z
On définit sur N? une relation d'équivalence : (a,b) R (c,d) @a+d=c+b
et deux lois de composition interne : (a,b) + (c,d)=(@+c,b+d
(a,b) X (c,d) = (ac + bd, ad + bc)
On démontre que ces lois sont compatibles avec R. On étudie alors N2/R = Z pour que N en soit une partie, et que
I'on retrouve les notations habituelles pour Z, ainsi que l'opposé.

1 — Divisibilité

V(@b e Z:b|aeIqe Zya=bqeaZcbZ

La relation | est réfléxive et transitive (non antisymétrique dans Z)

V(ab) e Z*,b|aeta | be |a| = |b| & aZ =bZ:aetb sont alors dits associés

Propriétés :

" blaetb#0=31qe Z,a=bq [ demo |

= O|la=a=0

* b | 0= riendu tout (b n'est pas un Diviseur de Zéro )

= a,-a, 1,—1 divisent toujours a

=  Sindivise chaque élément d'un uplet, alors n divise toute combinaison linéaire de 1'uplet.

2 -PGCD
V (ab) e 7Z%,3Td e N,
dlaetd]|b
VceZc|acetc | besc|d [ demo avec I'ensemble des combinaisons linéaires de (a,b) |
Généralisation de la définition du PGCD
Cas particuliers:a A 0 = |a]| et ana=|a|
La loi A est associative et commutative, et (-a) Ab=aAb [demos]
Algorithme d'Euclide : divisions euclidiennes en rafales [ demo |
Sid=aAb,alorsVke 7%, |k|d=kaA kb [ demo par double division |

Sik'e Z* estundivisecur deaetde b,3 (a'b,d) € Z2xN,a=a'k,b=b'k,etd=d k,alorsd =a'Ab'
[ demo tres vague |
a et b sont premiers entre eux & l'ensemble de leurs diviseurs est { —1,1 }
<anb=1 [ demo |
Généralisation : premiers entre eux dans leur ensemble < a1 A dz A ... Adq = 1
anb=dosd@,b)e 7Z5,a=da'ctb=dbeta'Ab =1.

Théoréeme de Bezout : V (a,b) € Z2,anb=1< 3 (uyv) € Z%2,au+bv=1 [ demo |
Généralisation...

Conséquences :

= V@,b,c)eZb,anb=1letanc=1=anbc=1 [ demo |
Généralisation:aAnbi=aAnb,=..=aAabp=1=aAllb=1
Cas particulier:aAnb=1=V (n,p) € N{,an Abr =1

=  Théoréme de Gauss: V (a,b,c) € Z3,a | bc=1lctanb=1=a|c [ demo |

= Extension:V (i,j),ai | cet(ainag=1loui=j)=1Iai|c [ demo par récurrence ]
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3 — Entiers irréductibles

a est irréductible < a n'est pas inversible et il n'a comme diviseurs que 1,-1, a, —a.

a est premier < a est irréductible et a > O

Il y a une infinité de nombre permiers. Cette partie de N est dénombrable et infinie. [ demo par ’absurde |

(DFP) Vn> 1,3k e N*, I (a, az, ..., a) € N*k 3 (py, p2, ..., pr) € N*k 2 a 2 distincts et premiers, n = IT p; 4
[ démo par récurrence forte ; unicité a l'ordre pres des facteurs |

Détermination du PGCD de deux nombres (en utilisant le Min des exposants de chaque facteur premier).

n est premier < Z/nZ est un corps [ TD 5 : théoréeme chinois |
4 - PPCM
V(a,b)e 72,3Tme N,aZ NnbZ=mZ mestalorsavb [ demo |

v est associatif et commutatif
Extension : V (a1, a2, ...,an) € 28, ITme N,naZ = mZ
Propriétés :
YV (a,b) € Z%,(anb) (avb) = |ab] [ demo par double divisibilit¢ |
Détermination du PPCM de deux nombres (en utilisant le Max des exposants de chaque facteur premier).

II Le corps des rationnels

1 — Construction de Q

Dans Z X Z*, on définit une relation, et deux LCI
(@a,b) R (@,b) @ ab' =ab
(a,b) + (a',b) = (ab' + a'b,bb")
(a,b) x (a',b) = (aa', bb')
On vérifie que R est une relation d'équivalence, et que les deux LCI sont associatives, commutatives, qu'elles
possédent un neutre, que X est distributif par rapport a +, et que R est compatible avec + et X.
Dans Z X Z* / R , on définit les lois quotient sur les classes qu'équivalence. L'application, qui a un couple (a,b)
associe sa classe est donc un morphisme surjectif pour + et X. C'est donc un anneau commutatif. Or, on peut trouver
un inverse a tout couple non nul, donc c'est bien un corps commutatif. Cette construction est valide pour n'importe
quel anneau intégre ; on créé alors son corps des fractions. Alors on pose Q = Z X Z* / R , et on identifie la classe de
(a,1) avec a.
V(@b e z*x7*,371(@,b) € Z* XN, (a,b) R (@,b)eta' Ab =1 [demo existence + unicité |
Le couple (a', b") est dit irréductible.
Le seul automorphisme de Q est l'identité. [ EXOS 5]

2 — Relation d'ordre

DansN, <
Dans7Z ,x<y&<y-xe N
Compatibilité avec les opérateurs [ demo |

Regle des signes : xy < 0 & x ety sont de signe contraire [ demo |
Valeur absolue :

|x]| =0 x=0

Ix+y| < Ix| + |yl [ demo en faisant plein de cas |

[1x] = |yl £ ]x—-y]| [ demo d'apres le précédent |
DansQ ,a/b<c/d < 0<cb—ad. Cette relation a la méme valeur de vérité quels que soient les représentants des
rationnels choisis. On démontre que c'est une relation d'ordre total.
Un corps C est archimédien eSVEy) e CFxC,Idne Nynx>y [ def ]

o Vze C,dne N nlc>z. [ demo < |

Q est un corps commutatif totalement ordonné, dense et archimédien. [ demo |

III Le corps des réels

1 — Nécessité d'une extension de Q

Le carré de la longueur de la diagonale d'un carré de coté 1 est 2.
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Or x? = 2 n'a pas de solution dans Q. [ demo absurde |
A= {xe Q,x?< 2} n'apas de borne supéricure [ demo absurde |

2 — Existence

[ ADMIS ] 1l existe un ensemble R qui est un corps commutatif, totalement ordonné, ayant la proprié¢té de la borne
supérieure (c'est-a—dire toute partie majorée admet une borne supérieure).
Remarque : Toute partie minorée admet une borne inférieure [ demo |

[TD6]
Construction de R grace aux sections commencantes ouvertes.

s est une section commencgante ouverte <
e sCQ;s#0;s #Q
* VEXYyesxQy<x=yes

® sn'apasde plus grand élément
R est ensuite défini par I'ensemble des sections commancantes ouvertes,

et on identifie chaque élémentade Qa s(a) = { xe Q,x<a}.DouQcR

3 — Propriétés de R vis a vis de 'ordre

Valeur absolue

Intervalles : I — R, I non nul, est un intervalle deR & V (ap) € I2,a<b,Vxe R,a<x<b=xel
[ demo que ¢a correspond a intervalle du type [a, b] ou b, a[ ou ]a, —], etc. |

4 — La droite numérique achevée

O<lcarl=1%cet0O<a?et1#0carsinonR={0}
= R ni majorée ni minorée [demo: 1+ SupR ]

Onpose R =R U { —o0, 400 }

Redéfinition de l'ordre < dans R.

Dans R, toute partie non vide admet une borne supérieure et une borne inférieure.
La définition d'un intervalle de R est la méme qu'un intervalle de R.

Soit I un intervalle de R. ¢ = Inf(l) et d = Sup() = Ic,d[ c1c [c,d] [ demo ]
R =] —o00, +00 [

Probléme des LCI dans R : indéterminations.

5 — Densité de Q dans R

f:N—>R
n—-n. lg est un morphisme injectif (démo par récurrence). On identifie f(N) avec N, et n avec n.1g.
NcZcQcR (car R est un corps commutatif)
R archimédien [ demo par l'absurde : N majorée dans R 7 |
Partic enticre: Vxe R,3Tne Z,n<x<n+l [ demo : existence suivant le signe de x ; unicité |
Q est dense dans R, c'est-a—dire V (x,y) € RZ x<y=Jre Q,x<r<y [ demo |

6 — Sous—groupes additifs de R

DEMO :

VaeR,aZ={ka, ke Z} =gr@

Soit H un sous—groupe de R,+) différent de { O }
Soit a = Inf(H N R+¥)

sia > 0 alors H est de la forme aZ [ demo |

sia = 0 alors H est dense dans R. [ demo |

Les sous—groupes additifs de R sont de deux formes :
= discrets : de la forme aZ

= denses dans R
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[ EXOS 6]

Les sous—groupes multiplicatifs de R+* sont de deux formes :

= discrets : de la forme a”

=  denses dans R* (utilisation du morphisme exponentiel)

7 — Irrationnels

vV (x,n) e Ry xN*  ITye Ry, y" =x [ demo en prenant Sup {te R.* 1< x } ; unicité ]
V ne N,Vn e Q= n est le carré d'un nombre entier.

R\ QestdensedansR:V (x,y) e REx<y=3Jie R\Q,x<i<y [ demo |

8 — Ensembles adjacents

AcRetBcR
AxDetB+ I
V (ab) € AXB,a<b

Ve>0,3(@b)e AXB,0<b-a<e
(Th) Si A et B sont adjacents, Sup A = Inf B [ demo |

(Déf) A et B sont dits adjacents < {

Page 15



MPSI — MATHEMATIQUES 1 — ERIC DAVID (ERIC.DAVID(@M4X.ORG) 5 — ESPACES VECTORIELS

5 — Espaces vectoriels

I Définition et premiéres propriétés

1 — Loi de composition externe
Exemple : produit d'une suite par un scalaire.
Une loi de composition externe sur un ensemble E de domaine d'opérateurs Q est une application de Q X E vers E.

2 — Structure d'espace vectoriel

Soit K un corps commutatif, et E un ensemble.
E est un K — espace vectoriel s'il est muni d'une LCI + telle que (E, +) soit un groupe abélien, et d'une LCE . de
domaine d'opérateurs K, telle que
v LW, X,y) € K2XE?

I. A.x+y)=A.x+A.y

2. A+W.x=A.x+u.x

3. A.(u.x)=(A.1).x

4, 1g.X=X
Exemples : suites réelles, R, R2, efc...
Tout corps est un espace vectoriel sur chacun de ses sous—corps.
K est un K — espace vectoriel.
EX est un K — espace vectoriel, ou X est un ensemble et E un espace vectoriel.
KX est un K — espace vectoriel. Exemple : R [ bl
Les ¢léments d'un espace vectoriel sont appelés vecteurs, et les éléments d'un domaine d'opérateurs sont appelés
scalaires.
Une algebre (ou K — algebre) est un K — espace vectoriel pour + et . et un anneau pour + et X, tel que

VO, xy)e KXEEAL. XXy)=A.x)Xy=xXQ.y)
[ notion d'algebre commutative |
Exemples : R™ est une R — algébre commutative

pour tout sous—corps K 'de K, K est une K ' — algebre commutative

3 — Conséquences des axiomes

(E, +) est un groupe = il est non vide ; il contient le vecteur nul, et chaque ¢lément a son symétrique.

v WX, y) € K2XE?
I. A.x-y)=A.x-A.y
pn.x

2. A—w.x=A.x- [ demos |
3. Og.x=0¢
4. A.x=0g&e A =0goux =0

II Sous—espaces vectoriels

1 — Définition
A C E; Aeststable pour la LCEsi V (A, x) € KXE,A.x€ A
F  E est un sous—espace vectoriel de E si
e Fstable pour + et .
e F, munide la loi interne induite par + et de la loi externe induite par ., est un K — espace vectoriel.

2 — Caractérisation

F c E est un sous—espace vectoriel de Esi [ def |
e Fz(Q
e Fstable pour +
e T stable pour .
Corollaire : F  E est un sous—espace vectoriel de E si [ prop ]
e  Frnon vide
e VO, uLxyeKExFPPA.x+L.yeF

Page 16



MPSI — MATHEMATIQUES 1 — ERIC DAVID (ERIC.DAVID(@M4X.ORG) 5 — ESPACES VECTORIELS

Corollaire : F  E est un sous—espace vectoriel de E si [ prop

e FzU

e VI, x,y)e KxFLA.x+yeF
Exemple : F = { (X1, ..., Xn) ;a1 . X1 + ... T an. Xa = 0 } o a; € K, est un sous—espace vectoriel de K n.
F est une sous—algebre de E, qui est une K — algebre, si : [ def |

e  Fstable pour +, X, .

e Festun K — algebre pour les lois induites

o 1y € F
F est une sous—algebre si [ prop |
e FzU
e VA, x,y)e KxFPA.x+yeFetxyeF
o 1 € F

Exemple : L'ensemble des suites bornées

3 — Sous—espaces vectoriels engendrés

Soit (F)ic1 une famille de sous—espaces vectoriels de E. Alors NF; est un sous—espace vectoriel de E. [ ~ demo |
Vect(A) = NF ou (Fic est la famille des sous—espaces vectoriels de E contenant A.

Exemple : combinaison linéaire dans R3. [ demo |

SiA={X1,.,Xp} Vect(A) = {xe€ E, A @y, ...,apy) € Kp,x =X a;x; } : 'ensemble des combinaisons linéaires
Si (Xi)ic1 est une famille finie de vecteurs de E, Vect(x;,i= 1..p) = { xe€ E,3 (a1, ...,ap) € Kp,x =X a;x; }

Si (X1)ic1 est une famille infinie de vecteurs de E, une combinaison linéaire des vecteurs de E est un vecteur de la
forme X Ai X; ot (A))ic1 est une famille de scalaires presque tous nuls, c'est-a—dire seuls un nombre fini d'entre eux

sont non nuls.
(x;) est un systeme de générateurs de Vect(xj;1i = 1..p)

4 — Somme de sous—espaces vectoriels
Vect(FUG) =F+ G [ demo |
Généralisation : Fi + .. + F,={ye E, 3 (X1, ..., Xp) € F1 X ... X Fp, y = X x; } = Vect(U Fi)

5 — Sous—espaces vectoriels supplémentaires
Deux sous—espaces vectoriels F et G de E sont supplémentaires si
e E=F+G
* FNnG={0}
Onnote alorsE=F® G
En fait, ces 3 propositions sont équivalentes, si F et G sont deux sous—espaces vectoriels de E
1. E=F®G
2. VxeE3dI(y,z2) e FXG x=y+z [ demo |
3. VxekE3I (y,2) e FXG,x=y+zetV(y,2€ FXG,y+z=0=>y=z=0
D'ou une bijection entre E et FX G
Tout sous—espace vectoriel admet au moins un supplémentaire [ ADMIS |

III Applications linéaires

1 — Définition
f: E— E est linéaire si
eV (xy) € E? f(xt+y) = f(x) + f(y)
e VxMeEXK f(Ax)=A.fKx)
Sif et g sont linéaires, g o f est linéaire.
Si f est un isomorphisme, f -1 est un isomorphisme.

Exemple : homothétie vectorielle = application linéaire f de E dans E, telle que IA € K,V x € E, f(x) = A x
Conséquences :

£f(0) =0

f(=x) = —f(x)

VU xy) e KEXF L. x+U.y) =A. (%) + 1. f(y) [ + généralisation... |
f est un morphisme d'algebre si c'est une application linéaire et un morphisme d'anneaux.
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2 — Applications linéaires et sous—espaces vectoriels
Sif:E — E'estlinéaire, f(F) est un sous—espace vectoriel de E'. [ demo |
f-1(F") est un sous—espace vectoriel de E.
f surjective & Im(f) = G'
f injective & Ker(f) = {e}
Exemple : si E = F @ G, on peut connaitre le comportement de F si on connait son comportement sur les images des
¢léments de F et sur ceuxde G. [ demo |

Sif:E— E'est linéaire, il existe F tel que E = F @ Ker(f) ; alors, 'application de F vers Im(f) qui a y associe f(y) est un
isomorphisme. [ demo |

3 — Espace vectoriel ou algebre d'applications linéaires
On note £L(E,E ") I'ensemble des applications linéaires de E dans E'.
L(E,E") est un K — espace vectoriel. [ demo |
L(EE) = L(E) est une K — algebre non commutative, le produit était la composition o, distributive par rapport a +.
Sifet g sontlinéaires de EversE'etdeE'versE", g o fest linéaire de EversE", et
Im(g o f) cIm (g)
Ker(f) c Ker (g o )

gof=0<Im (f) cKer () [ demo |
GL(E) désigne I'ensemble des automorphisme de E (Groupe Linéaire).

4 — Projecteurs
Soit E=F® G.
p : E — E est une projection de E sur F parallelement a G est définie ainsi :
VxeE3IT(y,2) e FXGx=y+z;pX) =y

alors p est linéaire ; Im (p) =F;Ker (p) = G;pop=1Idg [demos]
p € L(E) est un projecteur si p © p = p. Alors E = Ker (f) @ Im (f) [ demo |
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6 — Familles libres, familles liées, bases, dimensions

I Familles libres, liées, génératrices

1 — Familles libres, familles liées

Une famille finie (X)) i np est dite libre si
V@g,.,a) € Kpxaxi=0=>VieNy,a =0

On parle aussi de systeme de vecteurs linéairement indépendants.

Une famille finie (X)) i < np est dite liée si elle n'est pas libre, c'est—a—dire si
J(@g,...,ap) e Kr,Xajx;=0etJie Np,a;#0

On parle aussi de systeme de vecteurs linéairement dépendants.

Notions sur les familles :

®  Une sous—famille de (xi) i1 est de la forme (x) iqjou Jc L.
Une sur—famille de (X)) ic1 est de la forme (xy) icx ou I c K.
Deux familles (x)) ic1 et (1) icj sont disjointes siln] =D etque V (4, ) € [X], Xi#y;
Réunion de deux familles disjointes (création d'une famille sur I'ensemble d'index K=1U J)
Adjonction d'un ¢lément a une famille (on ajoute un index qui n'y était pas au départ)
Suppression d'un ¢lément a une famille (la famille créée a pour ensemble d'index I\ { io })
Généralisation
Soit (xy) ie1 une famille infinie de vecteurs de E. Elle est libre si

¥V (M) ie1 une famille de scalaires presque tous nuls, ZAix;i=0=>Vie LA =0
Une famille infinie est libre < toute sous—famille finie est libre.
Soit (xy) i1 une famille infinie de vecteurs de E. Elle est liée si

¥V (M) ie1 une famille de scalaires presque tous nuls mais non tous nuls, X A; x; = O
Une famille infinie est lice < une sous—famille est liée
Exemple : applications puissances dans l'ensemble des applications polyndmes
ACE,A#, A est une partie libre (ou liée) si la famille (a)aca est libre (ou lice)
Exemple : dans K », I'ensemble des vecteurs a; = (81 , 02, ... On,) est libre.
Propriétés
Toute sous—famille d'une famille libre est libre. Toute surfamille d'une famille liée est liée. [ demo |
Le vecteur nul n'appartient jamais a une famille libre. S'il appartient a une famille, elle est liée.
Dans une famille qui a plus d'un vecteur, les vecteurs sont tous distincts deux a deux. [ ~ demo |
Une famille est liée & Tip € I, xi0 € Vect{x;,ie€ I\ {io }} [demo]
(x1) ic1 est libre, et IAx € E, (X) ic1 U { X } est liée = x € Vect{x;,i€e [} [ demo |

2 — Familles génératrices, bases

(x1) ic1 est une famille génératrice de E si E = Vect{x;, i € I}, c'est-a—dire si
V x € E, 3 (M) ie1 presque tous nuls, x =X A, X;

Exemple : les fonctions puissances génerent les polyndomes.

Une base d'un espace vectoriel est une famille libre et génératrice.

Une famille est une base de E < V x € E, 31 (A) ie1 presque tous nuls, x = X A X; [ demo |

On appelle coordonnées d'un vecteur x dans la base (xi) ic1 la famille (As) ic1.
Remarque : l'ordre des vecteurs figurant dans la base est importante quand on considere les coordonnées de vecteurs.
Les 3 énoncés suivants sont équivalents :

® Bestune base
® B est libre maximale (c'est-a—dire si on y ajoute un élément, elle n'est plus libre) [ demos |
® B est génératrice minimale (c'est-a—dire si elle perd un élément, elle n'est plus génératrice)

3 — Existence des bases

Si . est une famille libre de E et ' une famille génératice de E telles que -/ c ¢, alors il existe une base B, telle que

YcBc [ ADMIS |
Corollaires :
e SiE# {0}, Ecomporte des bases [ demo |
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e Théoréme de la base incompléte : Si “ est une famille libre de E et /& une famille génératice de E,  est une base

ou bien il existe . ' une sous—famille de 7, telle que ' U . ' soit une base. [ demo ]

4 — Existence de supplémentaires

Si on réalise une partition d'une base, on peut engendrer deux sous—espaces vectoriels supplémentaires. [ demo |
Réciproque : en réunissant deux familles libres et disjointes d'une base, on peut créer une base, si les sous—espaces
vectoriels engendrés par les deux familles sont supplémentaires.

Si Fy et F, sont deux supplémentaires de F, alors ils sont isomorphes. [ demo en utilisant une projection |

5 — Caractérisation d'une application linéaire par I'image d'une base

Théoreme : Si E et E ' sont deux K — espaces vectoriels, B une base de E et B ' une famille quelconque de vecteurs E ' de
méme ensemble d'index I, alors

JT1fe LEE),Vie L f(b) =D [ demo |
festinjective < B'est libre
f est surjective < B'est génératrice [ demos |

f est bijective =~ < B'est une base de E'

II Dimension

1 — Espace vectoriel de dimension finie

Un espace vectoriel de dimension finie est un espace vectoriel qui peut étre engendré par une famille finie.
Exemple : K n.

2 — Existence de bases dans un espace vectoriel de dimension finie
E est un espace vectoriel de dimension finie, non réduit au singleton vecteur nul.

Si . est une famille libre de E et ' une famille génératice de E telles que -/ c ¢, alors il existe une base B, telle que
YcBc@

[ Démonstration : on étudie I'ensemble des familles libres contenues dans /& et contenant |

Corollaires :

e Si < est une famille génératice finie de E, il existe une sous—famille de ¢ qui soit une base de E. [ demo |
e Tout espace vectoriel de dimension finie non réduit au singleton vecteur nul admet une base finie.

e Théoréme de la base incompléte : Si  est une famille libre de E et /& une famille génératice de E, ~ est une base

ou bien il existe ' une sous—famille de 7, telle que U . ' soit une base.

3 — Dimension d'un espace vectoriel de dimension finie
[LEMME] : V (X1, X2, ..., Xp) € EP, V¥V (Y1, Y2, .., Yp+1) € EPFLUV j € Nps1,yj € Vect { xi,ie Ny }
alors (y;) i< np+1 €8t lice.
[ DEMO par récurrence sur p |
Théoreme : Toutes les bases d'un espace vectoriel de dimension finie, non réduit au singleton vecteur nul, sont finies
et ont le méme cardinal. [ demo |
Si E est un espace vectoriel de dimension finie, si E= { 0 }, dim E = 0, sinon, dim E = # (B) ou B est une base de E.
Exemple : dim K » = n ; polynémes engendrés par les fonctions puissances sont de dimension infinie.
Attention : la notion de dimension est dépendente du corps de base :

L étant un sous—orps de K, et E un K — espace vectoriel, on a dim, E = dim, K. dimg E [ EXOS 7]
Théoreme : Si est un espace vectoriel de dimension finie, non réduit au singleton vecteur nul,
dim E = n < E est isomorphe a K n, [ demo |

Soit E de dimension n 2 1, et (X)) i < np une famille de p vecteurs de E.
e Sielle est génératrice, p = n, et si p = n, c'est une base.
e Sielle est libre, n < p, et si p = n, c'est une base.

4 — Dimension d'un sous—espace vectoriel

Si F est un sous—espace vectoriel de E de dimension finie, alors dim F<dim E, et F = E < dim F = dim E [ demo ]
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Si E=F® G, et E de dimension finie, alors dim E = dim F + dim G [ demo et contrexemple de la réciproque |

III Applications linéaires et dimension

1 — Rang d'un systéme de vecteurs

Le rang d'un systeme de vecteurs est (si elle existe) la dimension de I'espace vectoriel qu'ils engendrent.

Soit (%) i < 1une famille quelconque de vecteurs de E, et F I'espace—vectoriel qu'ils engendrent.

e  SiE est de dimension finie, alors le rang existe, et rg(xy) ic 1< dim E

e  Silest finie, alors le rang existe, et rg(xy) i< 1 < #()

®  SiEest de dimension finie et I finie, alors le rang existe, et rg(Xy) i< 1 < Min(dim E, #(I))

Cas particulier : soit E de dimension finie différent du singleton vecteur nul. On considére une base (by) i < nn €t une

famille finie (X)) jenp.Ona:vVjie Np, 3 ) icnp, X; = Zn:li,j.bi
i=l
On classe les coefficients (Aij) dans un tableau.
rg(Xj) jenp = P & (X)) j e np st libre.
On se ramene a un cas particulier : un systeme étagé
VjieNy,Aij#0
V (1,)) € NgXN,,i<j=>A;j=0
ou
V (1,)) e NgXN,,i>j=> A =0
Un systeme étagé est toujours libre. [ demo par récurrence |

Soit . /= (X)) ic1 un systeme quelconque de vecteurs de E, et = (XY jer un systeme de vecteurs quelconques de
vecteurs de E déduits de ./, carJje LVje Lizj=xi=xiet T W) e, Xi =T Aixiet Aj£0;

Alors, Vect(./) = Vect(./ ) [ demo |
Exemples dans R4,

Si f est un isomorphisme de E vers E', et que /= (X)) i1 est une famille de vecteurs de E de rang p,

alors ./ ' = (f(xy)) ic1 est de rang p. [ demo en créant un autre isomorphisme restreint |

2 — Rang d'une application linéaire
Si Im(f) est de dimension finie, sa dimension est le rang de f.
e SiE'estde dimension finie, Im(f) est de dimension finie, et rg(f) < dim(E ")

e  SiE est de dimension finie, Im(f) est de dimension finie, et rg(f) < dim(E) [ demo |
Théoreme du rang : si f est une application linéaire de E vers E', de dimension finis, alors

dim Ker(f) + dim Im(f) = dim E [ demo |
Corollaire : f injective & rg(f) =dimE
f surjective S re(f) =dimE'

Si f est une application de E vers E ' et que dim E = dim E ', alors ces propositions sont équivalentes :
1. finjective
2. fsurjective [ ~demo |
3. fbijective
Cas particulier : f est un endomorphisme de E, ev de dimension finie.
Si E est de dimension infinie, f injective et f surjective sont indépendants [ contrexemple : dérivée de polyndmes |
Exemples sur les projections et les symétries

3 — Espace vectoriel £(E,E ")

[ Exemple |
SidimE>1etdim E'> 1, alors dim £(E,E') = dim E . dim E'[ ~ demo ]

4 — Dual d'un espace vectoriel
Le dual de E, en tant que K — espace vectoriel, est £(E, K), noté E *. Ses éléments sont nommées "formes linéaires".

Si@ e E* Im ¢ est un sous—espace vectoriel de K. Cest soit { O } soit K car dim K = 1. Donc soit ¢ = 0, soit elle est

surjective. Ker @ est soit E si ¢ = 0, soit il a comme supplémentaire un espace—vectoriel de dimension 1 c'est-a—dire
une droite vectorielle.
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On appelle hyperplan d'un espace vectoriel E un sous—espace vectoriel de E supplémentaire d'une droite vectorielle.
H hyperplande E< 3 @ e E*,H=Ker ¢, et ¢ # 0. [ demo |
Si H est un hyperplan de E tel que H = Ker ¢, = Ker @ alors @ et @, sont proportionnelles. [ demo |

Pour E de dimension finien>1:

H hyperplan deE < dimH=n -1

dimE*=dimE [ demo |

Notion de base duale B *de E * a une base Bde E: V (i, j) € Ny X Ny, b% (b) = §;

Exemple dans R3 : les fonctions b*;; s'appellent les formes coordonnées.

Soit (si, ..., Sa) une base de E *. Il existe toujours une base de E telle que (sy, ..., sn) soit sa duale. [ exemple |

L'anneau des formes linéaires (avec pour multiplication X) est integre. [ EXOS 9]

dimF+G=dimF+dimG-dimFNG [demo]

Application : SiE=F+GetdimF+dimG=dimEalorsE=F® G
SiFNG={0}etquedimF+dimG=dimEalorsE=F® G

L'intersection de deux hyperplans de E distincts a pour dimension dim E— 2. [ demo |

IV L'algébre des nombres complexes

1 — Définition de I'ensemble des nombres complexes

® On définit C comme R?, muni de sa structure de R — espace vectoriel.
On définit la multiplication comme : (a, b) X (@', b) = (aa' —bb', ab' + a'b)
On démontre que (C, +, X) est un corps commutatif. On identifie R comme un sous—corps de C.
C est donc une R — algebre commutative de dimension 2, mais il ne peut exister d'ordre compatible avec ses
opérations. [ ~ demo |
e Constructions possibles de C
C=R?

_[[a-b )
C= [baJ/(a,b)elR .
C= IR[X]/(xz + DRIXI"

e L'application : Z — Z est involutive [ demo |
Il n'y a que 2 automorphismes de corps de C : I'identité, et 'application z — Z.[ demo |

2 — Interprétation géométrique
Interprétation géométrique de la somme : translation
Le groupe (C, +) est isomorphe au groupe des translations du plan pour la loi o. [ demo |

3 — Interprétation trigonométrique
Module d'un nombre complexe. |z| =V(z2) =V (a2 +b?)
e |z]=0s2z=0

o |zizz| = |z |2] [ demo |

® |z +z2| £ |z1|+]| 22| [ demo en réécrivant la conclusion au carré |
Conséquences

o [Tz =11 |z]

* fz| = |z

o | Xz X |z

o [l|zi|-|z2| | £ |21 - 2|

1/z=2/|z|

U={ze ( |z| =1} estun groupe abélien pour X. [ demo |

L'application RxU—C
x,u) > xu est un isomorphisme de groupe multiplicatif.
ol la loi X est définie sur R X U comme : (x,u) X (X', u) = X x,uu)
Morphisme exponentiel :
Yue U,AT(@ab)e R;,u=a+ibetI0 e R,a=cos(®) etb = sin(6)
L'application R—->U
0 — ¢ est un morphisme surjectif de (R, +) sur (U, x) [ demo |
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Notation : e = cos(8) + i sin(0)

Formule de Moivre : V (n,0) € NxR, (e®)n = ei’n

Formules d'Euler : cos®) = (e®—e® /2 sin(@) = e + e / 21

Formulaire trigonométrique : (sicocosi cocosisi)

cos(a+b) = cosacosb—sinasinb sin p + sin q = 2 sin((p+q)/2) cos((p—q)/2)

cos(a—b) =cosacosb +sinasinb sin p —sin g = 2 cos((p+q)/2) sin((p—q)/2)

sin(a+b) =sinacosb +cosasinb cos p +cos q =2 cos((p+q)/2) cos((p—q)/2)

sin(a—b) = sin a cos b—cos a sin b cos p—cos q =—2 sin((p+q)/2) sin((p—q)/2)

cos(2a) = cos?a —sin%a = 1-2 sin’a = 2 cos’a — 1 sin(2a) = 2sinacosa

,. _1+cosZa ., _1-—cos2a

cos?a = ) sin%a = 7

Conséquences : expression de cos(nf) en fonction de cosk(0) [ exemple : utilisation de Moivre ]
expression de cosk(0) en fonction de cos(n6) [ exemple : utilisation d'Euler ]

B il faut connaitre les formules de trigonométrie (Centrale2000)

VzeZ,30e R, e® =2/ |z| ;0 est une mesure de l'argument de z.

Vze Z,3 (P, 0 e R*xR,z=p el ( forme trigonométrique )

Egalité de deux complexes < Egalité de leurs modules et égalité a 2x pres d'une mesure de leur argument.
L'application f : Ry* x R — C, telle que f(p, 8) = p e est un morphisme surjectif de groupe.

4 — Racines d'un nombre complexe

Racines carrées d'un réel négatif a dans C : iN-a et —iv—-a [ demo |
Racines carrées d'un nombre complexe : expression algébriques des racines carrées [ calculs |
Racines ni¢mes d'un nombre complexe non nul : formes trigonométriques.

On cherche z tel que zn = Z = p e,

lexistej € Z,z=mp.ei*4)/n [ demo |
U={ze Cm=1}

¥V 7 € 7, les racines niemes de 7 sont zo . w, ou w décrit U,. [ demo |

U, est un groupe cyclique de cardinal n. [ demo |
i) n est générateur de Uy & kAan =1 [ demo |
Equation du 2¢me degré dans C : mise sous la forme canonique. [ calculs |

Une équation de degré n admet dans C n racines (certaines pouvant étre doubles, triples...)

[ EXOS 8]
Un nombre complexe est dit algébrique s'il annule un pdlynome a coefficients rationnels. C'est un corps dénombrable
qui contient Q. Un nombre non-algébrique est dit transcendant.

B> "Ne faut—il pas signaler ici que ’expression \z a maintenant droit de cité depuis des décennies dans les
calculatrices et logiciels de calcul (Maple, Mathematica, etc...) ? Il suffit de la prononcer “racine carrée principale” :

c’est celle dont argument est dans [-1t/2; ©/2]."  (Centrale1999 ; Se méfier)

V Equations différentielles linéaires

1 — Equations différentielles

Une équation différentielle est une équation qui lie une fonction, sa variable et quelques unes de ses dérivées.
Equation différentielle d'ordre 1 : F(x,y,y) = 0. ouy est une fonction dérivable dans un intervalle I

Exemple :x +yy' =0

D¢finition d'une solution de I'équation différentielle.

Equation différentielle d'ordre 2 : F(x,y, y',y") = 0. ouy est une fonction dérivable deux fois dans un intervalle I

[TD 7]

L'ensemble des suites vérifiant une relation de récurrence linéaire d'ordre n forme un R — espace vectoriel de
dimension n. On peut chercher une base sous la forme d'une suite géométrique, ce qui aboutit a une équation
caractéristique de degré n. Grace a cette étude on peut déterminer l'expression générale de telles suites.

B 11 faut savoir le faire. (X2000)
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2 — Equation différentielle linéaire d'ordre 1

Elle est de la forme ax) y'+ bx) y=c(x) oua,b,csontcontinues dans un intervalle I,
etVxe lax #0.
Les solutions de I'équation sans second membre forment un R — espace vectoriel de dimension 1. [ demo |
Soit xo€ L.
X
L'application @o: 1 >R , @o(x) = exp( .[ % dt) est une base de cet espace vectoriel. [ solution + génératrice |
Xo

B> Ce n'est vrai qu'en dimension 1 (X2000).

Equation avec 2¢me membre : les solutions sont yo + @, ou ¢ est une solution de 1'équation sans second membre, et yo

une solution de I'équation avec second membre. [ demo |

Exemple : y' +y = x.

Les solutions d'une équation différentielle a coefficients constants sont les fonctions définies sur R, de la forme

X—>Ae ®/ax ol A est une constante réelle quelconque

Recherche d'une solution particuliere avec 2¢me membre :

e Sicest un polyndome de degré n, on prend pour yo un polyndme de degré nsib# 0,et dedegrén+ 1sib=10

e Sicestde laforme €* . P(x) ol P(x) est un polyndme de degré n : on pose w(x) = y(x)/e** et on prend pour w
un polyndme de degré n si e* n'est pas solution de I'équation sans second membre, et n+1 si e** est solution.

Si ¢ est sin(ax), on cherche yo de la forme A sin(ox) + W cos(ox)

Dérivée d'une fonction a valeur complexe : V fe C*, f'= Re() ' + i dm(H))"

Vae C (c2ld)'=a. ¢cald [ demo |

Si ¢ est de la forme €** sin(Bx) P(x) ou ™ cos(Bx) P(x) (ot P est une application polyndme), on leur associe

I'équation différentielle dans C :

ay'+by=e @+iPyx P(x), dont on trouve une solution particuliére comme pour ¢ = ¢ . P(x) et on en prend la partie
réelle ou imaginaire.

Remarque : Si ¢ est une somme d'applications, la somme d'équations particulicres avec chaque second membre est
une solution particulicre de I'équation générale.

Méthode de variation de la constante :

ax) y'+ bx) y=c(x) oua ne s'annule pas. On sait trouver les solutions de I'équation sans second membre.
Solution particuliere : on cherche comme solution :

yo(X) = Ax) exp( % dt) =AMx) Po(x)
Alors A'(x) = c) . il suffit de trouver une primitive [ demo |
a(x) @o(x)

B> 11 faut maitriser cette méthode (Centrale2000).
Exemple : y' sinx +y cosx = 1/cosx sur | 0; /2 [

3 — Equations différentielles linéaires d'ordre 2 a coefficients constants

ay'"+by +tcy=dXx ou a # 0, et d une fonction continue sur I
Les solutions de a y" + by' + ¢ y = O forment un R — espace vectoriel. On cherche des solutions sous la forme x — erx
doncar?+br+c=0 (équation caractéristique)

SiA=Db*—-4ac>0:retrz, deux racines réelles distinctes. y; = er1x et y, = er2* sont libres [ demo |
Si A =Db*—-4ac =0 :r,une racine double. y; = er'x et y, = x erlx sont libres, et y» est solution [ demo |
SiA=b?*-4ac<0:ri=a+ifetf; =a—1ip,deux racines complexes conjuguées.

yi =€ cosPxety,=e* sin Bx sont libres, et solutions [ ~demo ]
Alors, les yi et y, sont génératrices [ DEMO |

Donc la dimension de l'espace vectoriel des solutions de 'équation différentielle est de 2.

Solutions de I'équation avec 2¢me membre :

Toutes les solutions sont obtenues en ajoutant a une solution particuliere yo toutes les solutions de ['équation sans 2¢

membre.

Recherche d'une solution particuliere yo :

e Sidest un polyndme de degré n, on prend pour yo un polyndme de degré nsic# 0,dedegré n+1sic=0etb#
Oetdedegré n+t2sic=b=0.

e Sid(x) = ekxP(x) ou P polynome de degré n, on cherche yo = ek* zo(x) ot zo(x) est un polyndome de degré n si k
n'est pas solution de 1'équation caractéristique, de degré n+1 si k est racine simple et n+2 si k est racine double.

o Sid(x) = @riPx P(x), on procede de méme.
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7 — Suites réelles

I Généralités

1 — Définition d'une suite
Une suite est une application de N dans E.

2 — Exemples

(uyn) constante & Vne N, u, = uo

(uy) stationnaire & Inoe N, Vne N,n=no = Uy = Uno

(up) arithmétique @ I3re RVne Ny upri =us +r
Alorsu, =up.r™"
EtSy=m+Duo+r.n.(m+1) /2

(un) géométrique & 3Iqe RVne N, unr1 =q . Un
Alors u, = " uo

EESh= uwo. (1 —gq)/(1-q) sig#1
uo.(n+1) sig=1

3 — Structure de RN

R™ est une R — algébre commutative de dimension infinie [ demo |.

4 — Suites extraites

Soit (uy) € R ; on appelle suite extraite de (u,) une suite (vy), telle que
3 ¢ : N — N strictement croissante, V n € N, vy = Upm)
¢ est strictement croissante o Vne N, on+1) > o)
SV, e N, p>q=0p) > 9@
=VneN,@n =n
Exemples : suites extraites des termes de rang pair ou impair, suite tronquée...

5 — Suite et relation d'ordre
(un) majorée IMe R, Vne Nyu, <M
(up) minorée & Ime R,Vne Nyu, >2m
(un) bornée & (un) majorée et minorée
(un) majorée < (uy) majorée a partir d'un certain rang [ demo |
(un) minorée < (u,) minorée a partir d'un certain rang
(un) bornée < (u,) bornée a partir d'un certain rang
(up) bornée < dae Ry, Vne N, |u,| <a[demo]
(un) croissante & V n € N, Uy < Un+ g
(un) strictement croissante & V n € N, Uy < Un+1
(un) croissante & V (p,q) € N, p<gq=u,<ug

( de méme pour les suites décroissantes )

II Suites convergentes

1 — Définition

(un) converge vers /= Vee Ry,Inpe N,Vne Nyn>2no= |un— /| <¢e
clest-a—dire /—e<u,</+¢
Clest-a—dirc uy € [/—¢, /+ €]

(un) converge vers /= Vee Ry,Inpe N,Vne NNn2no= |un—/| <€

Notation : (un) — ¢

Si (un) — Zalors Zest unique. On l'appelle limite de (uy), noté lim(uy) [ demo |

Page 25



MPSI — MATHEMATIQUES 1 — ERIC DAVID (ERIC.DAVID(@M4X.ORG) 7 — SUITES REELLES

() =/l -9 -0

2 — Limite et relation d'ordre
Une suite convergente est une suite bornée.[ demo et contrexemple de la réciproque |
() > /= (Jua|) = |7 | [ demo ]

3 — Exemples

Suite constante, stationnaire, (1/n)y>0, suites géométriques de raison q € |1, 1[ sont convergentes. [ demo |
(un) — /= Toute suite extraite de (u,) converge vers /. [ demo |

Si on extrait a (u,) deux suites qui convengent vers 2 limites distinctes, alors (u,) diverge.

Si on extrait a (u,) une suite divergeante, alors (u,) diverge.

Ex: (sin(nm/2)) est divergeante.

[TD 8]

Suites homographiques : un+1 = (@ un + b) / (c Uy + d) ; On étudie 1'équation cx? + (d—a)x —b = 0.
Sielle a 2 racines, x et 'y, on démontre que (U, —X) / (U, —y) est géométrique.

Suivant le rapport, (u,) — X, (U,) = y ou (un) est périodique de période 2.

Si elle a une seule racine, X, on démontre que 1 / (u, — X) est arithmétique, donc (un) — X.

4 — Extension a R
(un) diverge vers too &> VA e R,Inpe N,Vne NNn2no=u, 2 A
(un) diverge vers o=V A e R,Inpe N, Vne NNn2no=u, <A

Notation : (uy) — +oo
(un) = +oo = Toute suite extraite de (un) diverge vers +oo

II1 Convergence et structure de R

1 — Opérations sur les limites

Les suites réelles convergentes forment une sous-algébre de R", et I'application qui a (u,) associe lim(uy) est un
morphisme d'algebre :

lim(u, + vy) = lim(uy,) + lim(vy) [ demo |
lim(uy . vy) = lim(uy) . lim(vy,) [ demo ]
limA u,) = A lim(uy) [ demo |
lim(vy / up) = lim(vy) / lim(u,) [ demo ]

Extension a R
(Un) = +ooet (Vo) = /= (U + V) = +oo [ demo |
(somme, produits, et inverses de limites avec o)

[ EXOS 101

Convergence en moyenne de Césaro : si une suite tend vers un réel, il en est de méme pour la suite définie comme la
moyenne arithmétique (ou pondérée) des n premiers ¢léments de la suite.

Lemme de l'escalier : si (Un+1 — Un) tend vers un réel a, (u./n) tend vers a.

[EXOS 111
Le seul automorphisme de R est I'identité.

2 — Comparaison des limites
lim(uy) <lim(vy)) =>3IJnoe N,Vne Nyn>no = un < vy
Contraposée : Inoe N,Vne Nyn=no=u, <y,
alors lim(uy) < lim(vy)
Théoreme des 3 suites (ou des gendarmes) : Anpoe N, Vine Nyn2no= u, <vp<wy et lim(uy) = lim(wy)
alors lim(vy) = lim(uy) = lim(wy)
Extension a R
dnoe N,Vne Nyn2no= uy,<vy
Uy —> +o0 = vy — +oo
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Vp — =0 = Uy —> —°

3 — Suites monotones

(un) croissante et majorée = elle converge [ demo |
(un) croissante et non majorée = elle diverge vers +oo [ demo |
( de méme pour (un) décroissante )
(I,) est une suite de segments emboités si I, = [an, bal, Ol (an) est croissante, (b,) décroissante, et V ne N, a, < by
Alors [lim(ay), lim(by)] = M [an, byl [ demo ]
Si (an) est croissante, (bn) décroissante, et lim(b, —an) = 0, (a.) et (bn) sont dites adjacentes.
Deux suites adjacentes convergent vers la méme limite [ demo |
Théoréme de Bolzano—Weierstrass (XIXeme) : de toute suite bornée de R on peut extraire une suite convergente
[ DEMO |

IV Approximation d'un réel

1 — Approximation par des rationnels
Tout réel est limite d'une suite de rationnels. [ demo ]

2 — Approximation décimale

VxeR,VneN,ITpe Z,pn/ 100<x<(pn+ 1) / 100 [ ~demo |
On pose (Xn) = (pn / 101) et (yn) = ((pu + 1) / 10v)
(xn) et (yn) sont adjacentes. [ demo |

On pose an = pu+r1 — 10 pue {0, 1,..., 9}
A tout réel x on associe une suite d'entiers (an) tels queaoe Zet Vne N axe {0, 1,...,9} avec

+o0

a
X = ﬁ (Développement décimal illimité de x). [ demo |
k=0
OnaVne Nydpe Np>neta,#9 [ demo par l'absurde |
Réciproque : A toute suite (a,) telle que

ao € Z,
Vke N ace {0,1,..,9},
Vne Ny3peN,p>neta,#9
on associe un réel x tel que x = X ax/10%. [ demo ]
R est non dénombrable [ demo par 1'absurde ]
R est équipotent a 2", Rn est équipotent a R. [ ADS Spé |
Développement décimal d'un rationnel : un nombre est rationnel si et seulement s'il existe une période dans le
développement décimal de celui—ci [ demo TD 9 |

V Comparaison des suites

1 — Relation de domination

(un) est dominée par (vp) ©3F o >0,Inoe N,Vne Ny n=>no= |un| <0 va|
Notation : (un) = O(vy)
La relation de domination est réflexive et transitive. [ ~demo ]

() =O0(Vn) @ Ino e N, T Wonsno € RY, () nsn0 = (Vi) nn0 X (W) 13m0 €t (Wi nsno bornée[ demo |
Cas particulier : Si (V) € (R*", (un) = O(vy) & (un/ Vi) bornée

*  (un) =O(wy) et (V) = O(wn) = (Un + Vo) = O(wn)
*  (un) =O(wy) et (Vo) = O(xn) = (Un X Vi) = O(Wy X Xn) [ demo |
e (u) =O0(Ww = A up) = O(vw)
Si (un) = O(vy) et (vy) — O alors (uy) — 0 [ demo ]
SiHHOEN,VHEN,HZHoiun—HSM alors (uy) = O(Vy) [ demo |

u n V n
Corollaire : Sidnoe N,3Vvne N,n>no = Unet < Vot o (vn) — O alors (un) — O

u n V n
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Sidke R, (Uns1 / un) — k alors
e |k|<1=(@w—0
e |k|>1= (Jun|) > +oo [ demo |

2 — Relation de prépondérance
(up) est négligeable devant (v,) & (vy) est prépondérante devant (u,)

S Vo>0,Inne N,Vne Nyn2no = || <0y
Notation : (un) = 0(vy)

La relation de prépondérance est transitive. [ demo |

e (un) =o(vw) = (un) = O(wn)

*  (un) =o(vy et (vn) = O(wy) = (un) = o(wn)

®  (un) =O(vn) et (Vi) = 0o(wyn) = (un) = o(wn)

*  (un) =o(vw) et (Wn) = 0o(xn) = (Un + Wn) = 0(Vy + Xp)

*  (un) =o(vy) et (Wy) = o(xn) = (Un X W) =0(Vn X Xy) [ demo |
e (un) =o(vn) = (A ) = 0(Vn)

(un) = O(Vn) =4 3 no € N, 3 (Wn)nzrlo € IRN, (un) n>n0 = (Vn) n>no X (Wn) n>n0 et (Wn) n>n0 —> 0 [ demo ]
Cas particulier : Si (v)) € R ", (un) =o0(vy) & (Un/ Vi) =0
Exemples : ((In n)?) = o(nb) (nb) =o(cm) (cm) = o(nl)

3 — Relation d'équivalence

(un) ~ (V) & (Un — vy) = o(vy). C'est une relation d'équivalence. [ DEMO ]

(W) ~ (Vo) ©I10€ N, I Widnsno € RY, W) 1300 = (Vi) n>n0 X (W) nsno €t (W) nsno —> 1 [ demo |
Cas particulier : Si (v)) € R¥", (Un) ~ (Vo) & Un/ Vi) = 1
Exemples : (sin uy) ~ (Uy) (e —1) ~ (uyp) (In(uy+1)) ~ (uy)

Si (un) ~ (Vo) et (v)) = a € R, alors (u,) — a. [ demo |
Si (W) ~ (Vo) et (Wn) ~ (Xp), alors :
Uy W) ~ (Vi Xn)
(Un / Wy) ~ (v / Xy) si la division est possible
Si (Vi) = o(xy) alors (uy + wy) ~ (Xn)
Sidnoe N,Vne Nyn2no=v,>0etx,>0alors (u, + wp) ~ (va + Xu)
Sidae R, (xn) ~ (0 vy),alors :
e Sia#—1,alors (uy + wy) ~ ((1+00) vy)
e Sia=-1,alors (u, + wyp) = o(vy) [ DEMOS ]
Exemples sur les suites fractions de polyndmes.

VI Suites complexes

1 — C - algebre des suites complexes

CVest une C —algébre [ ~demo .

V () € €3 ((an), (bw) € RYZ, (u) = (@n) + i (b)

(un) estbornée & IMe Ry, Vne N, |u,| <M.

L'ensemble des suites bornées forment une sous-algébre de C".

(un) = (@an) + 1 (bn) est bornée < (ay) et (by) sont bornées [ ~demo |

2 — Suites convergentes
(un) converge vers /= Vee Ry,Inpe N,Vne NNn>2no= |un— /| <¢

(un) converge = (uy) bornée [ demo |
() >0 +ipf e (@) >aetb) B [demo]

3 — Opérations sur les limites

V (), (Vo)) € ((CN)Z, telles que (uy) et (vn) convergent,
VA,weC% lim\ Uy + 1 (vy) =Xlim(uy,) + p lim(vy)
lim(uy, vy) = lim(uy,) lim(vy)
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4 — Relations de comparaison

On utilise les mémes relations binaires qu'avec les suites réelles, mais certaines propriétés ne se retrouvent plus dans
C" si l'ordre intervient.
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