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I Notions de logique 
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�#$%$&'('$)�.�/)$)*/�-+'�)��*$)('�)(�%�&�0��1�#'�2,���(��+-+�,�$)�%�+(��((#'2+�#�+)��1�,�+#�0��1/#'(/��1#�'�$+�3�+4���
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�$))�*(�+#&�,$�'-+�&�.�&782$,��$%/#�($'#��%�#8�((�)(9�:�%�#('#�0��)�%#$%$&'('$)&9�06�)�0/3')'#�+)��)$+1�,,����)�%�+(�
,��0/3')'#�%�#�+)��(�2,��0��1/#'(/��


4�8%,�&�;�¬���<���∧���<���∨���<�������<���⇔���
��+($,$�'���/)$)*/�($+=$+#&�1#�'��<��)(',$�'���/)$)*/�($+=$+#&�3�+4��

"�"�"�"�������#$%#'/(/&�0�&�*$))�*(�+#&�,$�'-+�&��#$%#'/(/&�0�&�*$))�*(�+#&�,$�'-+�&��#$%#'/(/&�0�&�*$))�*(�+#&�,$�'-+�&��#$%#'/(/&�0�&�*$))�*(�+#&�,$�'-+�&����
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 $'&�0������$#��)��)$)����(�)$)�2�⇔�)$)���$+�2�����

�����2��⇔�)$)���$+�2��
 ��*$))�*(�+#�,$�'-+��*��?9��9��9����$+��?9�?9�?9����%�#8�(�0��#�8%,�*�#�($+&�,�&�*$))�*(�+#&�,$�'-+�&���
��%$+#�,��*$)&(#+'#�9�$)�,��*@�#*@��(�,�-+����A���.�¬��9��(�-+��,6$)�%+'&&��3�'#��+)�$+�$+�+)��(�3�*',�8�)(���

B�B�B�B�������#/0'*�(��#/0'*�(��#/0'*�(��#/0'*�(����

�#/0'*�(�.�/)$)*/�-+'�*$8%$#(��*�#(�')�&�1�#'�2,�&�� $#&-+��,�&�1�#'�2,�&�$)(�0�&�1�,�+#&9�',�0�1'�)(�+)��%#$%$&'('$)��

4�8%,��;�>4��&(�+)��)('�#�%�'#>�

II Notion d'ensemble 
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��������������'33/#�)*�9��$8%,/8�)(�'#���'33/#�)*�9��$8%,/8�)(�'#���'33/#�)*�9��$8%,/8�)(�'#���'33/#�)*�9��$8%,/8�)(�'#�����

�)�,$�'�&��+4�,$'&�0������$#��)���1�*��9�+)'$)��(�')(�#&�*('$)��
��C���.���∩�����
��∆���.�����∪�����C�����∩����
 ��0'33/#�)*��&78/(#'-+���∆���&(�*$88+(�('1�� ��0�8$���

D�D�D�D�������+�)('3'*�(�+#&��+�)('3'*�(�+#&��+�)('3'*�(�+#&��+�)('3'*�(�+#&����

�#$%#'/(/�*�#�*(/#'&('-+��.�>4�∈�
>�
�#/0'*�(&��&&$*'/&�:�0�&��)&�82,�&���
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III Produit cartésien, Graphe, Application 
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IV Relations binaires 
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V Loi de composition interne (LCI) 
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�$+#�8+)'#�+)��)&�82,��06+)��&(#+*(+#���,�/2#'-+�9�',�3�+(�0/3')'#�+)��$+�%,+&'�+#&� ���1/#'3'�)(�+)�*�#(�')�)$82#��
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B9�4�A��7�A�R��.��4�A�7��A�R�
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9�A���&(�*$88+(�('3�&'�∀��49�7��∈�
"9�4�A�7�.�7�A�4�
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��&(�)�+(#��%$+#��
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��)&�+)�8��8��+)'3F#�9�4�∈�
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��)&�+)�8$)$T0�9�,��&78/(#'-+��0��4�A�7��&(�76�A�469��(�,��&78/(#'-+��0��4��&(�+)'-+����0�8$���
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J9�4�A�7�.�4�A�R���7�.�R��(�7�A�4�.�R�A�4���7�.�R� �)$('$)�0����+*@��I�0#$'(���
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�)�)$(�#��+�+)�� ����&&$*'�('1���(�*$88+(�('1���
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��>,6')1�#&�>��

�/3')'('$)�0��Π�4'�.�4
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I L'ensemble � des entiers naturels 
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�
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� �,�&+'(�,�&�B��4'$8�&�0���/�)$�

� �$+(��%�#('��)$)�1'0��0������+)�%,+&�%�('(�/,/8�)(�

� �$+(��%�#('��)$)�1'0���(�8�=$#/����+)�%,+&��#�)0�/,/8�)(�
� ��,+'�8H8��)6��%�&�0��%,+&��#�)0�/,/8�)(�

!$(�('$)�;�E�.��')����
���&(�+)��)&�82,��($(�,�8�)(�$#0$))/���0�8$���
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!$(�('$)�;�
�.�σ�E��
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�#')*'%��0+�#�'&$))�8�)(�%�#�#/*+##�)*���	��3�'2,�9�3$#(���

II Ensembles finis, cardinal 
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�N�

∀��)9�%��∈��J9���∃�3�;��)�→��%�')=�*('1����� ��)�≤�%�
� ��0/8$)&(#�('$)�%�#�#/*+##�)*��&+#�)���
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�
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9��,$#&�
��&(�')3')'��

��&(�?�&$)(�0�+4��)&�82,�&�3')'&�)$)�1'0�&9��(�3�;�
�→�?���'�V�
��.�V�?�9��,$#&�
9�"9�B�&$)(�/-+'1�,�)(�&�;�


� 3�')=�*('1��



����������	
������
��
���
�����������
������������������� ����"���!����
��
!��
���
���
!����
�
!��
��
�

�����L�

"� 3�&+#=�*('1�� � � ��0�8$&���
B� 3�2'=�*('1��


(+0��0�&��)&�82,�&�0/)$82#�2,�&9�*6�&(�:�0'#���)�2'=�*('$)��1�*����� � � ���������
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� ��$)�0/8$)(#��-+���6�/-+'%$(�)(�:����(��6�/-+'%$(�)(�:��9�($+&�0'&=$')(&����6�∪��6��&(�/-+'%$(�)(�:���∪�����
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III Numération 
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�$8%�#�'&$)�;�$)�#���#0��,��)$82#��0��*@'33#�&�%+'&�$)�+(','&��,6$#0#��,�4'*$�#�%@'-+����0�8$���
�%/#�('$)&�;�
� �$88���$)�&+%%$&��,�&�)$82#��0��*@'33#�&�/��+4�����0�8$�;�0'1'&'$)&��+*,'0'�))�&�0�&�4'�P�7'��(�#�(�)+�&�;�R'���
� �#$0+'(��06+)��)('�#�%�#�+)�*@'33#�����0�8$�;�%�#�',9�:�%�+�0��*@$&�&�%#F&���

B�B�B�B�������7&(F8�&�0��)+8/#�('$)�*$+#�)(&��7&(F8�&�0��)+8/#�('$)�*$+#�)(&��7&(F8�&�0��)+8/#�('$)�*$+#�)(&��7&(F8�&�0��)+8/#�('$)�*$+#�)(&����

�'49���+49�	+'(9���'R��
�/(@$0�&�0��*$)1�#&'$)&�;�
� �+'(��0��0'1'&'$)&��+*,'0'�))�&�
� ��,*+,�0'#�*(�%�#�0/3')'('$)�0��,6/*#'(+#��06+)�)$82#���)�2�&����
��&�%�#('*+,'�#&�;�
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�1�*�,��*�,*+,�0��479�$)�#'&-+��067�%�&&�#�,��(�8%&�0��7���
�8+,('%,'*�('$)&��
�/(@$0��;�0/*$8%$&�#�7��)�2')�'#�9��(�*�,*+,�#�4�"A�A�%��$5�%�.�
���,)�7�I�,)�"���P�
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���,�$#'(@8����

IV Analyse combinatoire 
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I Structure de groupe 
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�$'(�	�+)�&$+&��#$+%��0����9P��0'33/#�)(�0��M�E�N�

�$'(���.��)3�	�∩��PA��

&'��� �̂E��,$#&�	��&(�0��,��3$#8����� ��0�8$���

&'���.�E��,$#&�	��&(�0�)&��0�)&���� ��0�8$���

 �&�&$+&��#$+%�&��00'('3&�0�����&$)(�0��0�+4�3$#8�&�;�

� 0'&*#�(&�;�0��,��3$#8�����
� 0�)&�&�0�)&���
�
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 ��
��
�

�����
D�

��
����K���
 �&�&$+&��#$+%�&�8+,('%,'*�('3&�0���PA��&$)(�0��0�+4�3$#8�&�;�

� 0'&*#�(&�;�0��,��3$#8�����

� 0�)&�&�0�)&��PA� � �+(','&�('$)�0+�8$#%@'&8���4%$)�)('�,��

L�L�L�L�������##�('$))�,&��##�('$))�,&��##�('$))�,&��##�('$))�,&����

∀��49�)��∈��P�×��A9�∃�G�7�∈��P�9�7
)�.4� ��0�8$��)�%#�)�)(��+%�M�(�∈��PA9�()�≤�4�N�<�+)'*'(/���

∀�)�∈��9�√)�∈�� ��)��&(�,��*�##/�06+)�)$82#���)('�#��

��C����&(�0�)&��0�)&�� ;�∀��49�7��∈��J9�4�U�7���∃�'�∈���C��9�4�U�'�U�7� ��0�8$���

O�O�O�O������
)&�82,�&��0=�*�)(&�
)&�82,�&��0=�*�)(&�
)&�82,�&��0=�*�)(&�
)&�82,�&��0=�*�)(&����

��/3�����(���&$)(�0'(&��0=�*�)(&�⇔ {�

��⊂����(���⊂���

��≠�∅��(���≠�∅�

∀���92��∈���×��9���≤�2�
∀�ε� �̂E9�∃���92��∈���×��9�E�U�2�����U�ε�

��@���'����(���&$)(��0=�*�)(&9��+%���.��)3������0�8$���
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I Définition et premières propriétés 


�
�
�
������ $'�0��*$8%$&'('$)��4(�#)�� $'�0��*$8%$&'('$)��4(�#)�� $'�0��*$8%$&'('$)��4(�#)�� $'�0��*$8%$&'('$)��4(�#)�����


4�8%,��;�%#$0+'(�06+)��&+'(��%�#�+)�&*�,�'#���

�)��,$'�0��*$8%$&'('$)��4(�#)��&+#�+)��)&�82,��
�0��0$8�')��06$%/#�(�+#&�Ω��&(�+)���%%,'*�('$)�0��Ω�×�
�1�#&�
��

"�"�"�"�������(#+*(+#��06�&%�*��1�*($#'�,��(#+*(+#��06�&%�*��1�*($#'�,��(#+*(+#��06�&%�*��1�*($#'�,��(#+*(+#��06�&%�*��1�*($#'�,����

�$'(�K�+)�*$#%&�*$88+(�('39��(�
�+)��)&�82,����

��&(�+)�K����&%�*��1�*($#'�,�&6',��&(�8+)'�06+)�� ���P�(�,,��-+���
9�P��&$'(�+)��#$+%���2/,'�)9��(�06+)�� �
���0��
0$8�')��06$%/#�(�+#&�K9�(�,,��-+��

∀��λ9�µ9�49�7��∈�K�J�× 
J9�

� λ����4�P�7��.�λ���4�P�λ���7�
"� �λ + µ����4�.�λ���4�P�µ���4�
B� λ .�µ���4��.���λ .µ�����4�
�� 
K���4�.�4�


4�8%,�&�;�&+'(�&�#/�,,�&9��9��J9��(*����
�$+(�*$#%&��&(�+)��&%�*��1�*($#'�,�&+#�*@�*+)�0��&�&�&$+&�*$#%&��

K�
)��&(�+)�K����&%�*��1�*($#'�,��


���&(�+)�K����&%�*��1�*($#'�,9�$5����&(�+)��)&�82,���(�
�+)��&%�*��1�*($#'�,��
K����&(�+)�K����&%�*��1�*($#'�,��
4�8%,��;�����9�2��
 �&�/,/8�)(&�06+)��&%�*��1�*($#'�,�&$)(��%%�,/&�1�*(�+#&9��(�,�&�/,/8�)(&�06+)�0$8�')��06$%/#�(�+#&�&$)(��%%�,/&�
&*�,�'#�&���

�)���,�F2#���$+�K����,�F2#����&(�+)�K����&%�*��1�*($#'�,�%$+#�P��(����(�+)��))��+�%$+#�P��(�×9�(�,�-+��
∀��λ9�49�7��∈�K�× 
J9�λ����4�×�7��.��λ���4��×�7�.�4�×��λ���7��

��)$('$)�06�,�F2#��*$88+(�('1����

4�8%,�&�;�� ����&(�+)�������,�F2#��*$88+(�('1��

%$+#�($+(�&$+&�*$#%&�K�6�0��K9�K��&(�+)��K�6����,�F2#��*$88+(�('1��

B�B�B�B�������$)&/-+�)*�&�0�&��4'$8�&��$)&/-+�)*�&�0�&��4'$8�&��$)&/-+�)*�&�0�&��4'$8�&��$)&/-+�)*�&�0�&��4'$8�&����

�
9�P���&(�+)��#$+%����',��&(�)$)�1'0��<�',�*$)('�)(�,��1�*(�+#�)+,9��(�*@�-+��/,/8�)(���&$)�&78/(#'-+���

∀��λ9�µ9�49�7��∈�KJ�× 
J9�

� λ ���4���7��.�λ���4���λ���7�
"� �λ � µ����4�.�λ���4���µ���4� � � � ��0�8$&���
B� EK���4�.�E
�

�� λ���4�.�E
�⇔��λ��.�EK�$+�4�.�E
���

II Sous–espaces vectoriels 


�
�
�
����������/3')'('$)�/3')'('$)�/3')'('$)�/3')'('$)����

��⊂�
�<����&(�&(�2,��%$+#�,�� �
�&'�∀��λ9�4��∈�K�×�
9�λ .�4�∈����

?�⊂�
��&(�+)�&$+&��&%�*��1�*($#'�,�0��
�&'�

• ?�&(�2,��%$+#�P��(���

• ?9�8+)'�0��,��,$'�')(�#)��')0+'(��%�#�P��(�0��,��,$'��4(�#)��')0+'(��%�#��9��&(�+)�K����&%�*��1�*($#'�,��

"�"�"�"��������#�*(/���#�*(/���#�*(/���#�*(/#'&�('$)#'&�('$)#'&�('$)#'&�('$)����

?�⊂�
��&(�+)�&$+&��&%�*��1�*($#'�,�0��
�&'� ��0�3���

• ?�≠�∅�

• ?�&(�2,��%$+#�P�

• ?�&(�2,��%$+#���

�$#$,,�'#��;�?�⊂�
��&(�+)�&$+&��&%�*��1�*($#'�,�0��
�&'� ��%#$%���

• ?�)$)�1'0��

• ∀��λ9�µ9�49�7��∈�KJ�× ?J9�λ . 4�P�µ���7�∈�?�
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L�

�$#$,,�'#��;�?�⊂�
��&(�+)�&$+&��&%�*��1�*($#'�,�0��
�&'� ��%#$%���

• ?�≠�∅�

• ∀��λ9�49�7��∈�K�× ?J9�λ . 4�P�7�∈�?�


4�8%,��;�?�.�M��4
9����9�4)��<��
���4
�P�����P��)���4)�.�E�N�$5��'�∈�K9��&(�+)�&$+&��&%�*��1�*($#'�,�0��K�)��
?��&(�+)��&$+&��,�F2#��0��
9�-+'��&(�+)��K����,�F2#�9�&'�;� ��0�3���

• ?�&(�2,��%$+#�P9�×9���
• ?��&(�+)�K����,�F2#��%$+#�,�&�,$'&�')0+'(�&�

• 

��∈�?�
?��&(�+)��&$+&��,�F2#��&'� � ��%#$%���

• ?�≠�∅�

• ∀��λ9�49�7��∈�K�× ?J9�λ . 4�P�7�∈�?��(�4�7�∈�?�

• 

��∈�?�

4�8%,��;� 6�)&�82,��0�&�&+'(�&�2$#)/�&�

B�B�B�B�������$+&��$+&��$+&��$+&�����&%�*�&�1�*($#'�,&��)��)0#/&�&%�*�&�1�*($#'�,&��)��)0#/&�&%�*�&�1�*($#'�,&��)��)0#/&�&%�*�&�1�*($#'�,&��)��)0#/&����

�$'(��?'�'∈��+)��3�8',,��0��&$+&��&%�*�&�1�*($#'�,&�0��
���,$#&�∩?'��&(�+)�&$+&��&%�*��1�*($#'�,�0��
����b�0�8$���

��*(����.�∩?'�$5��?'�'∈���&(�,��3�8',,��0�&�&$+&��&%�*�&�1�*($#'�,&�0��
�*$)(�)�)(�����

4�8%,��;�*$82')�'&$)�,')/�'#��0�)&��B��� ��0�8$���

�'���.�M�4
9����9�4%�N� ��*(����.�M�4�∈�
9�∃���
9����9��%��∈�K�%9�4�.�Σ��'�4'�N�;�,6�)&�82,��0�&�*$82')�'&$)&�,')/�'#�&�

�'��4'�'∈���&(�+)��3�8',,��3')'��0��1�*(�+#&�0��
9���*(�4'9�'�.�
��%��.�M�4�∈�
9�∃���
9����9��%��∈�K�%9�4�.�Σ��'�4'�N�

�'��4'�'∈���&(�+)��3�8',,��')3')'��0��1�*(�+#&�0��
9�+)��*$82')�'&$)�,')/�'#��0�&�1�*(�+#&�0��
��&(�+)�1�*(�+#�0��,��

3$#8��Σ�λ'�4'�$5��λ'�'∈���&(�+)��3�8',,��0��&*�,�'#�&�%#�&-+��($+&�)+,&9�*6�&(�:�0'#��&�+,&�+)�)$82#��3')'�06�)(#���+4�
&$)(�)$)�)+,&��
�4'���&(�+)�&7&(F8��0���/)/#�(�+#&�0����*(�4'<�'�.�
��%��

��������������$88��0��&$+&��$88��0��&$+&��$88��0��&$+&��$88��0��&$+&�����&%�*�&�1�*($#'�,&�&%�*�&�1�*($#'�,&�&%�*�&�1�*($#'�,&�&%�*�&�1�*($#'�,&����

��*(�?�∪����.�?�P��� ��0�8$���

�/)/#�,'&�('$)�;�?
�P�����P�?%�.�M�7�∈�
9�∃��4
9����9�4%��∈�?
�×�����×�?%9�7�.�Σ�4'�N�.���*(�∪�?'��

D�D�D�D�������$+&��$+&��$+&��$+&�����&%�*�&�1�*($#'�,&�&+%%,/8�)(�'#�&�&%�*�&�1�*($#'�,&�&+%%,/8�)(�'#�&�&%�*�&�1�*($#'�,&�&+%%,/8�)(�'#�&�&%�*�&�1�*($#'�,&�&+%%,/8�)(�'#�&����

��+4�&$+&��&%�*�&�1�*($#'�,&�?��(���0��
�&$)(�&+%%,/8�)(�'#�&�&'�

• 
�.�?�P���

• ?�∩���.�M�E�N�

�)�)$(���,$#&�
�.�?�⊕���

)�3�'(9�*�&�B�%#$%$&'('$)&�&$)(�/-+'1�,�)(�&9�&'�?��(���&$)(�0�+4�&$+&��&%�*�&�1�*($#'�,&�0��
�


� 
�.�?�⊕���

"� ∀�4�∈�
9�∃�G��79�R��∈�?�×��9�4�.�7�P�R� � � ��0�8$���

B� ∀�4�∈�
9�∃����79�R��∈�?�×��9�4�.�7�P�R��(�∀��79�R��∈�?�×��9�7�P�R�.�E���7�.�R�.�E�

�6$5�+)��2'=�*('$)��)(#��
��(�?�×���
�$+(�&$+&��&%�*��1�*($#'�,��08�(��+�8$')&�+)�&+%%,/8�)(�'#������������

III Applications linéaires 


�
�
�
�������/3')'('$)��/3')'('$)��/3')'('$)��/3')'('$)����

3�;�
�→�
6��&(�,')/�'#��&'�

• ∀��497��∈�
J9�3�4P7��.�3�4��P�3�7��

• ∀��49λ��∈�
�×�K9�3�λ�4��.�λ���3�4��
�'�3��(���&$)(�,')/�'#�&9�����3��&(�,')/�'#���
�'�3��&(�+)�'&$8$#%@'&8�9�3��
��&(�+)�'&$8$#%@'&8���


4�8%,��;�@$8$(@/('��1�*($#'�,,��.��%%,'*�('$)�,')/�'#��3�0��
�0�)&�
9�(�,,��-+��∃�λ�∈�K9�∀�4�∈�
9�3�4��.�λ 4�
�$)&/-+�)*�&�;��

3�E��.�E�
3��4��.��3�4��

∀��λ9�µ9�49�7��∈�K�J�× ?J9�3�λ . 4�P�µ���7��.�λ . 3�4��P�µ���3�7�� � ��P��/)/#�,'&�('$)������
3��&(�+)�8$#%@'&8��06�,�F2#��&'�*6�&(�+)���%%,'*�('$)�,')/�'#���(�+)�8$#%@'&8��06�))��+4��
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"�"�"�"�������%%,'*�('$)&�,')/�'#�&��(�&$+&��%%,'*�('$)&�,')/�'#�&��(�&$+&��%%,'*�('$)&�,')/�'#�&��(�&$+&��%%,'*�('$)&�,')/�'#�&��(�&$+&�����&%�*�&�1�*($#'�,&�&%�*�&�1�*($#'�,&�&%�*�&�1�*($#'�,&�&%�*�&�1�*($#'�,&����

�'�3�;�
�→�
�6��&(�,')/�'#�9�� 3�?���&(�+)�&$+&��&%�*��1�*($#'�,�0��
�6�� ��0�8$���
� � � 3�
�?�6���&(�+)�&$+&��&%�*��1�*($#'�,�0��
��

3�&+#=�*('1��⇔��8�3��.��6�

3�')=�*('1��⇔�\�#�3��.�M�N�


4�8%,��;�&'�
�.�?�⊕��9�$)�%�+(�*$))�[(#��,��*$8%$#(�8�)(�0��?�&'�$)�*$))�[(�&$)�*$8%$#(�8�)(�&+#�,�&�'8���&�0�&�
/,/8�)(&�0��?��(�&+#�*�+4�0����� ��0�8$���

�'�3�;�
�→�
�6��&(�,')/�'#�9�',��4'&(��?�(�,�-+��
�.�?�⊕�\�#�3��<��,$#&9�,6�%%,'*�('$)�0��?�1�#&��8�3��-+'�:�7��&&$*'��3�7���&(�+)�
'&$8$#%@'&8��� ��0�8$���

B�B�B�B������
&%�*��1�*($#'�,�$+��,�F2#��06�%%,'*�('$)&�,')/��
&%�*��1�*($#'�,�$+��,�F2#��06�%%,'*�('$)&�,')/��
&%�*��1�*($#'�,�$+��,�F2#��06�%%,'*�('$)&�,')/��
&%�*��1�*($#'�,�$+��,�F2#��06�%%,'*�('$)&�,')/�'#�&'#�&'#�&'#�&����

�)�)$(����
9
�6��,6�)&�82,��0�&��%%,'*�('$)&�,')/�'#�&�0��
�0�)&�
6��

��
9
�6���&(�+)�K����&%�*��1�*($#'�,��� ��0�8$���

��
9
��.���
���&(�+)��K����,�F2#��)$)�*$88+(�('1�9�,��%#$0+'(�/(�'(�,��*$8%$&'('$)��9�0'&(#'2+('1��%�#�#�%%$#(�:�P��
�'�3��(���&$)(�,')/�'#�&�0��
�1�#&�
�6��(�0��
�6�1�#&�
�669�����3��&(�,')/�'#��0��
�1�#&�
�669��(��

� �8�����3��⊂��8������
� \�#�3��⊂�\�#������3��
� ����3�.�E�⇔��8��3��⊂�\�#����� ��0�8$���
� �
��0/&'�)��,6�)&�82,��0�&��+($8$#%@'&8��0��
���#$+%�� ')/�'#����

��������������#$=�*(�+#&��#$=�*(�+#&��#$=�*(�+#&��#$=�*(�+#&����

�$'(�
�.�?�⊕����
%�;�
�→�
��&(�+)��%#$=�*('$)�0��
�&+#�?�%�#�,,F,�8�)(�:����&(�0/3')'���')&'�;�
∀�4�∈�
9�∃�G��79�R��∈�?�×��9�4�.�7�P�R�<�%�4��.�7�
� �,$#&�%��&(�,')/�'#��<��8��%��.�?�<�\�#��%��.���<�%���%�.��0
� ��0�8$&���

%�∈���
���&(�+)�%#$=�*(�+#�&'�%���%�.�%���,$#&�
�.�\�#��3��⊕��8��3�� ��0�8$���
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I Familles libres, liées, génératrices 


�
�
�
������?�8',,�&�,'2#�&9�3�8',,�&�,'/�&�?�8',,�&�,'2#�&9�3�8',,�&�,'/�&�?�8',,�&�,'2#�&9�3�8',,�&�,'/�&�?�8',,�&�,'2#�&9�3�8',,�&�,'/�&����

�)��3�8',,��3')'���4'��'�∈��%��&(�0'(��,'2#��&'��

∀���
9����9��%��∈�K %9�Σ��'�4'�.�E���∀�'�∈��%9��'�.�E�
�)�%�#,���+&&'�0��&7&(F8��0��1�*(�+#&�,')/�'#�8�)(�')0/%�)0�)(&��

�)��3�8',,��3')'���4'��'�∈��%��&(�0'(��,'/��&'��,,��)6�&(�%�&�,'2#�9�*6�&(�:�0'#��&'��

∃���
9����9��%��∈�K %9�Σ��'�4'�.�E��(�∃�'�∈��%9��'�≠�E�
�)�%�#,���+&&'�0��&7&(F8��0��1�*(�+#&�,')/�'#�8�)(�0/%�)0�)(&��
!$('$)&�&+#�,�&�3�8',,�&�;�

• �)��&$+&�3�8',,��0���4'��'∈����&(�0��,��3$#8���4'��'∈c�$5�c�⊂����
• �)��&+#�3�8',,��0���4'��'∈����&(�0��,��3$#8���4'��'∈\�$5���⊂�\��
• ��+4�3�8',,�&��4'��'∈����(��7'��'∈c��&$)(�0'&=$')(�&�&'���∩�c�.�∅��(�-+��∀��'9�=��∈���×�c9�4'�≠�7=�
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III Applications linéaires et dimension 
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��&(�0��0'8�)&'$)�')3')'�9�3�')=�*('1���(�3�&+#=�*('1��&$)(�')0/%�)0�)(&���*$)(#�4�8%,��;�0/#'1/��0��%$,7)Y8�&���

4�8%,�&�&+#�,�&�%#$=�*('$)&��(�,�&�&78/(#'�&�

B�B�B�B������
&%�*��1�*($#'�,�
&%�*��1�*($#'�,�
&%�*��1�*($#'�,�
&%�*��1�*($#'�,������
9
�6��
9
�6��
9
�6��
9
�6�����

��
4�8%,����

�'�0'8�
�≥�
��(�0'8�
�6�≥�
9��,$#&�0'8���
9
�6��.�0'8�
���0'8�
6���b�0�8$���

��������������+�,�06+)��&%�*��1�*($#'�,��+�,�06+)��&%�*��1�*($#'�,��+�,�06+)��&%�*��1�*($#'�,��+�,�06+)��&%�*��1�*($#'�,����

 ��0+�,�0��
9��)�(�)(�-+��K����&%�*��1�*($#'�,9��&(���
9�K�9�)$(/�
�A����&�/,/8�)(&�&$)(�)$88/�&�>3$#8�&�,')/�'#�&>��
�'�ϕ�∈�
�A9��8�ϕ��&(�+)�&$+&��&%�*��1�*($#'�,�0��K���6�&(�&$'(�M�E�N�&$'(�K�*�#�0'8�K�.�
���$)*�&$'(�ϕ�.�E�9�&$'(��,,���&(�
&+#=�*('1���\�#�ϕ��&(�&$'(�
�&'�ϕ�.�E9�&$'(�',���*$88��&+%%,/8�)(�'#��+)��&%�*��1�*($#'�,�0��0'8�)&'$)�
�*6�&(�:�0'#��
+)��0#$'(��1�*($#'�,,����
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�+)�&$+&��&%�*��1�*($#'�,�0��
�&+%%,/8�)(�'#��06+)��0#$'(��1�*($#'�,,���

	�@7%�#%,�)�0��
�⇔�∃�ϕ�∈�
�A9�	�.�\�#�ϕ9��(�ϕ ≠�E����0�8$���
�'�	��&(�+)�@7%�#%,�)�0��
�(�,�-+��	�.�\�#�ϕ
�.�\�#�ϕ"��,$#&�ϕ
��(�ϕ"�&$)(�%#$%$#('$))�,,�&����0�8$���
�

�$+#�
�0��0'8�)&'$)�3')'��)�≥�
�;�
	�@7%�#%,�)�0��
�⇔�0'8�	�.�)���
�
0'8�
�A�.�0'8�
� � ��0�8$���

!$('$)�0��2�&��0+�,����A�0��
�A�:�+)��2�&����0��
�;�∀��'9�=��∈��)�×��)9�2A=��2'��.�δ'=�

4�8%,��0�)&��B�;�,�&�3$)*('$)&�2A'=�&6�%%�,,�)(�,�&�3$#8�&�*$$#0$))/�&��
�$'(��&
9����9�&)��+)��2�&��0��
�A���,��4'&(��($+=$+#&�+)��2�&��0��
�(�,,��-+���&
9����9�&)��&$'(�&��0+�,���� ���4�8%,����

 6�))��+�0�&�3$#8�&�,')/�'#�&���1�*�%$+#�8+,('%,'*�('$)�×���&(�')(F�#���� ��
����Q���

0'8�?�P���.�0'8�?�P�0'8�����0'8�?�∩��� ��0�8$���

�%%,'*�('$)�;�� �'�
�.�?�P����(�0'8�?�P�0'8���.�0'8�
��,$#&�
�.�?�⊕���
� � �'�?�∩���.�M�E�N��(�-+��0'8�?�P�0'8���.�0'8�
��,$#&�
�.�?�⊕���
 6')(�#&�*('$)�0��0�+4�@7%�#%,�)&�0��
�0'&(')*(&���%$+#�0'8�)&'$)�0'8�
���"�� ��0�8$����

IV L'algèbre des nombres complexes 
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�
�
�������/3')'('$)�0��,6�)&�82,��0�&�)$82#�&�*$8%,�4�&��/3')'('$)�0��,6�)&�82,��0�&�)$82#�&�*$8%,�4�&��/3')'('$)�0��,6�)&�82,��0�&�)$82#�&�*$8%,�4�&��/3')'('$)�0��,6�)&�82,��0�&�)$82#�&�*$8%,�4�&����

•��)�0/3')'(�� *$88���J9�8+)'�0��&��&(#+*(+#��0�������&%�*��1�*($#'�,���
�)�0/3')'(�,��8+,('%,'*�('$)�*$88��;���9�2��×���69�26��.����6���2269��26�P��62��
�)�0/8$)(#��-+����9�P9�×���&(�+)�*$#%&�*$88+(�('3���)�'0�)('3'����*$88��+)�&$+&�*$#%&�0�����
���&(�0$)*�+)�������,�F2#��*$88+(�('1��0��0'8�)&'$)�"9�8�'&�',�)��%�+(��4'&(�#�06$#0#��*$8%�('2,���1�*�&�&�
$%/#�('$)&��� ��b�0�8$���

•��$)&(#+*('$)&�%$&&'2,�&�0����
� ��.��J�
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� ��.�����I��J�P�
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•� 6�%%,'*�('$)�;���→����&(�')1$,+('1�� ��0�8$���

�,�)67���-+��"��+($8$#%@'&8�&�0��*$#%&�0����;�,6'0�)('(/9��(�,6�%%,'*�('$)���→������0�8$���

"�"�"�"�������)(�#%#/(�('$)��/$8/(#'-+���)(�#%#/(�('$)��/$8/(#'-+���)(�#%#/(�('$)��/$8/(#'-+���)(�#%#/(�('$)��/$8/(#'-+�����

�)(�#%#/(�('$)��/$8/(#'-+��0��,��&$88��;�(#�)&,�('$)�
 ���#$+%����9�P���&(�'&$8$#%@���+��#$+%��0�&�(#�)&,�('$)&�0+�%,�)�%$+#�,��,$'���� ��0�8$���

B�B�B�B�������)(�#%#/(�('$)�(#'�$)$8/(#'-+���)(�#%#/(�('$)�(#'�$)$8/(#'-+���)(�#%#/(�('$)�(#'�$)$8/(#'-+���)(�#%#/(�('$)�(#'�$)$8/(#'-+�����

�$0+,��06+)�)$82#��*$8%,�4���SRS�.�√��R����.�√���J�P�2J���
• SRS�.�E�⇔�R�.�E�

• SR
�R"�S�.�SR
SSR"S� � ��0�8$���

• SR
�P�R"S�≤�SR
SPSR"S� ��0�8$��)�#//*#'1�)(�,��*$)*,+&'$)��+�*�##/���
�$)&/-+�)*�&�

• S Π�RWS�.�Π�SRWS�
• SR)S�.�SRS)�

• S Σ�RWS�≤�Σ�SRWS�
• SSR
S�SR"SS�≤�SR
���R"S�

�I���.���I�S�S�

U�.�M�R�∈��9�SRS�.�
�N��&(�+)��#$+%���2/,'�)�%$+#�×�� ��0�8$���

 6�%%,'*�('$)�� ��×�U�→�� 
� � �49�+��→�4�+� �&(�+)�'&$8$#%@'&8��0���#$+%��8+,('%,'*�('3���

� $5�,��,$'�×��&(�0/3')'��&+#���×�U�*$88��;��49�+��×��469�+6��.��4�469�+�+6��
�$#%@'&8���4%$)�)('�,�;��

∀�+�∈��9�∃�G���92��∈��J9�+�.���P�'�2��(�∃�θ�∈��9���.�*$&�θ���(�2�.�&')�θ��
 6�%%,'*�('$)�� ��→�U 
� � θ�→��'θ �&(�+)�8$#%@'&8��&+#=�*('3�0����9�P��&+#��U9�×�� ��0�8$���
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!$(�('$)�;��'θ�.�*$&�θ��P�'�&')�θ��
?$#8+,��0���$'1#��;� ∀��)9 θ)�∈�� ×��9���'θ�)�.��'θ)�
?$#8+,�&�06
+,�#�;� *$&�θ��.���'θ�����'θ��I�"� <�� &')�θ��.���'θ�P���'θ��I�"'�
�
?$#8+,�'#��(#'�$)$8/(#'-+��;�� � � � �&'*$*$&'�*$*$&'&'��
*$&��P2��.�*$&���*$&�2���&')���&')�2�
*$&���2��.�*$&���*$&�2�P�&')���&')�2�
&')��P2��.�&')���*$&�2�P�*$&���&')�2�
&')���2��.�&')���*$&�2���*$&���&')�2�

&')�%�P�&')�-�.�"�&')��%P-�I"��*$&��%�-�I"��
&')�%���&')�-�.�"�*$&��%P-�I"��&')��%�-�I"��
*$&�%�P�*$&�-�.�"�*$&��%P-�I"��*$&��%�-�I"��
*$&�%���*$&�-�.��"�&')��%P-�I"��&')��%�-�I"��

*$&�"���.�*$&J����&')J��.�
�"�&')J��.�"�*$&J����
� &')�"���.�"�&')���*$&���

*$&J��.�

�P�*$&�"�

" � &')J��.�

���*$&�"�

" �

�

�$)&/-+�)*�&�;�� �4%#�&&'$)�0��*$&�)θ���)�3$)*('$)�0��*$&W�θ�� ���4�8%,��;�+(','&�('$)�0���$'1#����

� � �4%#�&&'$)�0��*$&W�θ���)�3$)*('$)�0��*$&�)θ�� ���4�8%,��;�+(','&�('$)�06
+,�#���
�
��',�3�+(�*$))�[(#��,�&�3$#8+,�&�0��(#'�$)$8/(#'�����)(#�,�"EEE��
�

∀�R�∈��9�∃�θ�∈��9��'θ�.�R�I�SRS�<�θ��&(�+)��8�&+#��0��,6�#�+8�)(�0��R��
∀�R�∈��9�∃��ρ, θ��∈��PA�×��9�R�.�ρ��'θ�� ��3$#8��(#'�$)$8/(#'-+����


��,'(/�0��0�+4�*$8%,�4�&�⇔�
��,'(/�0��,�+#&�8$0+,�&��(�/��,'(/�:�"π�%#F&�06+)��8�&+#��0��,�+#��#�+8�)(��
 6�%%,'*�('$)�3�;��PA�×���→��9�(�,,��-+��3�ρ, θ��.�ρ��'θ��&(�+)�8$#%@'&8��&+#=�*('3�0���#$+%���

���������������*')�&�06+)�)$82#��*$8%,�4����*')�&�06+)�)$82#��*$8%,�4����*')�&�06+)�)$82#��*$8%,�4����*')�&�06+)�)$82#��*$8%,�4�����

��*')�&�*�##/�&�06+)�#/�,�)/��('3���0�)&���;�'√����(��'√��� ��0�8$���

��*')�&�*�##/�&�06+)�)$82#��*$8%,�4��;��4%#�&&'$)��,�/2#'-+�&�0�&�#�*')�&�*�##/�&� ��*�,*+,&���
��*')�&�)'F8�&�06+)�)$82#��*$8%,�4��)$)�)+,�;�3$#8�&�(#'�$)$8/(#'-+�&��

� �)�*@�#*@��R�(�,�-+��R)�.�]�.�ρ��'θ��
� �,��4'&(��=�∈��9�R�.�)√%����'��θ+ 2=π ) / )  �� � ��0�8$���

�)�.�M�R�∈��9�R)�.�
�N�
∀�]�∈��9�,�&�#�*')�&�)'F8�&�0��]�&$)(�RE���Z9��$5�Z�0/*#'(��)�� ��0�8$���
�)��&(�+)��#$+%��*7*,'-+��0��*�#0')�,�)��� � � ��0�8$���

�'��2Wπ ) / )��&(��/)/#�(�+#�0���)�⇔�W�∧�)�.�
� � ��0�8$���

-+�('$)�0+�"F8��0��#/�0�)&�� ;�8'&��&$+&�,��3$#8��*�)$)'-+��� ��*�,*+,&���

�)��/-+�('$)�0��0��#/�)��08�(�0�)&���)�#�*')�&��*�#(�')�&�%$+1�)(�H(#��0$+2,�&9�(#'%,�&�����
�
��
����O���
�)�)$82#��*$8%,�4���&(�0'(��,�/2#'-+��&6',��))+,��+)�%Y,7)$8��:�*$�33'*'�)(&�#�('$))�,&���6�&(�+)�*$#%&�0/)$82#�2,��
-+'�*$)('�)(�����)�)$82#��)$)��,�/2#'-+���&(�0'(�(#�)&*�)0�)(��
�

��>!��3�+(�',�%�&�&'�)�,�#�'*'�-+��,_�4%#�&&'$)�√R���8�')(�)�)(�0#$'(�0��*'(/�0�%+'&�0�&�0/*�))'�&�0�)&�,�&�
*�,*+,�(#'*�&��(�,$�'*'�,&�0��*�,*+,����%,�9���(@�8�('*�9��(*d ��a��,�&+33'(�0��,��%#$)$)*�#�e#�*')��*�##/��%#')*'%�,�f�;�

*_�&(�*�,,��0$)(�,_�#�+8�)(��&(�0�)&���πI"<�πI"��>� ���)(#�,�
QQQ�<����8/3'�#��

V Equations différentielles linéaires 


�
�
�
������
-+�('$)&�0'33/#�)('�,,�&�
-+�('$)&�0'33/#�)('�,,�&�
-+�('$)&�0'33/#�)('�,,�&�
-+�('$)&�0'33/#�)('�,,�&����

�)��/-+�('$)�0'33/#�)('�,,���&(�+)��/-+�('$)�-+'�,'��+)��3$)*('$)9�&��1�#'�2,���(�-+�,-+�&�+)�&�0��&�&�0/#'1/�&��

-+�('$)�0'33/#�)('�,,��06$#0#��
�;�?�49�79�76��.�E���$5�7��&(�+)��3$)*('$)�0/#'1�2,��0�)&�+)�')(�#1�,,����

4�8%,��;�4�P�7�76�.�E�
�/3')'('$)�06+)��&$,+('$)�0��,6/-+�('$)�0'33/#�)('�,,���

-+�('$)�0'33/#�)('�,,��06$#0#��"�;�?�49�79�769�766��.�E���$5�7��&(�+)��3$)*('$)�0/#'1�2,��0�+4�3$'&�0�)&�+)�')(�#1�,,����
�
�����L���
 6�)&�82,��0�&�&+'(�&�1/#'3'�)(�+)��#�,�('$)�0��#/*+##�)*��,')/�'#��06$#0#��)�3$#8��+)������&%�*��1�*($#'�,�0��
0'8�)&'$)�)���)�%�+(�*@�#*@�#�+)��2�&��&$+&�,��3$#8��06+)��&+'(���/$8/(#'-+�9�*��-+'��2$+('(�:�+)��/-+�('$)�
*�#�*(/#'&('-+��0��0��#/�)���#g*��:�*�((��/(+0��$)�%�+(�0/(�#8')�#�,6�4%#�&&'$)��/)/#�,��0��(�,,�&�&+'(�&��
���,�3�+(�&�1$'#�,��3�'#�����"EEE��
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-+�('$)�0'33/#�)('�,,��,')/�'#��06$#0#��
�
-+�('$)�0'33/#�)('�,,��,')/�'#��06$#0#��
�
-+�('$)�0'33/#�)('�,,��,')/�'#��06$#0#��
�
-+�('$)�0'33/#�)('�,,��,')/�'#��06$#0#��
����


,,���&(�0��,��3$#8��� ��4��76�P�2�4��7�.�*�4�� $5��9�29�*�&$)(�*$)(')+�&�0�)&�+)�')(�#1�,,���9�

� � � � � � �(�∀�4�∈��9���4��≠�E��
 �&�&$,+('$)&�0��,6/-+�('$)�&�)&�&�*$)0�8�82#��3$#8�)(�+)������&%�*��1�*($#'�,�0��0'8�)&'$)�
��� ��0�8$���

�$'(�4E�∈����

 6�%%,'*�('$)�ϕE�;���→���9�ϕE�4��.��4%�
�
�

�
�
�

���
4E

4

2�(�
��(��0( ��&(�+)��2�&��0��*�(��&%�*��1�*($#'�,�����&$,+('$)�P��/)/#�(#'*����

�����)6�&(�1#�'�-+6�)�0'8�)&'$)�
���"EEE���


-+�('$)��1�*�"F8��8�82#��;�,�&�&$,+('$)&�&$)(�7E�P�ϕ9�$5�ϕ��&(�+)��&$,+('$)�0��,6/-+�('$)�&�)&�&�*$)0�8�82#�9��(�7E�
+)��&$,+('$)�0��,6/-+�('$)��1�*�&�*$)0�8�82#���� ��0�8$���

4�8%,��;�76�P�7�.�4���
 �&�&$,+('$)&�06+)��/-+�('$)�0'33/#�)('�,,��:�*$�33'*'�)(&�*$)&(�)(&�&$)(�,�&�3$)*('$)&�0/3')'�&�&+#��9�0��,��3$#8���

4�→�λ�������2�I�����49��� $5�λ��&(�+)��*$)&(�)(��#/�,,��-+�,*$)-+��
��*@�#*@��06+)��&$,+('$)�%�#('*+,'F#���1�*�"F8��8�82#��;�

• �'�*��&(�+)�%$,7)Y8��0��0��#/�)9�$)�%#�)0�%$+#�7E�+)�%$,7)Y8��0��0��#/�)�&'�2�≠�E9��(�0��0��#/�)�P�
�&'�2�.�E�
• �'�*��&(�0��,��3$#8���α4�����4��$5���4���&(�+)�%$,7)Y8��0��0��#/�)�;�$)�%$&��Z�4��.�7�4�I�α4��(�$)�%#�)0�%$+#�Z�

+)�%$,7)Y8��0��0��#/�)�&'��α4�)6�&(�%�&�&$,+('$)�0��,6/-+�('$)�&�)&�&�*$)0�8�82#�9��(�)P
�&'��α4��&(�&$,+('$)���

�'�*��&(�&')�α4�9�$)�*@�#*@��7E�0��,��3$#8���λ &')�α4��P�µ *$&�α4��
�/#'1/��06+)��3$)*('$)�:�1�,�+#�*$8%,�4��;�∀�3�∈���9�3�6�.�����3���6��P�'���8�3���6�

∀���∈��9�������0��6�.����������0�� ��0�8$���

�'�*��&(�0��,��3$#8���α4�&')�β4����4��$+��α4�*$&�β4����4���$5����&(�+)���%%,'*�('$)�%$,7)Y8��9�$)�,�+#��&&$*'��
,6/-+�('$)�0'33/#�)('�,,��0�)&���;��

��76�P�27�.����αP'β�4���4�9�0$)(�$)�(#$+1��+)��&$,+('$)�%�#('*+,'F#��*$88��%$+#�*�.��α4�����4���(�$)��)�%#�)0�,��%�#('��
#/�,,��$+�'8��')�'#���
��8�#-+��;��'�*��&(�+)��&$88��06�%%,'*�('$)&9�,��&$88��06/-+�('$)&�%�#('*+,'F#�&��1�*�*@�-+��&�*$)0�8�82#���&(�
+)��&$,+('$)�%�#('*+,'F#��0��,6/-+�('$)��/)/#�,���
�/(@$0��0��1�#'�('$)�0��,��*$)&(�)(��;�
��4��76�P�2�4��7�.�*�4��� $5���)��&6�))+,��%�&���)�&�'(�(#$+1�#�,�&�&$,+('$)&�0��,6/-+�('$)�&�)&�&�*$)0�8�82#���
�$,+('$)�%�#('*+,'F#��;�$)�*@�#*@��*$88��&$,+('$)�;�

� 7E�4��.�λ�4���4%�
�
�

�
�
�

���
4E

4

2�(�
��(��0( �. λ�4� ϕ0�4��

�,$#&�λ6�4��.� *�4�

��4��ϕ0�4�
��',�&+33'(�0��(#$+1�#�+)��%#'8'('1�� � ��0�8$���

���,�3�+(�8�[(#'&�#�*�((��8/(@$0�����)(#�,�"EEE���


4�8%,��;�76�&')4�P�7�*$&4�.�
I*$&4�&+#���E�<�πI"���

B�B�B�B������
-+�('$)&�0'33/#�)('�,,�&�,')/�'#�&�06$#0#��"�:�*$�33'*'�)(&�*$)&(�)(&�
-+�('$)&�0'33/#�)('�,,�&�,')/�'#�&�06$#0#��"�:�*$�33'*'�)(&�*$)&(�)(&�
-+�('$)&�0'33/#�)('�,,�&�,')/�'#�&�06$#0#��"�:�*$�33'*'�)(&�*$)&(�)(&�
-+�('$)&�0'33/#�)('�,,�&�,')/�'#�&�06$#0#��"�:�*$�33'*'�)(&�*$)&(�)(&����

��766�P�2�76�P�*�7�.�0�4�� � $5���≠�E9��(�0�+)��3$)*('$)�*$)(')+��&+#���
 �&�&$,+('$)&�0����766�P�2�76�P�*�7�.�E�3$#8�)(�+)������&%�*��1�*($#'�,���)�*@�#*@��0�&�&$,+('$)&�&$+&�,��3$#8��4�→��#�4�
0$)*���#J�P�2�#�P�*�.�E� �/-+�('$)�*�#�*(/#'&('-+���

�'�∆�.�2J������*� �̂E�;�#
��(�#"9�0�+4�#�*')�&�#/�,,�&�0'&(')*(�&��7
�.��#
4��(�7"�.��#"4�&$)(�,'2#�&� � ��0�8$���

�'�∆�.�2J������*�.�E�;�#9�+)��#�*')��0$+2,���7
�.��#
4��(�7"�.�4��#
4�&$)(�,'2#�&9��(�7"��&(�&$,+('$)� � ��0�8$���

�'�∆�.�2J������*�U�E�;�#
�.�α�P�'�β �(��
��.�α���'�β9�0�+4�#�*')�&�*$8%,�4�&�*$)=+�+/�&���
7
�.��

αx��*$&�β4��(�7"�.��αx��&')�β4�&$)(�,'2#�&9��(�&$,+('$)&� ��b0�8$���
�,$#&9�,�&�7
��(�7"�&$)(��/)/#�(#'*�&�� ���
����
����
����
�����
�$)*�,��0'8�)&'$)�0��,6�&%�*��1�*($#'�,�0�&�&$,+('$)&�0��,6/-+�('$)�0'33/#�)('�,,���&(�0��"��
�$,+('$)&�0��,6/-+�('$)��1�*�"F8��8�82#��;�
�$+(�&�,�&�&$,+('$)&�&$)(�$2(�)+�&��)��=$+(�)(�:�+)��&$,+('$)�%�#('*+,'F#��7E�($+(�&�,�&�&$,+('$)&�0��,6/-+�('$)�&�)&�"��
8�82#���
��*@�#*@��06+)��&$,+('$)�%�#('*+,'F#��7E�;�

• �'�0��&(�+)�%$,7)Y8��0��0��#/�)9�$)�%#�)0�%$+#�7E�+)�%$,7)Y8��0��0��#/�)�&'�*�≠�E9�0��0��#/�)P
�&'�*�.�E��(�2�≠�
E��(�0��0��#/�)P"�&'�*�.�2�.�E��

• �'�0�4��.��W4���4��$5���%$,7)$8��0��0��#/�)9�$)�*@�#*@��7E�.��W4�RE�4��$5�RE�4���&(�+)�%$,7)Y8��0��0��#/�)�&'�W�
)6�&(�%�&�&$,+('$)�0��,6/-+�('$)�*�#�*(/#'&('-+�9�0��0��#/�)P
�&'�W��&(�#�*')��&'8%,���(�)P"�&'�W��&(�#�*')��0$+2,���

• �'�0�4��.��(α + i�β)x���4�9�$)�%#$*F0��0��8H8���
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I Généralités 


�
�
�
�������/3')'('$)�06+)��&+'(���/3')'('$)�06+)��&+'(���/3')'('$)�06+)��&+'(���/3')'('$)�06+)��&+'(�����

�)��&+'(���&(�+)���%%,'*�('$)�0����0�)&�
��

"�"�"�"������
4�8%,�&�
4�8%,�&�
4�8%,�&�
4�8%,�&����

�+)��*$)&(�)(��⇔�∀�)�∈��9�+)�.�+E�
�+)��&(�('$))�'#��⇔�∃�)E�∈��9�∀�)�∈��9�)�≥�)E���+)�.�+)E�
�+)���#'(@8/('-+��⇔�∃�#�∈��9∀�)�∈��9�+)P
�.�+)�P�#�
� �,$#&�+)�.�+E���#�)�

� 
(��)�.��)P
��+E�P�#���)����)P
��I�"�

�+)���/$8/(#'-+��⇔�∃�-�∈��9∀�)�∈��9�+)P
�.�-���+)�
� �,$#&�+)�.�-)�+E�
� 
(��)�.� +E����
���-)P
�I�
���-��� &'�-�≠�
�
� � +E����)�P�
�� � &'�-�.�
�

B�B�B�B�������(#+*(+#��0����(#+*(+#��0����(#+*(+#��0����(#+*(+#��0���
�
����

����&(�+)��� ���,�F2#��*$88+(�('1��0��0'8�)&'$)�')3')'����0�8$����

��������������+'(�&��4(#�'(�&��+'(�&��4(#�'(�&��+'(�&��4(#�'(�&��+'(�&��4(#�'(�&����

�$'(��+)� ∈����<�$)��%%�,,��&+'(���4(#�'(��0���+)��+)��&+'(���1)�9�(�,,��-+��

� ∃�ϕ�;�� →���&(#'*(�8�)(�*#$'&&�)(�9�∀�)�∈��9�1)�.�+ϕ�)��

ϕ��&(�&(#'*(�8�)(�*#$'&&�)(��� ⇔�∀�)�∈��9�ϕ()P
�� �̂ϕ�)��
� � � � ⇔�∀��%9�-��∈��J9�%� �̂-���ϕ�%�� �̂ϕ�-��
� � � � ��∀�)�∈��9�ϕ()��≥�)�

4�8%,�&�;�&+'(�&��4(#�'(�&�0�&�(�#8�&�0��#�)��%�'#�$+�'8%�'#9�&+'(��(#$)-+/�����

D�D�D�D�������+'(���(�#�,�('$)�06$#0#���+'(���(�#�,�('$)�06$#0#���+'(���(�#�,�('$)�06$#0#���+'(���(�#�,�('$)�06$#0#�����

�+)��8�=$#/��⇔�∃���∈��9�∀�)�∈��9�+)��≤���
�+)��8')$#/��⇔�∃�8�∈��9�∀�)�∈��9�+)��≥�8�
�+)��2$#)/��⇔��+)��8�=$#/���(�8')$#/��

�+)��8�=$#/��⇔��+)��8�=$#/��:�%�#('#�06+)�*�#(�')�#�)����0�8$���

�+)��8')$#/��⇔��+)��8')$#/��:�%�#('#�06+)�*�#(�')�#�)��

�+)��2$#)/��⇔��+)��2$#)/��:�%�#('#�06+)�*�#(�')�#�)��

�+)��2$#)/��⇔�∃���∈��P9�∀�)�∈��9�S+)S�≤������0�8$���
�+)��*#$'&&�)(��⇔�∀�)�∈��9�+)�≤�+)P
�
�+)��&(#'*(�8�)(�*#$'&&�)(��⇔�∀�)�∈��9�+)�U�+)P
�
�+)��*#$'&&�)(��⇔�∀��%9�-��∈��J9�%�U�-���+%�≤�+-�
� ��0��8H8��%$+#�,�&�&+'(�&�0/*#$'&&�)(�&���

II Suites convergentes 


�
�
�
�������/3')'('$)��/3')'('$)��/3')'('$)��/3')'('$)����

�+)��*$)1�#���1�#&���⇔�∀�ε�∈��P9�∃�)E�∈��9�∀�)�∈��9�)�≥�)E���S+)�����S�≤�ε�
� � � � � � *6�&(�:�0'#������ε�≤�+)�≤���P�ε��

*6�&(�:�0'#��+)�∈������ε9���P�ε���
�+)��*$)1�#���1�#&���⇔�∀�ε�∈��P9�∃�)E�∈��9�∀�)�∈��9�)�≥�)E���S+)�����S�UUUU�ε�
!$(�('$)�;��+)��→���
�'��+)��→����,$#&����&(�+)'-+����)�,6�%%�,,��,'8'(��0���+)�9�)$(/�,'8�+)����0�8$���
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�+)��→���⇔��+)������→�E�

"�"�"�"������ '8'(���(�#�,�('$)�06$#0#�� '8'(���(�#�,�('$)�06$#0#�� '8'(���(�#�,�('$)�06$#0#�� '8'(���(�#�,�('$)�06$#0#�����

�)��&+'(��*$)1�#��)(���&(�+)��&+'(��2$#)/�����0�8$��(�*$)(#�4�8%,��0��,��#/*'%#$-+����

�+)��→������S+)S��→�S��S�� ��0�8$���

B�B�B�B������
4�8%,�&�
4�8%,�&�
4�8%,�&�
4�8%,�&����

�+'(��*$)&(�)(�9�&(�('$))�'#�9��
I)�) Ê9�&+'(�&��/$8/(#'-+�&�0��#�'&$)�-�∈���
9�
��&$)(�*$)1�#��)(�&����0�8$���
�+)��→������$+(��&+'(���4(#�'(��0���+)��*$)1�#���1�#&���� ��0�8$���
�'�$)��4(#�'(�:��+)��0�+4�&+'(�&�-+'�*$)1�)��)(�1�#&�"�,'8'(�&�0'&(')*(�&9��,$#&��+)��0'1�#����
�'�$)��4(#�'(�:��+)��+)��&+'(��0'1�#���)(�9��,$#&��+)��0'1�#����


4;��&')�)πI"����&(�0'1�#���)(���
�
�����O���
�+'(�&�@$8$�#�%@'-+�&�;�+)P
�.����+)�P�2��I��*�+)�P�0��<��)�/(+0'��,6/-+�('$)�*4J�P��0���4���2�.�E��
�'��,,����"�#�*')�&9�4��(�79�$)�0/8$)(#��-+���+)���4��I��+)���7���&(��/$8/(#'-+����

�+'1�)(�,��#�%%$#(9��+)��→�49��+)��→�7�$+��+)���&(�%/#'$0'-+��0��%/#'$0��"��
�'��,,����+)��&�+,��#�*')�9�49�$)�0/8$)(#��-+��
�I��+)���4���&(��#'(@8/('-+�9�0$)*��+)��→�4��

�������������
4(�)&'$)�:��
4(�)&'$)�:��
4(�)&'$)�:��
4(�)&'$)�:��
����
����

�+)��0'1�#���1�#&�P∞�⇔�∀�Α�∈��9�∃�)E�∈��9�∀�)�∈��9�)�≥�)E���+)�≥���
�+)��0'1�#���1�#&��∞�⇔�∀�Α�∈��9�∃�)E�∈��9�∀�)�∈��9�)�≥�)E���+)�≤���
!$(�('$)�;��+)��→�P∞�
�+)��→�P∞����$+(��&+'(���4(#�'(��0���+)��0'1�#���1�#&�P∞�

III Convergence et structure de � 


�
�
�
�������%/#�('$)&�&+#�,�&�,'8'(�&��%/#�('$)&�&+#�,�&�,'8'(�&��%/#�('$)&�&+#�,�&�,'8'(�&��%/#�('$)&�&+#�,�&�,'8'(�&����

 �&�&+'(�&�#/�,,�&�*$)1�#��)(�&�3$#8�)(�+)��&$+&��,�F2#��0����9��(�,6�%%,'*�('$)�-+'�:��+)���&&$*'��,'8�+)���&(�+)�
8$#%@'&8��06�,�F2#��;�
� ,'8�+)�P�1)��.�,'8�+)��P�,'8�1)�� � ��0�8$���
� ,'8�+)���1)��.�,'8�+)����,'8�1)�� � ��0�8$���

� ,'8�λ�+)��.�λ�,'8�+)�� � � ��0�8$���
� ,'8�1)�I�+)��.�,'8�1)��I�,'8�+)�� � ��0�8$���


4(�)&'$)�:��
�
�

�+)��→�P∞��(��1)��→������+)�P�1)��→�P∞� � ��0�8$���

�&$88�9�%#$0+'(&9��(�')1�#&�&�0��,'8'(�&��1�*�∞��
�

��
����
E���
�$)1�#��)*���)�8$7�))��0���/&�#$�;�&'�+)��&+'(��(�)0�1�#&�+)�#/�,9�',��)��&(�0��8H8��%$+#�,��&+'(��0/3')'��*$88��,��
8$7�))���#'(@8/('-+���$+�%$)0/#/���0�&�)�%#�8'�#&�/,/8�)(&�0��,��&+'(���
 �88��0��,6�&*�,'�#�;�&'��+)P
���+)��(�)0�1�#&�+)�#/�,��9��+)I)��(�)0�1�#&����
�
��
����

���
 ��&�+,��+($8$#%@'&8��0�����&(�,6'0�)('(/��

"�"�"�"�������$8%���$8%���$8%���$8%�#�'&$)�0�&�,'8'(�&#�'&$)�0�&�,'8'(�&#�'&$)�0�&�,'8'(�&#�'&$)�0�&�,'8'(�&����

,'8�+)��U�,'8�1)����∃�)E�∈��9�∀�)�∈��9�)�≥�)E���+)�U�1)�
�$)(#�%$&/��;�∃�)E�∈��9�∀�)�∈��9�)�≥�)E���+)�≤�1)�
� � �,$#&�,'8�+)��≤�,'8�1)��
�@/$#F8��0�&�B�&+'(�&��$+�0�&���)0�#8�&��;�∃�)E�∈��9�∀�)�∈��9�)�≥�)E���+)�≤�1)�≤�Z)��(�,'8�+)��.�,'8�Z)���

�,$#&�,'8�1)��.�,'8�+)��.�,'8�Z)��


4(�)&'$)�:��
�
�

∃�)E�∈��9�∀�)�∈��9�)�≥�)E���+)�≤�1)��
+)�→�P∞���1)�→�P∞�
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1)�→��∞���+)�→��∞�

B�B�B�B�������+'(�&�8$)$($)�&��+'(�&�8$)$($)�&��+'(�&�8$)$($)�&��+'(�&�8$)$($)�&����

�+)��*#$'&&�)(���(�8�=$#/�����,,��*$)1�#���� ��0�8$���

�+)��*#$'&&�)(���(�)$)�8�=$#/�����,,��0'1�#���1�#&�P∞� ��0�8$���
� ��0��8H8��%$+#��+)��0/*#$'&&�)(�����

��)���&(�+)��&+'(��0��&��8�)(&��82$'(/&�&'��)�.���)9�2)�9�$5���)���&(�*#$'&&�)(�9��2)��0/*#$'&&�)(�9��(�∀�)�∈��9��)�U�2)�
� �,$#&��,'8��)�9�,'8�2)���.�∩���)9�2)�� ��0�8$���
�'���)���&(�*#$'&&�)(�9��2)��0/*#$'&&�)(�9��(�,'8�2)����)��.�E9���)���(��2)��&$)(�0'(�&��0=�*�)(�&��
��+4�&+'(�&��0=�*�)(�&�*$)1�#��)(�1�#&�,��8H8��,'8'(�� ��0�8$���
�@/$#F8��0���$,R�)$�@/$#F8��0���$,R�)$�@/$#F8��0���$,R�)$�@/$#F8��0���$,R�)$����h �'�#&(#�&&h �'�#&(#�&&h �'�#&(#�&&h �'�#&(#�&&�����F8���;�0��($+(��&+'(��2$#)/��0����$)�%�+(��4(#�'#��+)��&+'(��*$)1�#��)(��
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IV Approximation d'un réel 
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�������%%#$4'8�('$)�%�#�0�&�#�('$))�,&��%%#$4'8�('$)�%�#�0�&�#�('$))�,&��%%#$4'8�('$)�%�#�0�&�#�('$))�,&��%%#$4'8�('$)�%�#�0�&�#�('$))�,&����

�$+(�#/�,��&(�,'8'(��06+)��&+'(��0��#�('$))�,&�� ��0�8$���

"�"�"�"�������%%#$4'8�('$)�0/*'8�,���%%#$4'8�('$)�0/*'8�,���%%#$4'8�('$)�0/*'8�,���%%#$4'8�('$)�0/*'8�,�����

∀�4�∈���9�∀�)�∈��9�∃�G�%)�∈��9�%)�I�
E)�≤�4�U��%)�P�
��I�
E)� � ��b0�8$���
�)�%$&���4)��.��%)�I�
E)���(��7)��.���%)�P�
��I�
E)��
�4)���(��7)��&$)(��0=�*�)(�&�� ��0�8$���

�)�%$&���)�.�%)P
���
E�%)�∈�ME9�
9����9�QN�
��($+(�#/�,�4�$)��&&$*'��+)��&+'(��06�)('�#&���)��(�,&�-+���E�∈����(�∀�)�∈��A9��W�∈�ME9�
9����9�QN��1�*�

�
+∞

=
=

0k
k

k

10
a

x � ��/1�,$%%�8�)(�0/*'8�,�',,'8'(/�0��4��� ��0�8$���

�)���∀�)�∈��9�∃�%�∈��9�%� �̂)��(��%�≠�Q� ��0�8$�%�#�,6�2&+#0����

�/*'%#$-+��;���($+(��&+'(����)��(�,,��-+���

�E�∈��9��
∀�W�∈��A9��W�∈�ME9�
9����9�QN�9�
∀�)�∈��9�∃�%�∈��9�%� �̂)��(��%�≠�Q�

� $)��&&$*'��+)�#/�,�4�(�,�-+��4�.�Σ��WI
EW�� ��0�8$���
���&(�)$)�0/)$82#�2,�� � � � ��0�8$�%�#�,6�2&+#0����

���&(�/-+'%$(�)(�:�"����)��&(�/-+'%$(�)(�:���� �������%/���
�/1�,$%%�8�)(�0/*'8�,�06+)�#�('$))�,�;�+)�)$82#���&(�#�('$))�,�&'��(�&�+,�8�)(�&6',��4'&(��+)��%/#'$0��0�)&�,��
0/1�,$%%�8�)(�0/*'8�,�0��*�,+'�*'���0�8$����Q���

V Comparaison des suites 
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��������,�('$)�0��0$8')�('$)���,�('$)�0��0$8')�('$)���,�('$)�0��0$8')�('$)���,�('$)�0��0$8')�('$)����

�+)���&(�0$8')/��%�#��1)��⇔�∃�α� �̂E9�∃�)E�∈��9�∀�)�∈��9�)�≥�)E���S+)S�≤�αS1)S�
!$(�('$)�;��+)��.���1)��
 ��#�,�('$)�0��0$8')�('$)��&(�#/3,�4'1���(�(#�)&'('1����� � � ��b0�8$���

�+)��.���1)��⇔�∃�)E�∈��9�∃��Z)�)�≥�)E�∈���9��+)��)�≥�)E�.��1)��)�≥�)E�×��Z)��)�≥�)E��(��Z)��)�≥�)E�2$#)/����0�8$���
��&�%�#('*+,'�#�;��'���)��∈ ��A��9��+)��.���1)��⇔��+)�I�1)��2$#)/��

• �+)��.���Z)���(��1)��.���Z)���� ���+)�P�1)��.���Z)��

• �+)��.���Z)���(��1)��.���4)�� � ���+)�×�1)��.���Z)�×�4)��� ��0�8$���

• �+)��.���1)��� � � ���λ�+)��.���1)��
�'��+)��.���1)���(��1)��→�E��,$#&��+)��→�E� � � � � ��0�8$���

�'�∃�)E�∈ �9�∀�)�∈��9�)�≥�)E���
n

1n

n

1n

v
v

u
u ++ ≤ ��,$#&��+)��.���1)�� � ��0�8$���

�$#$,,�'#��;��'�∃�)E�∈ �9∀�)�∈��9�)�≥�)E���
n

1n

n

1n

v
v

u
u ++ ≤ ��(��1)��→�E��,$#&��+)��→�E�
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�'�∃�W�∈��� 9��+)P
�I�+)���→�W��,$#&��
• SWS�U�
����+)��→�E�
• SWS� �̂
����S+)S��→�P∞� � � ��0�8$���

"�"�"�"��������,�('$)�0��%#/%$)0/#�)*����,�('$)�0��%#/%$)0/#�)*����,�('$)�0��%#/%$)0/#�)*����,�('$)�0��%#/%$)0/#�)*�����

�+)���&(�)/�,'���2,��0�1�)(��1)��� ⇔��1)���&(�%#/%$)0/#�)(��0�1�)(��+)���

⇔��∀�α� �̂E9�∃�)E�∈��9�∀�)�∈��9�)�≥�)E���S+)S�≤�αS1)S�
!$(�('$)�;��+)��.�$�1)�� �
 ��#�,�('$)�0��%#/%$)0/#�)*���&(�(#�)&'('1���� ��0�8$���

• �+)��.�$�1)���� � � ���+)��.���Z)��

• �+)��.�$�1)���(��1)��.���Z)��� � ���+)��.�$�Z)��

• �+)��.���1)���(��1)��.�$�Z)��� � ���+)��.�$�Z)��

• �+)��.�$�1)���(��Z)��.�$�4)��� � ���+)�P�Z)��.�$�1)�P�4)��

• �+)��.�$�1)���(��Z)��.�$�4)��� � ���+)�×�Z)��.�$�1)�×�4)�� ��0�8$���
• �+)��.�$�1)�� � � � ���λ�+)��.�$�1)��
�+)��.�$�1)��⇔�∃�)E�∈��9�∃��h )�)�≥�)E�∈���9��+)��)�≥�)E�.��1)��)�≥�)E�×��Z)��)�≥�)E��(��Z)��)�≥�)E�→�E���0�8$���

��&�%�#('*+,'�#�;��'��1)��∈ ��A���9��+)��.�$�1)��⇔��+)�I�1)��→�E�

4�8%,�&�;���,)�)����.�$�)2�� �)2��.�$�*)�� �*)��.�$�)G��

B�B�B�B��������,�('$)�06/-+'1�,�)*����,�('$)�06/-+'1�,�)*����,�('$)�06/-+'1�,�)*����,�('$)�06/-+'1�,�)*�����

�+)��b��1)��⇔��+)���1)��.�$�1)���� � �6�&(�+)��#�,�('$)�06/-+'1�,�)*��� ���
�����

�+)��b��1)��⇔�∃�)E�∈��9�∃��Z)�)�≥�)E�∈���9��+)��)�≥�)E�.��1)��)�≥�)E�×��Z)��)�≥�)E��(��Z)��)�≥�)E�→�
���0�8$���
��&�%�#('*+,'�#�;��'��1)��∈ ��A���9��+)��b��1)��⇔��+)�I�1)��→�
�

4�8%,�&�;��&')�+)��b��+)��� ��+)���
��b��+)�� � �,)�+)P
���b��+)��

�'��+)��b��1)���(��1)��→���∈��
�
9��,$#&��+)��→���� ��0�8$���

�'��+)��b��1)���(��Z)��b��4)�9��,$#&�;�

• �+)�Z)��b��1)�4)��

• �+)�I�Z)��b��1)�I�4)���&'�,��0'1'&'$)��&(�%$&&'2,��

• �'��1)��.�$�4)���,$#&��+)�P�Z)��b��4)��

• �'�∃�)E�∈��9�∀�)�∈��9�)�≥�)E���1)� �̂E��(�4)� �̂E��,$#&��+)�P�Z)��b��1)�P�4)��
• �'�∃�α�∈��9��4)��b��α�1)�9��,$#&�;�

• �'�α�≠��
9��,$#&��+)�P�Z)��b���
Pα��1)��
• �'�α�.��
9��,$#&��+)�P�Z)��.�$�1)�� � ���
������


4�8%,�&�&+#�,�&�&+'(�&�3#�*('$)&�0��%$,7)Y8�&��

VI Suites complexes 


�
�
�
��������������������,�F2#��0�&�&+'(�&�*$8%,�4�&��,�F2#��0�&�&+'(�&�*$8%,�4�&��,�F2#��0�&�&+'(�&�*$8%,�4�&��,�F2#��0�&�&+'(�&�*$8%,�4�&����

����&(�+)�������,�F2#�� ��b0�8$����

∀��+)��∈ ��9�∃����)�9��2)���∈�����J9��+)��.���)��P�'��2)��

�+)���&(�2$#)/��⇔�∃���∈��P9�∀�)�∈��9�S+)S�≤����
 6�)&�82,��0�&�&+'(�&�2$#)/�&�3$#8�)(�+)��&$+&��,�F2#��0������

�+)��.���)��P�'��2)���&(�2$#)/��⇔���)���(��2)��&$)(�2$#)/�&� � ��b0�8$���

"�"�"�"�������+'(�&�*$)1�#��)(�&��+'(�&�*$)1�#��)(�&��+'(�&�*$)1�#��)(�&��+'(�&�*$)1�#��)(�&����

�+)��*$)1�#���1�#&���⇔�∀�ε�∈��P9�∃�)E�∈��9�∀�)�∈��9�)�≥�)E���S+)�����S�≤�ε�
�+)��*$)1�#������+)��2$#)/�� � ��0�8$���

�+)��→�α�P�'�β�⇔���)��→�α��(��2)��→�β� ��0�8$���

B�B�B�B�������%/#�('$)&�&+#�,�&�,'8'(�&��%/#�('$)&�&+#�,�&�,'8'(�&��%/#�('$)&�&+#�,�&�,'8'(�&��%/#�('$)&�&+#�,�&�,'8'(�&����

∀���+)�9��1)���∈�����J9�(�,,�&�-+���+)���(��1)��*$)1�#��)(9��

∀��λ9�µ��∈�� J9�� ,'8�λ��+)��P�µ��1)���.�λ�,'8�+)��P�µ�,'8�1)��
� � ,'8�+)�1)��.�,'8�+)��,'8�1)��
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���������������,�('$)&�0��*$8%�#�'&$)���,�('$)&�0��*$8%�#�'&$)���,�('$)&�0��*$8%�#�'&$)���,�('$)&�0��*$8%�#�'&$)����

�)�+(','&��,�&�8H8�&�#�,�('$)&�2')�'#�&�-+6�1�*�,�&�&+'(�&�#/�,,�&9�8�'&�*�#(�')�&�%#$%#'/(/&�)��&��#�(#$+1�)(�%,+&�0�)&�
���&'�,6$#0#��')(�#1'�)(���


