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Quelques équivalents

1 1
1r1r1~1+2-+-...—+-rl

n’ ~nmn+ D+ 2)..(n+ p)

Théoréme de Cauchy-Lipschitz (résumé)

Type Equation Condition Affirme Démo

1 LK y'(x) = a(x) y(x) + b(x) a,b CO exp(J~a) + Vo
1 £LK" Y'(x) = a(x)(Y(x)) + b(x) a,bCo pt. fixe

1 £K"cc |[Y'(x)=a(Y(x)) Y(t) = exp(ta) (Y(0)) |exp(ta) y(0)
2LK y'(x) = a(x) y(x) + b(x) y(x) + c(x) |a,b,cCO déc 1LK"
1AR y'(x) = f(y(x)) f Cl(ouvert, R) sol. mx. sur ouvert

1 AR? Y'(x) = F(Y(x)) F Cl(ouvert, R?) | sol. mx. sur ouvert

2AR y'(x) = f(y(x), ¥'(x)) f Cl(ouvert, R) sol. mx. sur ouvert déc 1AR?

1 NAR y'(x) = f(x, y(x)) f Cl(ouvert, R) sol. mx. sur ouvert déc 1AR?

[X> Savoir résoudre des équations différentielles est trés important T (X1999)

Théoréme des fonctions implicites (résumé)

Ens. de départ | Arrivée | Condition Conclusion
Uouwy < R2 R FCk(kk21) FOCKFXx,y) =0y =0X)
D,F(Xo, Yo) # O localement
FC! . 3 paramétrage C! de F = 0.
gréd F(xo, yo) # 0 grad F(xo, yo) 1 tangente a la courbe
Uow C R3 R FCk(k>1) FeCLFKX,y,2 =02z2=0X,Yy)
DaF(Xo, Yo, Zo) # 0 localement
FC! . 3 param. C!de F=0
grad F(xo, Yo, zo) # 0 grad F(xo, yo, Zo) L plan tangent a la surface
Uow C R3 R? FCk(k>1) e CKFKX,y,2) =0 (y,2 = fKX).
D2F, DsF, localement
( D,Fs DsFs (Mo) #0.
Fi et Fz possedent des Leur intersection est tangente a la courbe.
plans tangent

Principes de résolution de quelques exercices

* Prouver une égalité entre deux fonctions :

o vérifient méme équation différentielle.

* Trouver un équivalent :

® pour une intégrale : IPP (dériver la constante)
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— Courbes d'un evn de dimension finie

I Courbes paramétrées Ck

e Soit I intervalle. Soit f € Ck(I, E).

(Déf) On dit que to est un point régulier si f '(to) # O.

(Déf) On dit que to est un point birégulier si (f '(to), £ "(f0)) est libre.

® Changement de parameétre : soit ¢ € CI(I, R) telle que ¢ ' > 0. Alors @(I) est un intervalle, et @ induit une bijection
de I'surJ, de réciproque C!. On pose g = f © ¢! : on a effectué¢ un changement de parametre admissible.

II Etude locale

Mo
Lim ||MOM i existe dans E.

® (Th) Soit f € C!(I, E). Soit to € Int(I). On suppose to régulier. Alors la courbe possede en ce point une tangente.
Lemme : Soient @ et Y € EL Alors @ .~ ¢ = ||0] o~ ||| [ démo + démo prec ]

® Généralisation : Soit f € El Ck telle que f'(to)) = O

Soitp=Min{j= 1/ f0(t) # 0 } s'il existe. Soit @ = Min{ je N* / (fP(to), f¥ (to)) libre } s'l existe.

o (Déf) Soit f € CO(I, E). Soit o € Int(I). La courbe possede une demi-tangente en to* 31 lim

Alors si p est impair, il y a une tangente. S'il est pair, il y a une demi tangente (Ia méme des deux cotés). [TY ]
p pair p impair
qd pair d impair qd pair d impair
point de rebroussement de | point de rebroussement de Meéplat point d'inflexion
2¢ espece 1¢ espece
3 > ( ~
e Exemple : X = cos3t et y = sin3t. Echelle qui tombe.
IIT Abscisse curviligne
Désormais, E est un ev euclidien.
b
e (Déf) Soit f € Cl([a, b], E) réguliére. La longueur de l'arc est .[ IIf'].
n-1
(Ex) Soit f € C!([a, b], E) régulier. Alors.[ It = Sup{ )y [[f(t) — f(txr1) || / ne NFettp=a<t;<..<t,=b }
Ce qui peut permettre de définir la longueur d'un arc pour des fonctions C°, mais le sup n'existe pas toujours.
e (Déf) Soit f € CI(I, E). 11 s'agit d'un paramétrage normal si V t € 1, ||f '(t)|| = 1. Dans ce cas, t est appelé abscisse
curviligne.

(Th) Soit f € C!(I, E) réguliere. Alors il existe un parametre admissible s qui est une abscisse curviligne. [ demo |
Rem : il n'y a pas unicité de l'abscisse curviligne (-s, s + 1...)

IV Courbure
Ici, E est un plan vectoriel euclidien orienté. Soit (e1, €2) une BOND.
e Soit f € C2(I, E) avec un paramétrage normal. Le théoréme du rélévement affirme alors :
Jae CI(I,R),Vse I, {'(s) =cos(a(s)) e; + sin(a(s)) ez. o est appelé phase.

(Déf) On pose 'y = ((11—(:. Y est appelé courbure (parfois notée c). Siy# 0,R =y ! est appelé rayon de courbure.

eOnnote T =f '(s), appelé vecteur unitaire tangent. Soit N l'unique vecteur tel que ('T', N) soit une BOND.

Alors |57 dT =y N et (g;l T

(formules de Frenet) Remarque : 'T', N, o sont CI.

X> 11 faut bien connaitre ces formules (Centrale2000)
® On suppose la courbe C2. Elle est birégulicre & (T, YN) libre < Y ne s'annule pas.
dN

dT
Dans ce cas, a est un paramétrage admissible, e a0 =Net—— o T.
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dOC dR o

e Centre de courbure : si Y(s) # 0, on définit C par MC=RN.Ona: ds " ds N. [ déroulé |
V Méthode de calcul

.\ Dét(f' " 12 y12)3/2
o Soit f € C2(I, E) birégulicre. Alors |y = %is_) ,ouencore R = (;:'—y"jx')'_y'
Rem:T dépend seulement du sens de parcourt. N dépend de T et de l'orientation.

. . . (I +y*»s2 . .

® Pour le graphique d'une fonction d'une variable, R = V" . Si la tangente est horizontale, Y= y".
VI (Ex) Equations intrinséques
Données intrinseques : s, v, R.
*R=Ro Alors c'est un cercle. [ 2 demos : dOC/ds et param x et y |
®eR=5 Alors c'est une spirale logarithmique.

eR=1+5s2 Alors c'est une chainette.
®RZ+s2=a*  Alors c'est une cycloide.
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86 — Séries entiéres

I Rayon de convergence
Rappel de I'énoncé du critere de D'Alembert.

o

e (Déf) Soit (an) € C". On pose f(z) = Y a7 On appelle le rayon de convergence de f
n=0 Y

R=8up {te Ry / (ayt"), . nbornée } € R.

o

® (Th) Si |z| <R, Y. a, zn est absolument convergente. Si |z| >R, Y ayzm diverge. [ demo |
n=0 n=0

o = 2 D
o (Ex) X2 zn, )y Z—z, )y ( n) z" ont un rayon de convergence de 1.
=1

zn Z\n
)y ey Yo zn, pI zn, )y <§> ont un rayon de convergence de o, 0, 0, 2.
n=0 0 n=0

an+1

=/e lR.AlorsRZ%. [ demo > < |

Rem : la "regle de Cauchy" sur |an|!/n n'est pas au programme.

* (Ex) Soit (ay) € C". Alors les séries entiéres associées & (an) et a (|aq|) ont méme rayon.

Mais leur domaine de définition peut différer des points du cercle.

Si (cn) = O(an), et le rayon de la série entiere associée a (cn) est supérieur de celui associé a (an).

Le rayon associé a (n* a,) est le méme que celui associé a (an).

¢ (Ex) On suppose que lirrln

n

Le rayon associé¢ a (an+1) est le méme que celui associé a (an). [ demos |
v 1
o (Ex) X2 —— = z" a un rayon de convergence de 1. [ demo < avec astuce : (V2 — ky) (V2 + ky) |
n=1sin(n w1/2)
® (Th) La somme de deux séries enticres f et g associées a (a,) et (by), de rayons R et R' est une série enticre associée a
(an + by), et son rayon R" est tel que R" > Min(R, R). [ demo |

® (Th) Produit de Cauchy de 2 séries enticres : Soient f et g 2 séries enticres de rayons R et R' associées a (a,) et (by).
n

Soient ¢, = kZ acby reth(@ = X cyznde rayon R". Alors :
=0 n=0

R">Min(R,R),etVze C |z] <MinR,R) = h(z) = f(z) g(z). [dth]
(exemple de f et g tel que R" > Min(R, R'))

II Propriétés de la somme

* (Th) Soit f série entiére associée a (a,) de rayon R. Soit r € [0, R[. Alors la série converge normalement sur D(0, r),
et donc f est continue sur D(O, R). [d]
BX> Attention, il n'y a pas forcément convergence uniforme sur D(0, R). (Centrale1999)

o

e (Th) Cas ot X |an| R converge : Alors la série converge normalement sur D(0, R) donc la somme est continue
n=0

sur D(O, R).

o

n+1

e N S nt L
® (Th) Soit f série entiere associée a (a,) de rayon R. Alors f est CO sur |-R, R[, et F(f) = > 2 est la primitive de f
n

—o n+l
sur I nulle en 0.

e (Th) Soit f série entiere associée a (a,) de rayon R. Alors fest C” sur |-R,R[,et Vte L f'(t) = Y onagtrt,
n=1

Rem :V n e N, f®(0) = nl a,.

Corollaire: Sida >0,V te |-a,al, Y oatn= X b, tn alors V ne N, a, = by,
n=0 n=0

e (Déf) Soit f € C*(]-a, al, ©). On dit que f est développable en séric entiére sur ]-a, a[ s'il existe (an) € C" telle que
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VXxe€ |a,al,f(x) = Y anxn
n=0
o o - » ey f0(0)
(Déf) Soit f € C”(]-a, al, ©). On appelle série de Taylor de f la série b Q1 X
n=0
Rem : il peut arriver qu'elle ne converge que pour x = 0, ou qu'elle converge vers une autre fonction. Ex : exp(—1/1%)
* (Ex) Soit (a,) € C". Soit f série entiére associée a (an) de rayon R. Soit a € D(O, R). Soit g(h) = f(a+h).

Alors g est la somme d'une série entiére de rayon R' >R — |a| sur D(O,R— |a]). [ demo permutation |
On dit que toute série entiere est "analytique". Attention, f®(a) n'a pas de sens sia € C \ R.

III Comparaison de la somme de deux séries enti€res en R-

o (Ex) Soit (a,) € RY, Soit f série enticre associée a (ay). Alors

4,20
= lim f(t) =+ [ demo f /" absurde ]
Y a diverge toR
n=0
* (Ex) Soient (a,) et (by) € R™. Soient f et g les séries entiéres associées. Alors :
4,20
o bn = o(an) = gr=o0(f)
;O an diverge = ba ~ an =>gr~f [ demo 2 morceaux |
o (Ex) Soit f(t) = X In(n) tn. Alors R = 1, et f(t) 1—~ 7%.
n=0

o

2 (Ex) Soit (an) € C" telle que Z an converge. Soit f série entiere associée a (an). Alors f est continue sur [0, 1].

[ demo; : Etude de f(t)/ (1 —1) avec prec et ap = 0 ; demo, : Abel |

IV Autres propriétés de la somme d'une série entiére

¢ (Ex) Soit f série entiere associée a (ay) telle que ap = 0, R# 0 et £# 0. Alors O est un zéro isolé, c'est-a-dire

38€ 10,R[,Vze D@,9d),f(z) =0=z=0. [ demo factorise par zp |
e Généralisation : Soit f série entiere associée a (ayn) telle que R # 0. Soit a € D(0, R) tel que f(a) = 0. Alors a est un
zEro isolé. [ demo topologique. V = Int{z € U / f(z) = 0} |

® (+) Soit (an) € C" et f série entiére associée. On suppose que R = oo et qu'il y a convergence uniforme sur R. Alors f
est un polynome.|[ + |

87 — Fonction exponentielle

o

e (Déf)Vze Cer= Z - Le rayon de convergence est infini.
=olfl

® (Th) V (z,7z) € C? ez+7 = ez e, [ demo produit de Cauchy |

eiz + e-iz o iz __ iz o 2n+1
e (DéN Vze (C,cosz——e Z (~T)n on ),etsmz—%: Y D)n (2Zr1+1)'
= n=0

Rems : VZE(C,eiZZCOSZJrlsmz. [ déf ]
V z e C,cos?z + sin?z = 1
Sous-rem : il suffirait de montrer que V x € R, cos?x + sin%x = 1.
(Déf) Une fonction est enticre si elle admet un développement en série entiere de rayon infini. Ex : exp, sin, cos, C[X]
® Formules de trigonométrie. On peut les redémontrer ...
e (Déf) V x € R, cos x € R. cos sannule au moins une fois [ demo ]. On appelle t = 2 Min{te R, / cost =0 }.
exp est 2 i & périodique.
eV (x,yeRZEX2+y?*=1=310€ [0,nt/2],cos0=xetsinB =y. [ tvi sur cos |

X

o Sur R, exp' = exp et exp > 0. C'est un C” difféomorphisme de R sur ]0, +oo[. On a: exp1(x) = .[ % = In(x).
0

e (Ex) Vze C ez=Ilim (1 + %) [ sur R ok ; sur C : différence avec rems et inég triang |
n
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k
Rem: Vke N,%Z%.

® (Th) Soit f : I — C dérivable. Soit g = exp o f. Alors g est dérivable, et V t € I, g'(t) = ef® {'(t).

88 — Développement d'une fonction en série entiére

I Introduction
Soit a > 0. Soit I, = |-a, al. Soit f € F (I, C). f est-elle la somme d'une série enticre ?
L - £ (0) v
Condition nécessaire : f est C™. Soit an == et g(z) = Y an 7o, Quel est le rayon de g 7 Est-ce que g = {7
N n=0

II Développements en série entiére a4 connaitre

e Vte 1, 1L+ = X it [l suffit de dériver
n=0

La formule est vraie en 1 (CVU altern).
® (Th) Soit x € C. On pose V u e |1, +oo[, (1 + w)* = exp(a In(1+w)) = f(u).

- _oo—=D..(a—n+1)

Soit s(u) = 2 a,uravec V n e N, a, = T .
n=0 ‘

Sioe N,Ry=co. Sia¢ N, Ry = 1. set f vérifient I'équation différentielle (1 + x) y' = ay. Conclusion, f| -1, 1| = s.

o 2n+1
e (Th) Vxe |-1, 1[, Arctan x = b (71)“%. [ dérive | La formule est vraie au point 1 (CVU altern).
n=0

I1(i-3)

e (Th) V x € |-1, 1[, Arcsin x = ng() by x20+1 avec by = ent D [ dérive |

La formule est vraie en 1. (Stirling ou CVU comp R car b, = O et Arcsin borné).

e (Th) SoitPe C[X] et Qe C[X[telsque PAQ =1,d°Q =1 et Q(0) # 0. Soit f = P/Q.

Soita = Min{ |z| / Q(z) =0 }. Alors f est développable en série entiere avec un rayon a.
[ décomp éléments simples ; absurde R > a avec P A Q = 1 et passage limite |

III Autres exemples

e Soit o € R. Soit f(x) = sin(a Arcsin(x)). f est solution de (1 — x?) y" — xy' + a* y = 0. On cherche les solutions
développables en série entiere — relation de récurrence sur (an). Bref, on peut faire un DSE a f de rayon 1.

e tan est développable en série entiere sur |-m/2, n/2].

Lemme; : Vx € [0,n/2[, Vne N, tan®(x) > 0.

Lemme; : V n e N, 3 P, € N[X], tan®™ = P,(tan). [ Prs1 = (1 + X3P, ]

Taylor avec reste intégral. Le reste tend vers zéro (ruse avec y € 1x, w/2[)

e (Ex) Soit f série entiere associée a (a,) avec ao # O et R # 0. Alors 1/f est la somme d'une série entiere au voisinage
de zéro. [ demo PCauchy et lemme |

Lemme :Re) >0=3A>0,3B>0,Vne N, |a,| SAB~

J e sin(xu)
o u

® f(x) = du = Arctan(x). [ SE ou dérive |
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89 — (Ex) Applications des séries entiéres

e Soitq e -1, 1. Alors { fe COR,R) / V xe R, f(x) = (1 - qx) f(gx) } =R foavec V x € R, fo(x) :kH (1- g~ x).
=1

® Soit (E) (1 -x2) y"'—4xy —2y=0.Soit (a,) € C" et f vérifiant (E).
Alors Vnz=0,(n+1) (n+2) ansz—n(n—-1a,—4na,—2a,=0.
De manicre générale, pour transformer une équation différenticlle en relation de récurrence en (an) :
* dérivation = indice
* multiplication par x = indice \
* le coefficient affecté a (a) commence par k(k—1) (k—2)... ; le nombre de termes est l'ordre de dérivation.

. 1 X 1
801entf:x—>17—g X272 Zeth X=>Tr ¢

x®
Sur -1, 1[, .Y = Vect{f, g}. [ demo SE | Sur |1, +eo[, ./ = Vect{f, g}. [ demo rapide T |
Sur |-1, +eo[, ./ =R h. Sur |-eo, +oo[, . = {0}.

v (1 :
¢ Soit (E) xy" +y'+ xy = 0. Une solution de (E) est Jo avec V x € R, Jo(x) = Z 22(“ (r)ﬂ) 7 X2 : fonction de Bessel.
® Soit f = sin/Id prolongée en 0. Alors f est C” sur R. [ 2 demos: SE ou Jadls ]
) T 4
n=1 n
* Soit A € 10, 1]. Alors { fe COR,R) / fdérivable et V x € R, £'(x) = f(Ax) | = R fy, avec
nn-1)

2
VxeR fi(x)= X A —— X, [ SE puis TLag ]
n=0 :

2n+1 4 [ SE avec In(1+z) ou Arctan(z) |
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SERIES DE FOURIER

90 — Séries de Fourier

I Coefficients de Fourier

X+ 27

® (Th) Soit f € COPM(R, ©) 2w-périodique. Alors X — .[ f est une constante. [ demo chv ou prim D ]

® (Déf) Soit f € COPM(R, O) 2m-périodique. On pose, V n € Z, [ (n) =cu(f) = o .[ f(t) e-intdt.
-
Rem : ca n'est pas un produit scalaire de f par ex car la forme n'est pas définie positive.

(Prop) Vne Z ca(d =cad).Sife R¥, Vne Z, c.) = ca(f).
e Soit f € COPM(R, C) 2m-périodique. Soitg:te R — f(t) € C. Alors V n € Z, ca(g) = c_u(f).
Donc fpaire = V ne Z,cu(f) = ca(h).
fimpaire = V n e Z, ca(f) = —cu(f) et co(f) = 0.
e Soit f € COPM(R, ©) 2m-périodique. Soita € R. Soitg:te R - f(t +a) € C. Alors V n € Z, ca(g) = eina cy(f).

e (Déf) Soit f € COPM(R, ©) 2m-périodique. Soit n € N. On note S, (f) (x) = k_Z Ck eikx,

Ona: Su(f) () :% Z ax cos(kx) + Z by sin(kx) avec V k>0, ax = cx + cxet Vk = 1, b = i(cx — c.).
T

Egalement, Vk =1, ax = 1 .[ f(t) cos(kt) dt et by =— .[ f(t) sin(kt) dt.

Sife R, a et by sont reels.
Sifest paire, (by) = 0.  Si f est impaire, (ax) = O
(Déf) Si lim S, (f) (x) = f(x), on dit que la série de Fourier converge au point x vers f(x).

A
II Propriétés de f
Soit CPM l'ensemble des fonctions COPM 2x-périodiques.

i

1 .
On note ||f]|1 = o .[ |f]. C'est une semi-norme sur CPM.
-7

e (Th) Soit f € CPM. Alors? est bornée, et ||?||m < If]f1.

Rem : l'application F : f€ E — fec est une application linéaire.
® (Th) Soit f € CPM. Alors lim c,(f) = lim c n(f) = O0.[ demo RL ou apres : | ca(f) |2 sommable |

® (Th) Soit f € CPM, C° et CIPM.. Alors V n € Z, c,(Df) =1in cy(f).
Plus généralement : soit k > 1. Soit f € CPM, Ck-1 et CkPM. Alors V n € Z, co(DXf) = (i n)k cu(f).
1
Donccy,(f) = O(W)'

n — teo

III Convergence en moyenne quadratique

Soit CPM l'ensemble des fonctions COPM 2x-périodiques.
Soit Cz; I'ensemble des fonctions continues périodiques.
SoitD={fe CPM/Vxe R, fx) = Y2 (/*(x) + /(X)) }.

-

— , 1= . . .
e (Th) L'application ¢ : (f, g) € D* —» o .[ f g € C est un produit scalaire hermitien.
T

On note ex l'application : t € R — eikte C. Rappel : (ew) est une famille orthonormale.
Soit P l'ensemble des polyndmes trigonométriques : P = Vect{ex / k € Z}
e Soit p € N*. Soit F, = Vect{e, ..., ¢p}. dim F, = 2p + 1. Soit f € D. Soit d,, = d(f, Fp,). d,, converge.
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Q (Th) Soit f € C* 27 périodique. Alors :

f COPM q g
Sp(f) = fsurR c'est~-a~dire d, — O
f=Va(l++ 1) f={ 0 ( » =0
[ demo Weierstrass puis que Cz; est dense dans D pour || ||z puis concl |
X> Cest un théoreme extrémement important I (X2000)

e Corollaire : formules de Bessel-Parseval

Vfe CPM—J |f|1— |cn(f)|Z

vV (f,9 e CPMZ,—an 2= X cald cal@.
T neZz
(Th) Soit F : f € D — (cu() € £2(2). Alors F est une application linéaire injective isométrique (conserve la norme et
le produit scalaire). Rem : elle n'est pas surjective car /%(Z) est complet et pas D.
(Th) Vfe E,V fe CPM —I |£]2 = Jﬂ‘— l Z lan|? + |by|2
o Soit f définie par f|j 5 » = Id. On prolonge fen 27t perlodlque et f(-m) = f(n) =

et 2
(@) =0etVne N, b, = ( ) . Bessel-Perseval donne : {(2) = % (CVS voir plus loin)

n+l1

Vte ln,nlt= ;1 2 C sin(nt).

IV Convergence ponctuelle
Q (Th) Soit f € C* 27 périodique. Alors :
fCo (ca(f)) sommable
fom | = { Sp(® > £ sur R
[ demo avec c,(Df) puis || ||. plus fine que || |2 ]

Rem : il faut préciser ce que l'on entend par convergence normale quand n € Z.
Q (Th de Dirichlet) : Soit f € C* 27 périodique. Alors :

fCIPM = Vxe R,Sy(H)(x) — lim %(f(x +h) + f(x —h)).
h— 0t

h#0
[ DEMO avec D,, ; différence = I, + J, ; RL |

. 1
p sm((p + —)t)

1 , 2
Rem : Sp(f) =D, * f,avec Vte R\ 2nZ, Dy(H) = = Y eikt=———2

ZTC k=-p 2 H (i)
T sin{ 5

Propriétés de Dy : xVpeN, .[ D,=1 [ demo avec ekt |
—T

xVoe ]O,n[,lim}[Dpzo. [ RL avec ipp |
p
X> 11 faut bien se rappeler que le th. de Dirichlet ne s'applique qu'aux fonctions C'PM. (Centrale1999)
e (Ex) Soit f définie sur ]O, [ par f(t) = Y2 (m—1). On la prolonge en impaire 2n-périodique. Le calcul montre que

Z sm(nt)
n=1

e (Ex) Soitae R\ Z. On defmlt f sur ]~7t, 7l par f(t) = cos(ait). Alors :

VvV te |-x,wl, cos(at) = @(& + ;I ZOCOEA cos(nt))

1, y 20CDr

Vte lo, 27‘C[ —

Dou VaeRAZ m(noc)_oc n=1 OF—
J' o .
e (Ex) Vae |0, 1], 1+ x dx = S (o) [ demo permutation SE 2 bouts ]
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V Exercices
o Soit (d,) € C% sommable. Soit f(t) = Zz dy eint, Alors lim Sp(f) = f car co(f) = dy.

® Rem : condition pour que (dn) € C” soit les coefficients de Fourier d'une fonction :
* nécessaire : (dn?) sommable. * suffisante : (dn) sommable.

e Soit f COPM et 21 périodique. On suppose (cn(f)) sommable. Alors f est somme d'une fonction continue avec une
fonction nulle sauf en un nombre fini de points.

T T T
e Soit f e Can‘avec.[fZO.Alors.[ |f|ZSJ [f']2 [BPaf']
-T —T -T

11y a égalité¢ & f e Vect{sin, cos}.

e Convergence en moyenne de la série de Fourier (pas avec || || mais avec Césaro-Fejer)
1y sz(%t)

Soit Fu(t) = n k;o D) = —t> . Fy a les propriétés de Dy, pour [ et est positive.

T2 —
Znnsm(z

Soit f € Cyp. Soit gn = Fu * £ = (1/1) (So(f) + ... + Su1(D). Alors (gn) converge uniformément vers f sur R.
[ Weierstrass-like |
Corollaire : soit f € Coy. Soit x € R. Silim S,(f) (x) existe, c'est f(x).

VI (Ex) Formule sommatoire de Poisson

e Soit f € CO(R, C) intégrable. On pose ?(x) = .[ f(t) e-ixtdt. Alors ? est bornée et continue sur R.
R

On suppose de plus que f(x) = O(#) et /f\(X) = O(%)

X

*Ona:vx=0, Zz f(2nm) = é Zz ?(n) [ Avec g(x) = Zz f(x + 2nm) et ca(Q) |1
. axe A T X2 , .

Ex:Soita > 0etf(x) =e *™. Alors f(x) = \/& exp(f E) [ équa. diff. |

Ex:Soit8() = X e™ " Alors V' t > 0, 8(1) ZLGG)
ne’z '\/T"

o

2om

41
i: z Ocz(frnzzzzmiI.OnendéduitC(Z). [dldeth ]

Ex : Soit a0 > 0 et f(x) = ¢ *™. On obtient

VII Application aux séries entiéres

® Soit (a,) € C" et f série entiére associée. On suppose R > 0. Soit r € [0, R. Soit g,(t) = f(re i1).
T

Alors V n e Z,cu(gy) = .[ f(reit) eintdt=a,r"sin>0 et O sinon.
—T

Rem : gr est C” sur R (dérivées kiemes), Bessel-Perseval donne :

o

n
1

—_— it)|2 = 2 210
th:[t|f(re ) |2 dt ngo |an|? ™.

¢ (Ex) Toute fonction entiere bornée sur C est constante.
* (Ex) Soit (a,) € Z" et f série entiére associée. On suppose Rs > 0 et f bornée sur D(0, 1). Alors f polynome.

o (Ex) Soit f série entiere de rayon non nul tel que |f]| atteint un maximum local en O. Alors f est constante. [ rapide |
e Inverse : soit (a,) € C" et f série entiére associée. On suppose ao # 0 et R > 0.

Soita = Inf({R}u{|z| / ze€ D(O,R) et f(z) = 0 }). Alors 1/f est développable en série entiére dans D(0, a).
[ demo gy C2p N C™ ; Equadif en c,(r) avec IPP : c'w(r) = (n/1) o) |

Notation : V z e D(O,R), f'(z) = Y nagznl.
n=1
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EQUATIONS DIFFERENTIELLES

91 — E. D. L. scalaires du 1¢r ordre

Soit K =R ou C.
o (Déf) Soient a, b, c € F (I, K). Soit () : a(x) y' + bX) y = c(x) aveca,betcCosurl.
Lapplication u:y € DI, K) »>ay' +bye F(I K) est linéaire.

Alors .Y = {ue D(U,K) / u(y) =c} est vide ou un espace affine de direction Ker u.
En pratique, il faut faire I'étude sur chaque intervalle sur lequel a ne s'annule pas.
® (Th) Soit (E) y' + a(x) y = O avec a CO sur I.

Alors dim ./ = 1, et une base de . est x — exp( .[ a) ouxoe€ L [ dériver y(x)exp(Ja) ]

® (Th) Soit (B) y' + a(x) y = b(x) avecaet b COsur L.

Alors ./ est un sous espace affine de D(, K) de dimension 1. [ non vide : MVC |
® (Th de Cauchy Lipschitz) Soit (E) y' + a(x) y = b(x) avecaetb COsurl

Soientap € Ietbo € K. Alors3Ty € ./, y(ao) = bo. [ solu. partic. |

Rem : les solutions ne se coupent pas, et passent partout.

® (Ex) Soit (E) y'—y = In x. Tracer les solutions, et faire une é¢tude aux bornes. yioy =i

. _ In(t)

ye V< 3dKeR,Vxe Ry = exp(x)( ) —exp(t) dt + K) [MV(C]
SiK#0,y(X) +~ Kexp(x)

SiK=0,y(X) +.~ —In(x) : solution exceptionnelle

En 0+, les solutions ont une limite finie. °

¢ (Ex) Soit (E) y' +y = favec f e CO(R, R) bornée.

Alors ATyo e . N BR,R), et f périodique = yo périodique.
[ demo unicité puis MVC existence ; CHV | 2]

£ (Ex) Lemme de Gronwall : soient u et ¢ : [to, t:] > R, etc e R. Alors:
u, ¢ C°
¢®=0

t

=>Vte Lu® <c exp@ (p) [ demo exp(QF(t) |

t
Vite [to,tll,u(t)Sc+Ju(P
to

f(u)
uZ

t
Ex : Soit f € CO([1, +oo[,R}) telle que V t € [1, +oof, f(t) <a + b.[ du. Alors f est majorée.
1

e (Ex) Soit (E) y? = y'2. Alors ./ = Vect{ exp, exp o (-1d) }.
[ C!: supp sannule gqpart + demo Gronwall ; dérivable : PVI dérivées |
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92 — Exponentielle de matrices

I Rappels

. . , o . . .. Xxn
® Soit A algebre normée unitaire de dimension finie. V x € A, exp(x) = Y T
n=0 "

Il y a convergence sur toute partie bornée.

e Soitae A . Soite,:te R —ette A Alorse,est C et Dea = ae, = ¢, a.

¢ Soit A € Mu(Q). Alors X € M, (C) - AX € M, (C) est continue car Le.

¢ Soit F un C ev de dimension n. Soit B une base de F. Alors u € £(F) — Mat(u, B) € M ,(C) est continue car L.

11 Propriétés de exp(M)
e (Th) VX e My(O),XeX=eXX.
® (Th) A = Mat(u, B) = eA = Mat(e", B).

® (Th) Soit A € M (C). Alors eA € GL,(C), dét(e?r) = exp(Tr A) et Sp(ed) = exp(Sp(A)). [ temme + trigonalisables ]
L ) ( |: AB :| ) er x
emme :exp| | 4 - 0 e
¢ (Ex) Soit A € M,(C). Alors A P e C[X], eA = P(A). [ C[A] est fermé car complet |
k
e (Ex) Soit A € E. Alors eA = lim ( nt %) . [ analogue a C |
k

B Ici, il faut utiliser une norme d'algébre (par exemple M — Tr(tMM)).
(Ex) V A e MO, |lexp(tA) || = O(tr exp(t Max Re Sp A)) pour t — co.

III Exponentielle de —A
Soit A € M,(C). Alors e A = (eA)1. [demog:t —>ethetd]
Rem : & eX+Y#eXeYen général

ool ol +[o7]) el 11])-[
ool [vo el 01 ]) =L i xlo e Lie]

IV Exercice
® Soit N € M, (C) nilpotente. Alors A € E, eA =1, + N. [A=In(0, +N) ;QoP=1+X[Xn];dvp lim ]
® S0it B € GLn(C). Alors A A € M, (0), er = B. [ seve |
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93 — E. D. L. vectorielles du 1¢* ordre

Soit F un ev normé de dimension finie n sur R ou C.

I Théoréme de Cauchy Lipschitz

Soita:1— L(F),b:I>F avecaetb CO
Soit (B) x'(H) = a(t) x(t) + b().
Une solution x est une fonction C!(J, F) telle que V t € J, x'(H) = a(®)x(®) + b(t) avec J c L.
O (Th de Cauchy Lipschitz) Soient to € I et xo € F. Alors :
* il existe une solution x définie sur I telle que x(to) = Xo.

* toute solution y définie sur J < I telle que y(to) = Xo coincide avec x sur J.
[ éléments de demo existence locale : point fixe avec expression intégrale ... |

Rem : X Clsurl X COsurl
x'(t) = a(®) x() +b() } { b
X(fo) = Xo Vite Lx(t) = xo +J (a(w) x(w) + b)) du

II Equation homogéne : b =0
Soit (E) xX'(t) = a®) x(b).
Onappelle /' = {xe CI(I,F) / Vte Lx'(t) =a(®) x(t) } #'ensemble des solutions. [ ATTENTION ]

® (Th) .~ est un sev de C!(I, F) de dimension n sur K. Soit to € L. L'application x € . — x(to) € Fest un
isomorphisme d'ev. [ découle de C. L. |

o (Déf) Toute base de .~ est appelée systeme fondamental de solutions.

® (Th) Soient to € T et (e1, ...,en) € .7 Alors :
(e1, ..., €n) est un systeme fondamental de solutions < (e (o), ..., €n(to)) est libre.
Rem : pour des fonctions quelconques, (e1(to), ..., en(to)) libre = (e1, ..., €,) libre.
® (Th) Wronskien : Soit B base de F Soient X1, ..., Xn € ./, et to € 1. Soit W(t) = déts(x1 (1), ..., Xn(t)). Alors :

t
Vite L W) = Wi(to) exp(.[ Tr a(u) du). [ équation différentielle ]
to
Rem : préc = (W(to) =0 =W =0).

IIT Méthode de la variation des constantes

Soit (E) X'(H) = A(®) X() + B®) avec A et B CO.

On suppose connu (Xi, ..., Xy) un systeme fondamental de solutions de I'équation homogene.

On note R(t) = [ X;(1) ... Xa(t) ] € GLu(K) : résolvante.

X est solution de 'équation homogene < 3 C € M, 1(K), Vte [, X() =R() C.

Pour résoudre I'équation avec 2¢ membre, on cherche X(t) sous la forme X(t) = R(t) C(), avec C € C!(, M, 1(K)).
Réciproquement, toute solution peut se mettre sous cette forme.

t
Ontrouve:Xe .Y < 3ICe My 1K), Vie ,X(H) = R(t)(C + .[ R-1(u) B(w) du).
to

Exemple:y'=—z+fetz'=y + gavec f et g €CO(I, R). R(1) est la rotation d'angle t...
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94 — E. D. L. vectorielles du 1¢* ordre a coefficients constants

I Théoréeme de Cauchy-Lipschitz
(Th) Soit (F) x'(t) = a(x(t)) avec a € £L(F). Alors le systeme
{ X' = ax possede une unique solution définie sur R : x(f) = exp(ta) ¢

x(0) =e (Probleme de Cauchy)
[ déja vu mais démosimple : dérivemoi exp(—ta)x(f) |

X> Nous aimerions que les candidats sachent que la solution du systeme % X =A®) Xet X(0) = Xo avec A(t) € L(RY)

t
et X(t) € R" n'est pas exp@ A(uw) du) Xo (X1999).

II Applications
® (Th) Soit A € M\(K),sette R. Alors exp((s + H)A) = exp(sA) exp(tA) [ demo so et équa dif |
¢ (Ex) Soient A, B € M,(K). Alors : AB=BA => eA+B =¢cA¢B, [ demo méme gott |

III Méthode de la variation des constantes
Soit (E) xX'(H) = ax() + b(1). Ici, R(t) = exp(ta).

On suppose que x € ./ soit de la forme : x(t) = e c(b).
En remplacant, on peut en déduire c(t).

IV Exemples

e Soit a € R*. { y' = az On met les solutions sous la forme
z'=ay y(t)} _ [y(O)J
|:Z(t) = exp(tA) 200) J

o 0-a B cos(a) —sin(a)
On peut en déduire que exp([ 4 0 J) = [ sin(@ cos(a) J
Rem : on pouvait prévoir cela avec la définition matricielle de C.
. { X'=2x+y On cherche a diagonaliser la matrice associ¢e. Ici, elle est
y'=3x +4y diagonalisable. On résout dans une autre base.
R { x(t) =Aet +pedt
y() =—Aet+3pedt

e (X=X-y+z Ici la matrice n'est pas diagonalisable. On peut trouver X; et Xz
{ y=x+y-z deux vecteurs propres, et un vecteur X'y tel que (A —I3)X'1 = Xi.
7' =y + 2z Ceci fait, on remplace et on résoud dans la nouvelle base.

e Cas oui A n'a qu'une seule valeur propre : A= A I3 + N.
Alors V t € R, e = &M (I; + IN + ¥ 12 N?) car I et N commutent.

Xe Y & Vte R X() =™ X(0).
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95 — E. D. L. scalaires d'ordre 2

I Systéme associé
e Soit (B)x"+ax'tbx=c avec a, b, c € C°(I, K).

X ) 01 0
En posant X = [ ,J, (E) devient (§) X' = [ J X(t) + [ J

X b -a c
(E) et (S) correspondent aux mémes solutions.

® (Th) Soit (E) x"+ax'+bx =0etto e L. Alors.” est un K ev de dimension 2, et l'application

X € .Y — (x(to), X'(to)) € K? est un isomorphisme.

Rem : lorsqu'il y a un second membre, c'est une bijection affine.

£ (Ex) Soit J segment c I. Alors toute solution non nulle de X" + a X' + b x = 0 n'a qu'un nombre fini de zéros.
[ absurde suite secv |

X1 X

t
, X'z ( . Alors W(t) = W(to) exp( .[ a(u) du).
2

® (Th) Soit (E) X"+ ax'+bx =0et (x1,X2) base de .. Soit W(t) = ( <
1 to

e (Ex) Soit (x1, X2) base de .. Alors entre 2 zéros consécutifs de X1, Xz s'annule exactement une fois. [ Wronskien ]

£ (MVO) Soit (E) X" + a X' + bx = ¢. On suppose connu une base (X1, X2) de . % homog.
On cherche alors les solutions sous la forme ¢ X1 + ¢2 Xz. ¢1 et ¢z vérifient les équations :
c'1X1+c2x2=0 Pour le voir, on utilise X; et X associés a x; et Xz et on pose X = ¢; X; + ¢2 Xo.
{ ci1X1+c2Xx2=c¢
X> Ne pas oublier cette méthode.
Ex:x"+ x =tan. .7 : x(t) = sin(t) (K; — cos(t)) + cos(t) (K + In o tan(t/2 + ©t/4) — sin(t))

II Cas ou on connait une solution x; de I'équation homogene ne s'annulant pas

o Utiliser le Wronskien : W = X'; X2 — X1 X'2. On peut calculer W par intégration. Si on connait x;, on peut calculer x,
en résolvant cette équation du 1¢r ordre.

® On cherche des solutions sous la forme x.(t) = c(t) x:(). En injectant dans I'équation du 2e¢ ordre, on obtient une
équation différentielle du 1¢r ordre linéaire en ¢ '().

Ex: X2+ Dy'x-2xy® +2yx =0..7 =Vect{ Id, Id* -1 }

ME)Y"+py=0
Soit p € CO(I, R).

eSip<Q,alorsVye “\ {0}, #y {0} < 1. [ absurde : zéro consécutif Max ; convexe |
Soienta <b e Iet (a, B) € R% AlorsITy € ./,
{ y EZ; = ([; (Probleme aux limites) [ unicité préc ; existence £ |
y =
e Si p est intégrable sur I = R4, les solutions ne sont pas toutes bornées. [ absurde Wronskien ]
¢ Si p = 0 et non intégrable sur I = R., toute solution s'annule une infinité de fois. [ absurde analyse dimanche |
® On suppose que Id p est intégrable. Soit y solution. Alors y(t) +.= O(1). [ Tany puis GW ou GWisimpie |

Enfait, Vye /,y() +o=0() ou3I /e R, y({) +.~ /t.

IV (Ex) Comparaison des solutions de 2 équations différentielles

e Soient pet g € CO(, R) tels que p < g. Soient u et v vérifiant :
{ u"'+pu=0
vV'+qv=0
Soient a <b € I? tels que u(a) = u(b) = 0 et u > O sur la, b[. Alors 3 ¢ € [a, b[, v(c) = 0.
[ demo Wronskien hybride equadiffeux puis absurde |
e Soit p € CO(R, R) tel que p .— 0. Soity #0 tel que y" + (1 + p) y = 0.
Alors y a une infinité de zéros t; < t, < .., etlim ty+1 —tn = T [préccmpu"+ (1 xeu=0]
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96 — E. D. L. scalaires d'ordre 2 a coefficients constants

Iy"+ay'+by=0avecaetbe C

. est un sev de dimension 2 de F(R, ). Soit P=X2+aX+b.SoitD:fe C"R,C) —» f'e C°(R, Q).
Alors . = Ker P(D).
* 1¢cas : Pest a racines simples A1 et .. TDN = ./ = Vect{ &), &1, | avec ey : t — M,

x 2¢ cas : P a une racine double A. TDN = ./ = Vect{ e, Id X e } grace au lemme :
Lemme : soity € C7(R, €). Alors (D—AlId) (e, Xy) = e,y

Iy" + ay' + by = A®) €™ avec P e C[X]

Alors il existe une solution de la forme y(t) = ts B(t) e"f, avec d°B < d°A et s : ordre de multiplicité de A dans P.
Ex :y" + 4y' + 4y = x5 e2x. Lemme = yp(x) = (x3/20) e?x.

Ex:y"+y=cosx = yp(x) =— Y2 x sin(x).

Ex:y"—2y' +y = e cos(x) = yp(x) = —e* cos(x).

III (Ex) Equation d'Euler

*ax?y'(x) + bxy' ) +cyX = f(x) sur R,
Astuce : changement de variable t = In(x).

e (Ex) Les fonctions f de 10, +oo[ dans R dérivables tels que V x > 0, f'(x) = f(%) sont Vect(Id7 —j Id+").

® (Ex) Chercher les fonctions f: C \ {0} — R harmoniques tels qu'il existe g, h vérifiant
Vr>0,V0eR,f(re® =g h(®).
f est dite harmonique si Af = O (laplacien)
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97 — Equations différentielles non linéaires

I Equations différentielles autonomes d'ordre 1
o (Déf) Soit I intervalle ouvert. Soit f € C1(I, R). Soit (E) y' = £(y).
J intervalle
On dit que (], y) est solution si { ye Ci(,D
Vie],y'® =fly®)
o (Déf) Soient (J1, y1) et (Jz, y2) deux solutions. On dit que (J2, y2) prolonge (Ji,y1) siJi  Jzet Vi e Ji, yi() =y2(0).
Rem : c'est une relation d'ordre non totale.
(Déf) On dit que (J,y) est une solution maximale si la seule solution qui la prolonge est elle-méme.
e Invariance par translation : Soit (J, y) une solution. Soit a € R. Alors (J—a, t — y(a + 1)) est aussi une solution.
O (Th de Cauchy-Lipschitz) Soitto € Reta € 1. Alors:
* il existe (J, y) solution avec J intervalle ouvert contenant to et y(fo) = a.
* si (J1, y1) et (Jz, y2) solutions coincident en to € J1 M Jz, alors Vt € Ji N J2, yi () = y2(D).
® Description des solutions : soit (], y) solution.
x sidto € J,y'(to) = 0, alors y est constante. [dCL]

-1
1
¥siVie],y®#0,alors3ITc),Itoe R,V ie I,y(t)Z(J.T> (t— o)

o (Ex) y' = y% Alorsy(t) = to_lft . [ demo avec CL puis sans CL |

o (Ex) y' =4/|y|. Alorsy = i% (t—to)?avecy .. Ici, f n'est pas C! et il n'y a pas l'unicité de CL.

II Systémes différentiels autonomes d'ordre 2

e Soit U ouvert de RZ. Soit F: U — R2 de classe C! (ie ses 2 composantes le sont).

On dit que (I, X) est une solution siI est un intervalle, X € CI(I,U) et Vt e I, X'(t) = FX(1)).
( ATTENTION, on dit qu’il s’agit d’un systeme différentiel autonome d’ordre 2)
Rem : invariance par translation.
e Interprétation géométrique : en tout point régulier, F(X(t)) est un vecteur directeur de la tangente en X(t).
Cette courbe relative a F est appelée "courbe intégrale du champ de vecteurs".
® (Th de Cauchy-Lipschitz) Existence locale, et unicité (comme dans le I).

e Prolongement : Soit (I, ¢) € .. On suppose I = |a, b| ettlgr}l) o) = (xo,y0) € U.

Alors (I, @) n'est pas maximale. [ demo ;rem : (la, bl, @) n'est pas non plus maximale (CL) |

® (Th de Cauchy-Lipschitz) Soient to € R et (X0, yo) € U. Alors il existe une unique solution maximale (I, ¢) telle que
¢(to) = (X0, yo) et de plus, I est ouvert.

* (Ex) { X'=-y+ X(fz + 3’ %) Résolution en coordonnées polaires (on suppose r # 0)
Y=X+YXE+Y)  Opa:r'=rSet' =1 — sorte de spirale.

IIE.D. A. dordre 2

e (Déf) Soit U ouvert de RZ et f € CI(U, R). Soit (E) x" = f(x, x"). (I, X) est solution si [ intervalle, x € C2(I, R) et
Vte Lx"() = fx®),x'®)

o Systéme autonome associé : les solutions de (E) correspondent aux solutions de (S) :

{ u=v )

v' = f(u, v)
(Th de Cauchy-Lipschitz) Soit to € R et (uo, vo) € U. Alors il existe une unique solution maximale (I, x) telle que
x(to) = uo et x'(to) = vo. De plus, I est ouvert.

IV (Ex) y" + siny = O : le pendule

e C'est une E. D. A. du 2¢ ordre. La fonction est C! sur R2,

Les solutions maximales sont définies sur R [ demo absurde : y" bornée... |
Siy est solution, y vérifie aussi ¥z y'* —cos y = K
e SiK> 1,y(+o0) = +ooct Vie R, y(t +T) = y(t) + 21 Siy(0) = 0,y est impaire. [ demos CL |

e SiK=T1ety(0) =0,y(+=) =7 (solution que l'on ne trouve pas en physique)
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Onaalors: Vte R,y(t) = 4(Arctan exp t — n/4). y est impaire.

V Equations différentielles non autonomes
o x'(t) = f(t, x(t)). Soit U ouvert de R2 et f € C1(U, R).

(Th) Soit (to, X0) € U. Alors il existe une unique solution maximale (I, x) telle que x(to) = Xo. De plus, I est ouvert.
[ demo rameéne systeme autonome |

]

oy = TrE Ty Alors il existe une unique solution impaire définie sur R. [ CLunicite absurder CLimpaire |

ey =y*+ xety(1) = 0. Alors y n'est pas définie sur R (absurdemajor), €t y(x) -~ ﬁ (T/RC)

e y' = yZ—x. Soit (I, y) solution maximale. On suppose Xo € I et y'(Xo) < 0. Alors [Xo, +oo[ C I, et y(+o0) = —co.
[ demos absurdes dimanche ]

98 — Exemples d'équations différentielles non linéaires

® Equations différentielles a variables séparables : y'(x) = f(x) g(y(x)).
Ex: 2 xy'(x) +y(x)? = 1. CL permet de diviser par g(y).

® Equations homogenes : y'(x) = f(%) Méthode : poser t(x) = @ et résoudre avec t.

Ex:x?2y'(x) = yx) X+ yX).

® Equations chiantes : (x + 2y3)y' = y. Méthode : trouver une équation différentielle vérifiée localement par y-!.
® Equations exaspérantes : y? — xy' + y = 0. Méthode : paramétrer par y' (dériver) ou bidouiller.

Ici, on cherche les solutions affines, et la zone de R? que les solutions n'atteignent pas (épigraphe de parabole).
Autre exemple : y = xy' +y" (méme tabac)

® Equations énervantes : y"' = 2y% avec y(0) = y'(0) = 1. Méthode : multiplier par y'.

Rem : pour montrer qu'une solution...
* n'est pas définie partout : effectuer des majorations ou minorations de I'¢quation différentielle.

* est bien définie partout : montrer qu'elle admet une limite en ce point, et qu'on peut donc la prolonger.
(x' borné, X' intégrable, x de limite finie, X' aussi)
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FONCTIONS DE PLUSIEURS VARIABLES

99 — Calcul différentiel

Soient E et F deux ev de dimensions finies sur R. Soit U un ouvert de E.

I Différentielle

e (Déf) Soient f € FU,a e Uetue £L(E, F). On dit que u est la différentielle de f en a s'il existe € € FU- telle que
Vhe U-a,f(a+h) =1 +u) + ||h|eth)

et lime=0
0
Dans ce cas, on note df, = u : "différentielle de f au point a", ou "application linéaire tangente".
Rem : f différentiable en a = f continue en a. (car u £o)

Rem:fe LE,F) =>Vae Edf,=1.
Rem :si E =R, df, existe < f'(a) existe, et dans ce cas, df, :t — t f'(a).
o (D¢f) Dérivée selon un vecteur : Soient Fe FU a e U, V voisinage de O dansR et @ :t e V— f(a + th) € F.

On appelle dérivée de f au point a dans la direction h Dpnf(a) = ¢'(0).
® (Déf) Soit (er, ..., €9 une base de E. Les dérivées de f au point a dans les directions ey, ..., eq sont appelées dérivées

f
partielles. Notations : Def(a) = Dif(a) = %(a).
J

e (Th) df, existe = f possede une dérivée dans toute direction au point a, et V h € E, Duf(a) = df,(h). [ d rapide |
q q
f
Dans ce cas, sih = )y hj e, dfa(h) = )y by a—(31).
i=1 i=1 70X

Rem : réciproque fausse

X> 11 faut savoir dériver sans hésitation .[ f(x,t) dt. (X2000). Rem : c'est f(x, X) + .[ Df(x, t) dt.
0 0

(pour le voir, écrire la fonction comme F(x, X). I suffit de sommer les dérivées partielles)
O (Th) Soit f € FU et B = (ey, ..., €q) base de E. Alors ces 3 propositions sont équivalentes :

* Vhe E Diyf:ae U— Duf(a) € Fexiste et est CO sur U.

*Vje {1,..,q}, Dif existe et est CO sur U.

x df :a € U— df, € L(E) existe et est CO sur U. [a=b—=>c=a]

[ pour b = ¢ : simplifications E = R2 F =R, a = 0, Dif(a) = D.f(a) =0, f(a) =0 ]
(Déf) Une telle fonction est alors dite C! sur U.
Rem : "Les dérivées partielles existent et sont continues" est une propriété indépendante de la base.

(Ex) Soit f € L(E, F). Alors fest C sur E. [ a — df, constante |

® (Th) Soit f € FV et (by, ..., bp) une base de F. Alors : festClsurUes Vje {1,..,p}, b o fest Cl sur U.
Danscecas,Vje {1,..,p}, Vhe E Dnb*of) =b* oDpf.

e (Ex) Soit f: x € R" = ||X]|. € R. Etude de dfx... (Iercas:3j, Vi#j, |aj| < |ai])

¢ (Ex) Etudede || [|1etde || ||2...

¢ (Ex) On considére exp : M (C) — M, (C). Alors dexpo = Ids. [ norme d'alg |

® (Th) Soient f, g € C1(U, F). Alors f + g est C1. Si F = R, fg est CI. [ demo |

® (Ex) On considére dét : M,([R) — R. Alors dét est C! sur M, (R), et V Ae M,(R),V He E, dfx(H) = Tr(AH). [0 |

® (Ex) Dans M,(R), on pose f: M — M? et g: M € GL,(R) — M-L. Alors f et g sont C!,
dia:H—->AH+HAetdga:H—>—-ATHAL [ dvp ; Xgéom |

II Composition

® (Th) Soitf € VVet g€ GY (U ouvert de E et V ouvert de F). Soit a € U. On suppose que df, et dgs.) existent.

Alors d(g o f), existe, et d(g © ), = dgi@ © dfa. [ calculs €1, €2, €3 ]

® (Th) Sifest C! sur UetgC! sur V,alors g o fest C! sur U. [ préc et COo CO... ]

o (Déf) Soit U ouvert de E et V ouvert de F. On dit que f € VU est un C! difféomorphisme de U sur V si f bijective C! de
réciproque C!.

(Ex) Si f est un C! difféomorphisme de U sur V, alors dim E=dim F. [demogof=1d]
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o (Déf) Soit B base de E, B' base de F. Soit f € FU. Si df, existe, on appelle matrice jacobienne de f en a Mat(df,, B, B').
Vi, j,mii@ = %(a) (les colonnes sont les Dif(a))
J
(Déf) Si E =F, on choisit B = B' et on appelle jacobien : Jac f(a) = dét(df,).
Cas d'une fonction composée : Jac(g o f) = ((Jac &) © f) X (Jac f).

[ SEEA 1 . l = —
Cas d'un difféomorphisme : Jac - Jach of 1

® Comparaison différentielle-dérivée. Soit I intervalle ouvert de R. Soit ¢ € C'(I, U). Alors ¢'(a) = d@a(1).

Soit f € CI(U, F). Alors (f © 9)'(a) = dfyw (9'(a)).

® Application : Soit f C! difféomorphisme de U dans V. Soit I' courbe paramétrée C! régulicre ("a l'ordre 1") dans U.
Alors f o I" est une courbe paramétrée C! régulicre a l'ordre 1 dans V. [ demo tres rapide |

III Inversion
® Rem : si f est un C! difféomorphisme de U sur V, alors V x € U, dfx € GL(E, P).
O (Th d'inversion) Soit f € EV.

f C! sur U ouvert £(U) ouvert de E
f injective } = { f est un C! difféomorphisme de U sur f(U). [ ADMIS |
VxeU,Jac)x) %0

e (Ex) Coordonnées polaires. Soit f : (1, t) — (r cos t, r sin t). On restreint f a R+* \ |-, «l

Alors f1: (x,y) — (\/XZ +y52 Arctan( N z))
X*Ty

X+
® (Ex) Soit f: (x,y) — (ex cosy, e* sin y). Méme tabac.
Réciproque sur R X |-x, 7|, logarithme principal : Inprincipai(z) = In|z| + i Arg(z).
e (Ex) Soit f € CI(R") telle que V (x,y) € (IR”)Z, Ifx) -ty = |x—yl.
Alors f est un C! difféomorphisme de R" sur R". [ injective ; Ker df, = {0} ; thinv ; Im f = R" car R" CPA |

IV Fonctions numériques C!

¢ (Th) Soit U ouvert de E. Alors C!(U, R) est une R algebre.
e Gradient : on suppose E euclidien. Soit f € C1(U, R). Soita € U.

Soit i l'isomorphisme : x € E — iy € Ef, telleque ix : t € E - <x|t> € R.
On note grad f(a) =i 1(df,). V x € E, df,(x) = <grad f(a) |x>.

n

Si (e1, ..., €n) est une BON, Vj,ﬁ(a) = <grad f(a) |¢;>. Donc grad f(a) = b i(31) &i.
0x; i=10x

® (Th) Inégalité des accroissements finis :
Soit U ouvert de E et f € C1(U, R). Soit [a, b] < U. Alors |f(b) —f(a) | < Sup{ ||dfx||/ x € [a,bl] } ||b—a].
[ demo ramene a une variable avec un chemin segment |
Rem : Si E est euclidien, M = Sup { ||grad f{x)|| / x € [a,b] }
e (Th) Soit U ouvert connexe par arcs. Soit f € C1(U, R). Alors : f constante sur U < df = 0.
[&X={xe U/ f(x) =f(a)} ouvert fermé ] .
e (Ex) Soit E ev euclidien. Soit A € E. Soit f: M € E — d(A,M) € R. Alors grad f(M) = ﬁ
Application : la normale a une ellipse est bissectrice des droites reliant M aux foyers. [ demo param régul |
e (Déf) Soit f € C1(U, R). On dit que a est un point critique de f si df, = O.
(Th) Si a € Ugyyert €st un maximum local ou un minimum local, alors a est un point critique. [ demo 1 var |

Rem; : réciproque fausse : x — x3 en dimension 1.
Remy : si U n'est pas ouvert, c'est completement faux.

e (Ex) Centre d'une ellipse : x* + xy + y? — 2x —y = 0. Alors C = (1, 0).

V Fonctions Ck
® (Déf) Soit f: U — F. Soit k > 2. F est dite Ck si df est Ck-1.
Rem : d(df) : U — L(E, £(E, P)).
O (Th de Schwarz) Soit f € C2(U, F). Alors V (i, j) € {1, ...,q}, Di(Djf) = Dj(Dif).
[ demo F =R, E = R?% a = 0, EAF 4 fois avec A(h, k) = f(h, k) — f(0, k) — f(h, 0) + £(0, 0) ]
® (Th) Soit k € N*. Alors Ck(U, R) est une R-algebre. Soit h € E. Alors Dy € £(Ck(U, R), C=1(U, R)).
O (Th Taylor-Young) Soit f € C2(U, R) avec U ouvert de R2 Soit a € U. Alors :
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2
Vhe U-a,f@+h) =f@) + df.() +% Y. hihyDiDif(a) + ||h|% e() avec lim € = 0.
ij=1 0

[ demo @(t) = f(a + th) integr. |

94 9%
dx?* dxdy
0*  9*f
dxdy dy?

rs
En notant le terme quadratique ¥z q(x), et B la base canonique de R% on a Mat(q, B) = [s J =

On appelle la trace de cette matrice le laplacien de f : Af (indep. de la BON)
e (Th) Soit f € C2(U, R). Soit a un point critique.
rt—s2>0 q est définie positive
r>0 } { a est un minimum local
rt—s2>0 q est définie négative
r<o0 } { a est un maximum local
rt-s2<0 = a n'est ni un minimum local, ni un maximum local
[ demo choix de la norme associée a q ; 2 vecteurs : min et max simultanés |

VI Coordonnées polaires

® On note (e1, ¢2) la base canonique de R2. Soit u :  — (cos 6, sin 0). Soit v: 0 — (—sin 0, cos 6).
vV OeR,u(® =v(®) et v'(0) = u(®).

e (Th) Soit f € C1(U, R) ou U est un ouvert de R% On note F(r, 0) = f(r u(0)).

Alors Fest C! sur un ouvert V, et grad f (r u(0)) = D{F(r, 0) . u(6) + % D2F(r, 6) . v(60).

Rem : F est f n'ont pas le méme gradient.

e (Ex) Soit f € C%(U, R) avec U ouvert de R2, Alors Af(r u(0)) = (r,0). [ dérive calcul ]

19( oF 10%F
o or ™ 9)) T 50

Rem : a quelque chose pres, Mat(dg) = Mat(q).

100 — (Ex) Equations aux dérivées partielles

2
° aiafy = 0. On cherche les solutions f C2 sur U ouvert convexe. Alors 3 A, B, V X, y, f(x, y) = A(x) + B(y).
9 _ 9% . B ~
ek a_yz (D'Alembert). Solutions C? sur U ouvert convexe. CHV:u=x+yetv=x-y.

Alors3 A, B,V Xx,y,f(x,y) = AX +y) + B(x—y). [ramene prec |

ﬁ(x, y) +Xx ﬁ(x, y) = 0. Solutions C! sur couronne de centre O. CHV polaire. Alors 3 A, f(x,y) = A(x* + y?).

*-y
ox ay
e Lix v~ 2ix y) + (x—y)fx, y) = 0. Solutions C. Alors 3 A, £(x, y) = AGx + y) (,_Y_(X* V)
XY *ayx,y X —y)f(x,y) = 0. Solutions C1. Alors 3 A, f(X,y) = AX +y) expl )
94 of . ) e 3 o
o % ot (Chaleur). Solution sur R2. Conditions limites : f nulle sur K = L. Soit R = co(K). Alors f nulle sur R.

[ demo g¢(x,1) = f(x,y) + € x*; € = f(A)/2x,* ; contradiction au maximum éventuel |
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101 — (Ex) Fonctions harmoniques

(Déf) Soit U ouvert de R2, Soit f € C2(U, C). f est dite harmonique si Af = 0.

Rem : f harmonique < Re f et Im f sont harmoniques

e (Unicité) Soit D = { (x,y) € R/ x2 +y2 < 1 }. Soit f € CO(D, R) harmonique sur D et nulle sur Fr D.
Alors f = 0. [2e(x,y) = f(x,y) + e(x* +y?) |

® (Prop. de la moyenne) Soit U ouvert. Alors :

2n
1 cost
f € RYU harmonique sur U< Vae U, Vo> 0,B(a, 1)) € U= f(a) :E‘[ f(a+ro[ sintht
0

[ démo = Stokes @(r) constante Cf. intégrales doubles ; < calcul de ¢"(0) |
® (Noyau de Poisson) On identifie C et R2.

Rem:Vne N, (x,y) > (x +iy)ret (x,y) = (x—iy)" sur harmoniques sur R
Soit f € CO(U, €). On cherche un prolongement harmonique et continu de f sur D.

Soit g : t — f(el). Si g est un polyndome trigonométrique, on peut proposer un prolongement.
Sinon, on le réalise avec le noyau de Poisson :

T [==] [==]
~ 1 1—12
%) — — i _ = i T —
f(ret) = on :L f(eit) P,(0 —t) dt avec P(u) = kgo rk eiku + kgl rk e-iku = I Zrcosutr®
Propriétés de Py : P, est CO et positive sur R ( CVN ; expression fractionnaire )
T
1 —
— .[ P.=1 ( définition avec Z)
2T “n
T
Vv de ]0,nl, lim J- P, = 0. ( minorations )
r—1-9

Application : on suppose g € Cz. Soit (g.) suite de polyndmes trigonométriques qui convergent uniformément vers g
T T
~ , 1 ~ 1
sur R. On définit fo(r ) =— J g PO —Ddtet f(re®) == J g(t) P.(6 — 1) dt.
27 *x 27 *x

Alors: T est CosurD. (car Sup | (@) - fal2 | = Sup | f(z) — fu(2) | ) (car U c D et diff)
zeD zeU

Rem : on peut montrer que T est harmonique sur D.
e (Principe du maximum) Soit U ouvert de RZ2, soit f harmonique de U dans R. Soit a € U. Alors :

a maximum local = f constante sur un voisinage de a. [ demo moyenne et d+)=0]
Rem : si de plus, U est connexe par arcs, f est constante.

o (Existence de solutions de I'équation Af = O sur un rectangle). Simplifications :
* On se ramene au cas ou f est nulle aux 4 coins.
* On se ramene au cas ou f est nulle sur 3 des cotés.
* On suppose de plus que t — f(t, 0) est C° C'PM. Prolongement impair Fourier.

= on se ramene a un sinus, ce que l'on peut résoudre.

sh((a - y)n_7t>
- PP — _N  ay (0T — . (mnt
D'ou la proposition : f(x,y) = ngl bn shm sm( a ), sif(t,0) = ng() bn sm( 2 )
Alors: fest COsur le rectangle, bords compris. [ CVN]

Af =0 sur ]0, a[? [ DIY sur K¢ = [0, a] X [, a] |
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INTEGRALES CURVILIGNES, INTEGRALES DOUBLES

102 — Formes différentielles de degré 1

I Intégrale curviligne

® Rappel : Isomorphisme canonique dans R" : (i(x)) (y) = <x|y>.
Notations : xx = dxi = ex™.
(Déf) Soit U ouvert de R". f € CO(U,R") est appelé un champ de vecteurs sur U.

On note f (x) = i(f(x)) = kgo fie () . dxx
(Déf) Forme différentielle sur U = application C° de U dans (R")*. Les deux s'identifient (grace a 1).
o (Déf) Integrale curviligne : soit U ouvert de E. Soit y € Cl([a, b, U). Soit f € CO(U, R"). On note :
Jf J<f(Y(t)) |Y(®)> dt —J £y (Y ) dt.
® (Déf) 801t fe CO(U, B). Soit g € RU. On dit que g est une primitive de f si g est C! sur U et que
grad g =f, ou encore : dg(x) = f ().
(Th) Soit g primitive de f. Soit Yy € C!([a, b, U). Alors .\[ f = g(y(D)) — g(y(a)). [ rapide |

Rem : f posséde une primitive = V y chemin fermé,.[ f=0.
v

II Théoréme de Poincaré

o (D¢f) Soit f une forme différentielle sur U. On dit que f est exacte si elle possede une primitive.
(Déf) Soit f = Y, a dxi une forme différentielle sur U. On supposeV k, ax est C! sur U.

Dans ce cas, on dit que f est fermée si V i, j, Di(a)) = Dj(a;).
® (Th) Si fest C! sur U et exacte, alors f est fermée. [ découle de Schwarz ]
® (Th de Poincaré) Soit f C! fermée sur U ouvert étoilé. Alors f est exacte.

1

[ demo ¥« g(a + h) = .[ <f(a + th) |h> dt ; astuce : dans D;g(a+h), reconnaitre [t f;(a + th)] |
0

III Exemples

* R2\ {(0,0)} est non étoilé. Soit f(x,y) = 2>. On vérifie que f est fermée.

(;L _X
xX2+y?x?+y
En choisissant y(t) = (a cost, a sint) pour t € [0, 27|, 0on a Jr f = 2m. f n'est donc pas exacte.

Sur R% \ (R- x {0}) étoilé, f est exacte. On peut proposer une primitive : Arg.

£ Fonctions holomorphes : soit U ouvert de C et f € CU. f est dite holomorphe sur U si f est Cl et
f(z. + h) — {(z)

Vze U, lim I existe dans C.
h—0
he C*
ou encore VzeU,Ale C,f(z+h)=1(z) + h+heh)
ou encore Vze U,df,e RSO(2) (similitude directe)
Dans ce cas, f(z) dz = w; + i wz avec wy et wz fermés. [ calcul |

Ex : z — 1/z est holomorphe sur C*.
o w = exp(—z?) dz. Alors Re w et Im w sont fermés, et en choisissant judicieusement un chemin C'PM, on a :

o

.[ sin(x?) dx = .[ cos(x?) dx = —\L (sachant le résultat de l'intégrale de Gauss)
0
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103 — (Ex) Indice

Soit 7 un cercle de C.

I Racines dans C[X]

eYVae C\ /’Zln dZ e {0, 1} . [ centre nul + paramétre pol + 2 cas |a| et R ]
v

e Soit P e C[X] \ {0}. Alors - .[ P(2) dz est le nombre de racines de P dans le disque ouvert.

e Soit U= { Pe C,[X] / #Z(P) =n }. Alors U est un ouvert de Co[X].
[ demo; : résultant ; demo; : prec avec pour chaque racine, une app € CO(Cy[X],N) ]

II Indice
e Soitye Cl([a, Bl, O tel que g(o) = g(PB) ; soit aec C\ g(a, ).
1 dz 1
On pose Ind(a,?y) __TCYH_H'O['Y_(,D%
Alors Ind(a, g) € Z. [ th relevement a Y—a ; calcul |
e Soit y fixée. Alors 3R >0, |a| > R=Ind(a,y) =0. [ |[Ind@, | <...1]
Soit y fixée. Alors Ind(a, ¥) est constant sur chaque partie connexe par arcs de C \ g([a, Bl). [ Ind C° pour a ]

® On cherche a définir l'indice pour les fonctions C°. Simplifications : a = 0, [a, B] = [0, 27].
[ polyndmes trigonométriques ; vérifications Ind(P,) stationnaire |

104 — Courbes & surfaces

I Courbes

e Soit f € Ck(I, F) avec k = 1. On dit que to est régulier si f'(to) # O.

Soitp=Min { k> 1 / f®(ty) = 0 } s'il existe. Alors P (to) est un vecteur directeur de la tangente.
O (Th Fonc Implic) Soit U — R2. Soient F € RV et (xo, yo) € U tels que F(xo, yo) = 0

U ouvert
} IV, W cR ouverts, 3 ¢ € Ck(V, W), (Xo,y0) € VXW c Uet

VX y) e VXW,FX,y) =0sy=0K).

FCkavec k=1
DzF(Xo, yo) #0
e Soit U ouvert de RZ. Soient Fe CI(U, R) et Mo € U tels que F(Mo) = 0. Alors :
F = 0 définit localement une courbe paramétrée C!

grad F(Mo) # 0 j{ grad F(My) L tangente a cette courbe en Mo

[ dérive-moi F(x, ¢(x)) =0 ]
(Déf) Un point M est régulier si grad F(M) est non nul.
Ex : équation de la tangente a une ellipse.

e (Ex) Soit F e CI(R2,R) tel que F(0,0) =0et VM e R2 |DF(M) | > |DF(M) |. Alors :
Joe C!R,R),Vxe R, F(x,px) =0. [ 2 droites ou solution maximale ou équadif CL si F CZ |

II Plan tangent

® Soit U ouvert de R2. Soit F e C1(U, R?). On dit que (uo, vo) est régulier si (D1F(uo, Vo), D2F(uo, vo)) est libre.
Dans ce cas, on appelle plan tangent a la nappe paramétrée en F(M) le plan (F(M), D{F(M), D2F(M)).

Rem : M régulier & dFy injective (ou encore : de rang 2).

O (Th Fonc Implic) Soit U c R3. Soit F € RV et Mo € U tels que F(Mo) =0

U ouvert
FCkavec k> 1 FVcR2 3IW R ouverts, 3¢ € C:(V, W), (Xo, Yo,7Z0) € VXW cC U,et
DsF(Mo) # 0 V(X,y,2) € VXW,FX,y,2) =0 &z = @(x,y).

e Soit U ouvert de R3. Soit Fe CI(U, R) et My € U tels que F(Mp) = 0. Alors :
grad F(Mo) # 0 = la surface définie par F = O posséde un plan tangent, orthogonal a grad F(Mo)
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[ dérive-moi F(x,y, ¢(x,y)) =01
Ex : normale a un point d'une sphere.
® Position par rapport au plan tangent : utilisation de la formule de Taylor

rt—s2>0 et r>0 nappe au dessus
rt—s2>0 et r<0 nappe au dessous
rt—s2<0 nappe ni au dessus, ni au dessous

III Intersection
Q (Th Fonc Implic) Soit U < R3. Soit F e (R?)Y et Mo € U tels que F(Mo) = (0, 0).

U ouvert
FCkaveck>1 IVcR,3IWcR? ouverts, 3 ¢ € CK(V, W), (Xo, Yo, Z0) € VXW U, et
D2F; DsFy 7 V( V,2) € VXW,F(x,y,2) = (0,0 & (y,2) = 0(x).
Mo) #0
D.F; DsF;

e Soient S; définie par Fi(x, y, z) = 0, S, définie par F2(x,y,z) =0et Mo e S1 N Se.
S1 et S, possedent deux plans tangents Py # P, en Mo = S N S, posséde en My une tangente, P; M Pa.
[ préc ; dérive-moi un systeme de 2 équations |

¢ (Ex) Courbe tracée sur une surface. Soit 7 : t — (x(), y(t), z(}) et S: F(x,y,2z) =0, tel que 7  S.

Alors la tangente a 7 en Mo est contenue dans le plan tangent 4 S en Mo. [ dérivation |

IV (Ex) Extrémas liés

£ Soit U ouvert de R3. Soient Fet @ € CI(U,R). Soient S= {Xe U/ FX) =0 },etXo € S.
grad F(Xo) #0
38>0,VXe S, [IX—Xol £5= ¢X) > @(Xo) }:> (grad @(Xo), grad F(xo)) lice
[ description param. de S ; différentielle d'une composée |
e (Ex) Soita>0.S0itS={Xe R"/x;+..+x,=a}.%0itK={Xe S/ Vixi>0}.Soit @(X) = X;Xz...Xn.
Alors sur K, @ atteint son maximum pour X; = ... = X, = a/n. [ demo préc |
e (Ex) Soita>0.S0itI'={ (x,y,2) e R¥/x+y+z=aetx?+y?+z2=a?}.
Soit @ : (x,y,7) € I' - xyz e R. Alors I est un cercle, ¢ atteint ses bornes en (a, 0, 0) et en (—a/3, 2a/3, 2a/3).
[ calculs astucieux et préc |
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105 — Intégrales doubles

e Soit K compact de R2. On admet l'existence de I : fe CO(K,R) — I IK fe R.

I est une forme linéaire positive (c'est-a-dire f > 0 = I(f) =2 0).

b /d d
(Formule de Fubini) : si K = [a, b] X [c, d],_”]< f= .[ .[f(x, y) dy) dx = .[ @ f(x,y) dxj dy.
a C
¢ (Changement de variables) Soient U et V ouverts de R2. Soit ¢ € VV C! difféomorphisme. Soit K compact c U.

Alors : _” f:.UKfO(P)< |Jac @]

oK)
Rem : en dimension 1, il n'y a pas de valeur absolue car on oriente la droite des réels.

Cas des coordonnées polaires : @(r, t) = (r cost, r sint). Alors Jac ¢ =r.

o

U .[ exp(—t?) dt = lzﬁ [ demo en encadrant un cercle par deux carrés de R? ]
0
1 pin
* B(x,y) ZJ-tX*‘ (I—-ty-1dt=2] Gint)2x-1 (cos )& -1 dt. Alors V (x,y) € RM2 Bx,y) = 1o [ ).
0 F(X + y)
[ calcul de I'(x) I'(y) avec un rectangle et un quart de disque |
¢ Transformation d'une aire par une application linéaire : soit u € £(R?).
Alors Aire u(K) = HH(K) 1= _UK |Jac u| = |dét u| Aire(K).
o mK xyzdx dydz=1/48 avecK = { (x,y,2) € R.°/ x2 +y2 + z2< 1 }. [ coord. sphériques ; Jac = r? sin O |

e Cardioide : r = a(1 + cos 0). Aire : 3 wa* / 2. [ polaire |
® Soit D compact d'aire 1, symétrique par rapport a la droite x =y. Soit f € CO(R, 10, +eo[).

Alors _”D %\2 dxdy = %b.

*D={(x,y) e RE/x*+y*<1ety<x}.Calcule-moi .[ .[ b (x—y) exp(x +y) dx dy en coordonnées polaires.
® Formule de Green-Riemann (ou théoreme de Stokes)

_(f2s o NI
I X fdx +gdy = _[ _[ Kdx dy (attention a l'orientation)
ex: * propriété de la moyenne quand f est harmonique
of of
. _” fAf + (DiH? + (D)2 = _[ (f—) dy+(f—) dx.
DO, R) S0, B) 0x dy

(application : harmonique sur le disque nulle sur le bord est nulle)

b /x
B 11 faut savoir intervertir les ordre d'intégration de .[ (J f(x,y) dy) dx. (X2000). Astuce : faire un dessin.
a

a
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