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22 — Signature d'une forme quadratique

I Théoréme d'inertie de Sylvester

Soit E un R — ev de dimension finie n. Soit q € Q(E). Alors il existe une base B, dite de Sylvester, telle que

OO
Mat(q,B) =| 01t O [demo:Tbases Let Vxe E,VAe R, qAx) = A%q(x) |
000
(Th) Soit B une telle base. Alors s = Max { dim F / F sev de E et q¢ définie positive }
t = Max { dim F / F sev de E et q|r définie négative } [ demo suppl |
(s, 1) est appelé signature de q.
Rem: s+ t=rg(q@.
II Exemples
e Dans M2(R), g(M) = dét(M). Alors (s, t) = (2, 2). [ 2 méthodes : algo. Gauss et recherche de sevs |
e Dans M,(R), g(M) = Tr(M?). Alors (s,t) = (n(n + 1)/2, n(n — 1)/2) [ sevs |
2
® Dans Rn gq(x) = Y x x;. Alors (s,t) = (1, n— 1).[ astuce : Y x Xj = (Z Xj XJ) X x? ]
i>] i>] i,j i
2V (1,92 € QE)? s(qr + q2) <s(q1) + s(qz). "La signature est sous—additive". [ demo q — g et dim A+B |
£ Soient g € Q(E), B une base de E, et M = Mat(q, B). Alors :
q est définie positive & V k € N, dét(Myp > 0. [ = direct & réc |

Rem : si M inversible et symétrique, dét(M) > 0 & te 27.
e Soit M = Mat(q, B). On suppose V k € Np_1, dét(Mp # 0. Alors :

t=#{ke N,/ dét(My)/dét(Mx_1) < 0 } avec la convention dét(Mo) = 1. [ diy récurrence |
e Soit M € M, (R) définie par m;; = 1/(i + j + 1). Soit q la forme quadratique canoniquement associée.

Alors sa signature est (n, 0). [ demo [ reconnaitre un produit scalaire de fonctions |
e Soit M € M, (R) définie par m;; = 1/(a; bj + a; by). Trouver sa signature. [ diy ]
£ Soit q € Q(E) de dimension n. Alors Max{ dim F/ q;r =0} = n— Min(s, t). [ demo ]

e Soit M = [Min(i,j)] et q la forme quadratique de R» canoniquement associée.

Alors q(X1, ..., Xn) = kZ Xk + ... + xp)?%, donc (s, 1) = (n, 0).
=1

B 11 faut savoir donner l'expression analytique d'une f. quad. si on connait sa matrice : q(x) = *XMX (X2000)
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DETERMINANTS

23 — Groupe symétrique

Soit E un ensemble fini de cardinal n.

I Décomposition en cycles

1 — Définition
Le support d'une permutation 6 € Sgest { xe E/ o(x) #x }
Rem : le support d'une permutation ¢ est aussi le support de 1.
Soit r <n. (ay, ..., &) ¢léments de E distincts.
Soit c € Sg;car) = az, ...,c(ar1) = ar, c(a) = a;. Notation : ¢ = (ay, ..., a).

L'ordre de c est r. Son support est { a1, ..., ar }.
¢! est un cycle. c? est un cycle si r est impair (our = 2...)

2 — Propriétés
¢ Conjugué d'un cycle : Soit ¢ = (ay, ..., a,). Alors Vo € Sg,6 0 c 0 6! = (6(a1), ..., 6(ay).
® (Th) Toute permutation est le produit de cycles disjoints. [ dessin |
® (Th) L'ensemble des transpositions engendre Sg. [ 2 idées |
Rem : Sic = (ay, ..., ar), alors ¢ = (a1, a2) 0 (az,as) 0 ... 0 (ar—1, ar).
® Soit 6 € S. L'ordre de © est le ppem des ordres des cycles dans sa décomposition en cycles disjoints.
® Conjugué d'une permutation: Vo € Sg, 6 (Ci ...Cc) 61 =(cc; 61 ... (Gcgo ). [ automorphisme intérieur |

II Signature

® Lemme : Soit ¢ € Sg. Soit t une transposition. Alors le nombre d'orbites de q o t est le nombre d'orbites de q plus ou
moins un. [ d 2 cas |

® Déf 1: Soit 6 € Sg. On décompose G en transpositions : 6 = t; 0 ... 0 {;. On pose €; = (—1)4.
® Déf 2 : Soit 6 € Sg. On pose €5 = (—1)" ’7‘, ot A est le nombre d'orbites. [ Déf 1 = Déf 2 réc sur q |
® (Th) € est un morphisme de groupe de (Sg, 0) dans (Uz, X).

e Le groupe alterné est ./, =Kere = { G € Sp, €6 =1 }. Rem:n=>2=# .%% =nl/2.

III Exercices

¢ Il n'y a que 2 morphismes de groupes de Sg dans C*. [ demo transp |

® Théoreme de Cayley : tout groupe fini de cardinal n est isomorphe a un sous-groupe de 6,. [ Cf avant |
e Sin=>3, Alors Z(Sg) = {1d }.

e (/4 n'a pas de sous-groupe a 6 éléments. [ absurde ; s'il comprend un 3 cycle, il les comprend tous |

24 — Déterminants

I Formes n-linéaires alternées

¢ Soit Eun K—ev. f: En — K est n — linéaire alternée si :
x elle est n-linéaire

* (Fi#], xi = xp) = (X1, ..., Xn) = 0.
Rem : Alors, (X1, ..., Xn) liée = f(x1, ..., Xn) = O.

_/u(E) désigne l'ensemble des formes n — linéaires alternées.
(Th) n > dim E = . /() = {0}.

¢ (Th) n = dim E = dim . 4 (E) = 1. [ demo |
Justification : Soit X = F (En, K). On définit une opération de S, sur X :
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Voe S, VieX G.f:(X1,.., X0 € B > f(Us), ..., Usm) € K. [ c'est bien une action |
Application : Si f est alternée, 6. f = & f.

¢ Soit B une base de E. On définit déts(X1, ..., Xn) = Lo e sn € €6 (X1) ... €™ (Xn).

C'est I'unique élément f de . “/y(F) tel que f(B) = 1.

¢ (Th) Soient B et B ' deux bases de E. Alors déty: = déts (B) . déts.

¢ (Th) Soit B une base de E et (x1, ..., Xn) € EM (X1, ..., Xy) est lice & détp(xy, ..., X0) = O. [d]

II Déterminant d'un endomorphisme

¢ dim E=n. Soitu € L(F). Soit f € . “4(F) \ {0} et g: (X1, ..., Xn) € E" = f(U(X)), ..., u(Xy) € K € .4 (E).

JF1A e K, g =Af.0n pose A = dét(u). Ca ne dépend pas de f (si on prend 2f, on aura 2g).
En fait, si B = (ey, ..., €n), on a : dét(u) = détg(uler), ..., ulen)).

¢ (Th) dét1d = 1. Y (u, v) € L(E)%, dét(u o v) = dét(u) dét(v)
¢ (Th) Soit u € £(F). dét(u) # 0 < u e GL(E). [ demo |
(Ex) Soit u endomorphisme d'un C ev. Alors détg (u) = |détc(u) |2 [ exo 8 feuille 5 |

III Déterminant d'une matrice

¢ Soit M e Mu(K). (DE) dét(M) = X ¢ sn €6 IT M 1.

¢ (Th) Soit B base de E. Soit u € £L(E). Alors dét(u) = dét(Mat(u, B)). [d]
¢ (Th) détl, = 1.V (A, B) € M, (K)?2, dét(AB) = dét(A) dét(B).

¢ (Th) VA e My(K), A € GL,(K) < dét(A) = 0.

¢ Opérations sur un déterminant :

® Transvection : A'= A car alterné
® Permutation : A' = — A car antisymétrique
e Dilatation: A'= A A car n-linéaire

Rem : Soit E = M1 (K) et B base canonique de E. Soit M € M,(K), M = [ C; ... Cy | Alors dét(M) = déts(Cy ... Cu).
dét est alors n—linéaire alternée sur E. (pas sur M,(K)).
¢ (Ex) Soit (fi;) une famille de fonctions dérivables de I dans R.

Soit D : x € R — dét([fi;(x)]) € R. D est alors dérivable et

VxeR,D'(x =X dét(C(x), ..., Ci1(X), C'i(x), Cir1(X), ..., Cu(X)). [ demo calculs ]

IV Développement d'un déterminant

(Déf) Mineur d'une matrice = déterminant d'une matrice extraite.
(Déf) Cofacteur de M : Cij = (— 1)i+i Dj; ou Djj est le dét. de la matrice M en enlevant la ligne i et la colonne j.
(Déf) Comatrice de M : com M = [Cij]

(Déf) Matrice complémentaire de M : M = tcom M

B
¢ (Th) Déterminant par blocs. Soit M triangulaire supérieure par blocs [ 0 CJ . Alors dét(M) = dét(A) dét(C).
[ demo : si dét A # 0, on annule B puis on bidouille une application |
¢ Développement d'un déterminant par rapport a une colonne : Soit M € M, (K). dét(M) =X Cijm;j. [ évident |
¢ (Th) Soit M € M,(K). Alors MM =MM =détM) I,  [demo ]
M

¢ Si dét(M) # 0, alors M est inversible et M1 = dot M -

ab 1 d —¢
Ex : pour M :[c d}e M(K), M1 = adfbc[fb a}
¢ SoitMe Mu(@). M1 e Mu(?) & détM) € {-1,1 }. [ demo ]
Généralisation : pour tout sous-anneau A de C, soit M € M, (A). M1 € M y(A) & dét(M) € A*.

V Quelques applications du déterminant

¢ Orientation de l'espace Rn, On dit que B R B ' si déts(B ') > 0. Cest une relation d'équivalence sur l'ensemble des
bases. Iy a 2 classes d'équivalence.
¢ Formules de Cramer : Soit A € GL.(K), B € M, 1(K). L'unique solution de A X = B est telle que
Vj € Ny, X5 = dét(Ay, ..., A1, B, Ajr1, ..., Ap) / dét A. [ demo rapide T |
¢ Soit X un ensemble. E = F (X, K). Soit (fi, ..., fn) € En libre. Alors 3 (X1, ..., Xn) € X ; dét([fi(x;)]) # 0 (Ex) [ réc |
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¢ Déterminant de Van der Monde. D = dét([a;_i~!])

x* D#0< (ao, ..., an) distincts. [ demo supp D = O et colonnes liées |
x* D =TIl (8 — a). [ demo réc |
A B
£ Soit M = [C DJ . AC = CA = dét(M) = dét(AD — BC). [ exo 12 feuille 5 |

VII Propriétés de la comatrice (Ex)
¢ Déterminant : dét com M = (dét M)n— 1, [ 3cas]
¢ Rang : *rgM=n=rgcomM=n
xrgM=n—-1=rgcomM=1
xrgM<n-2=rgcomM=0
¢ YV (A, B) € M,y (K)?, com AB = com A com B. (on suppose K infini) [ demo 2 cas |

VIII Exercice utile pour les équations différentielles

Soit u € L(E). Soit B base de E. Alors

V (X1, .., Xn) € En, détp(u(x1), X2, ..oy Xn) + ... + délp(Xy, ..., Xn-1, W(Xn)) = Tr u déts(xy, ..., Xn).
[ demo pas con |

IX Résultant (Ex)

Soient P, Q € KI[X] non constants.
P=ao+..+aXraveca,#0etp=1.
Q=bot..+bgXqavecbq#0etq=1.

AP = BQ
*PAQ#1e3(A,B) e KX\ {0}2, d°A <d°Q [ demo |
d°B < d°P
*PAQ# 1o (PXP,..,X+1P,Q, XQ, ..., Xr1Q) est lice
a ... ... a, 0
0 a, ... ... a
® Résultant : Res(P, Q) = |, b 0 (| pardéfinition. Cest un déterminant d'ordre p + g.
o -+ Dby
o . . .0
0 0 b, b,

OnaPAQ#1& Res(P,Q) =0.
Exemple : P = aX? + bX + c. Res(P,P") = —a (b? —4ac).

X Déterminant de Cauchy (Ex)
Soient (ai, ..., an) et (by, ..., bn) € Kntels que V (i, j) € N2, a; + bj# 0.
D=dét(1/a + bj D. Bref, D= Hi<j(aj *ai)(bj -b) / Hi,j (a; + bJ)

[ démo par récurrence lourde avec Cj «— Ci— Cyet Li <~ Li — Ly |

XI Exercice
X, b = b Soit P = Dét(M + XU) ou U = X ;.
On cherche P(0) et on connait P(-a) et P(-b). On remarque que d°P < 1.
xSiazb,D=(bII(xi—a) —allxi—b))/(b—a).
b xSia=Db,D=(—akly (xi—a) + I[I(x; — a)).

Calculde D =
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ELEMENTS PROPRES

25 — Endomorphismes

I Sous espaces vectoriels stables

e (Déf) Soit u € L(E). E ' un sev de E. On dit que E ' est stable par u si u(E ) < E '. Dans ce cas, on appelle
endomorphisme de E 'induit par u l'applicationu':xe E' > ux) € E".
O (Th) Soit (u, v) € L(E)? tel que u o v =v o u. Alors Ker u et Im u sont stables par v.

® Matrice associée : on suppose E de dimension finie et E ' un sev stable par u. Soit (ey, ..., ) une base de E '
A x
completée en B = (ey, ..., €n) base de E. Alors Mat(u, B) = [O *] ou A = Mat(u', (e, ..., €)) et u' endom. induit.

® Si E est somme directe de sevs stables par u € £L(E) : E=E; @ E; @ ... @ Eq. Soient By, ..., Bq bases de Eq, ..., Eq. Soit B
la concaténation des (B;). Alors Mat(u, B) est diagonale par blocs, et chaque bloc est la matrice de I'endomorphisme
induit par u sur Ei.

Rem : Soit B = (ey, ..., €n) case de E. Soit u € £L(E). Mat(u, B) est diagonale < les droites Ke; sont stables par u.
e (D¢f) On suppose dim E = n. On dit que (Eo, ..., En) est un drapeau de sev si
*Vje {0,..,n},dimE =j.
x*Vje {0,..,n—1},E cCEq+i. ( + définition d'une base adaptée a un drapeau...)
Rem : Soit B adaptée au drapeau (Ei, ..., En). Soit u € £L(E). Alors
Mat(u, B) est triangulaire supérieure < les sevs Ey, ..., E, sont stables par u.
® (Ex) Soit M € GL«(K) triangulaire supérieure. Alors M- est triangulaire supérieure.
[ 4 demos : prec th ;app X > MX ; M1 € K[M] ; cofacteurs |

II Polynéme d'un endomorphisme

e Soitu € £L(E),ou E est un K —ev. Soit ¢ : P e K[X] = P(u) € £L(E). C'est un morphisme d'algebre.

Im @ est noté K[u] : c'est la sous-algebre de £(F) engendrée par {uk, k € N}, appelée algebre des polynoémes en u. Elle
est commutative. Ker @ est appelé idéal des polyndmes annulateurs de u (K[X] est principal).

Rem : A principal n'implique pas A[X] principal (contrexemple avec Z)

Rem : Soit P € KI[X]. Alors Ker P(u) et Im P(u) sont stables par u (car u commute avec P(u)).

® (Th) Si E est de dimension finie, il existe des polynomes annulateurs : Ker ¢ # {O}.

e SiKer ¢ # {0}, Ker @ possede un unique générateur unitaire noté m, appelé polyndme minimal de u.

Si dim E = n, w, existe et d°m, < n?.

O (Th) Théoreme de décomposition des noyaux : Soient u € L(E),Pet Q € K[X] tels que PAQ = 1.

Alors Ker (PQ) (1) = Ker P(u) @ Ker Q(u). [ DEMO en utilisant Bezout |
Généralisation : Si Py, ..., Pq sont premiers entre eux 2 a 2, alors :

Ke{ﬁ P, J(u) = é Ker P;(u) [ demo par récurrence sur q |
j=1 j=1
Exemples avec des projecteurs et des symétries...

III Théoréme de factorisation (Ex)
E est de dimension finie n.

e Soit F sev de E de dim . Soit Ke = { u € £(E) / FcKer u }. Alors dim Kr = n(n — g). [2d]

e Soient u et w € L(E). E U E
Jve L(E),vou=w & KerucKerw.
demo constructive W Y
demo {we L({E) /KerucKerw} ={vou/ve L(E) } avec o;. E
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e Soient vet w e L(E). E 0 E
Jue LE),vou=weImwcimyv [ de méme |

E

26 — Eléments propres

I Cas d'un endomorphisme u € £(E)

o (Déf) Soit x € E\ {0}. On dit que x est un vecteur propre de usi A A € K, u(x) = Ax.

Rem : x est un vecteur propre < X est une base d'une droite stable par u.

(Déf) Soit A € K. On dit que A est valeur propre de usidx e E\ {0}, u(x) = Ax.

(Déf) Soit A € K. Ey(u) = Ker(u — A Id) est appelé sev propre de u.

Rem : E, (u) # {0} < A est une valeur propre.

# Si E est de dimension finie : Soit A € K. A est une valeur propre < dét(u— A Id) = 0.

L'ensemble des valeurs propres est appelé spectre de u, noté Sp(u).

O (Th) Soientuetve LE).vou=uov=V Ae K, E(u) stable par v. [d]

¢ (Th) Soient u € £(E), et Ay, ..., Aq des valeurs propres distinctes de u. Alors la somme des sev propres Ey; est directe.
[ demo avec le th de décomp noyaux |

¢ (Th) Toute famille de vecteurs propres associés a des valeurs propres distinctes est libre. [ demo avec préc th |
¢ (Ex) Soientf) :xe R — e e C. La famille () < c est libre. [ utilisation de la dérivée D |
Soient g, : x € R — cos nx € R. La famille ()n < n est libre. [ utilisation de D? |

¢ (Th) Soit u € £(E), et A une valeur propre de u. Soit P € K[X]. Alors P(A) est valeur propre de P(u). [d]
c'est-a~dire P(Sp(w)) < Sp(P(w)).

¢ (Th) Soit u € £L(E), et A une valeur propre de u. Soit P € K[X] tel que P(u) = 0. Alors P(A) = 0. [ découle de prec |
c'est-a~dire P(u) = 0 = Sp(u) < Z(P) ou encore P(Sp(w)) = {0}.

Réciproque fausse : Dans R?, la rotation d'angle 7/ 2.

Etude de quelques cas particuliers... Homothéties, projecteurs, symétries, affinités...

¢ Eléments propres d'un endomorphisme induit : Soit u € £(E). E ' sev stable. VA € K, Ey(u") = E,(u) NE".

Toute valeur propre de u ' est valeur propre de u.
Les vecteurs propres de u ' sont les vecteurs propres de u qui sont dans E .

¢ Eléments propres d'un conjugué. On suppose dim E finie. Soit a € GL(E).
Soit@:ue L(E) »>auale L(E).Cest un morphisme d'algebre.

Soit u € GL(E) et v=a u a 1. Alors u et v ont les mémes valeurs propres et V A € K, E,(v) = a E,(u) [ demo |
¢ (Ex/Th) Soit u € £L(E). Si tout vecteur non nul est vecteur propre de u, alors u est unc homothétie.  [d ]

£ (Ex) On suppose dim E finie. Alors le centre de £(E) est réduit a K Id. [ demo |

Egalement, Z(GL(E)) = K Id.

£ (Ex) Soit u € £(E). On suppose que T, existe. Alors les racines de T, sont les valeurs propres de u. [ demo |

c'est-a-dire : Sp(u) = Z ()

II Cas d'une matrice

+ Soit M € M ,(K). Soit B la base canonique de K» et u € £L(E) tel que Mat(u, B) = M.

(Déf) Sp(M) = Sp(u). Les vecteurs propres de M sont les vecteurs propres de u.

SpM) = { L e K,détM —A1In) =0}

¢ Soit M e M,(R). Alors Spr(M) C Sp c(M).

Exemple : rotation d'angle /2 : Spr(M) = J ;S cM) = {—1,1 }.

2 (Ex) Soit M € M,(C). On suppose Vie Ny, |aii| > Zj,i |aij] (M est alors appelée diagonale dominante).
Alors dét(M) # 0. [ demo |

Application : Soit M € M,(C). On note r; = ¥;.;| m;;|. Alors Sp(M) < U D(m;;, 17) (disques fermés)

+ Exemple de recherche de sev stable par une matrice gqcq.

Rem : Soit H un hyperplan d'équation 'C X = 0.

H est stable par M & VXe MyiR), CX=0=CMX=0
SPc{Xe M, R)/ICMX=0} & (ICM, 1C) liée
& C vecteur propre de ‘M
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IIT Matrices semblables

¢ (Th) Soit P € GL,(K). Alors ¢ : A € M,(K) > PA P! € M,(K) est un morphisme d'algebre appelé automorphisme
intérieur.

¢ Soient X et Y € M,(K). X et Y sont dites semblables si 3P € GLy(K),Y =PXPI,

(Th) Soit u € £(E). B et B ' deux bases. Alors Mat(u, B) et Mat(u, B ') sont semblables. Inversement, soient X et Y €
M. (K) semblables. Alors il existe u € £(K»), B et B ' bases telles que X = Mat(u, B) et Y = Mat(u, B ).

¢ (Th) Soient M et M' € M ,(K) semblables. Alors M et M ' ont méme trace, déterminant, rang, spectre. [ ~d endo |
Ex : Dans M, (R), I, et I, + E12 ont méme dét., rang, trace, spectre mais ne sont pas semblables.

Rem : A et B semblables = Ttx = Ts. [2d]
¢ (Ex) Siab# 0, alors Iz + a Ejz et I, + b Eq2 sont semblables. [d]
¢ (Ex) En dimension 2, M et M sont semblables. [ ~~ ] En fait c'est vrai quelque soit la dimension...

# (Ex) Soit A et Be M,yR), et P e GL.(C). On suppose B =P A P-L. Alors A et B sont semblables dans M1,([R). [ demo |
2 (Ex) Soit M € ML(K). Tr M = 0 = M est semblable & une matrice & diagonale nulle. [ récurrence > |

27 — PolynOme caractéristique

Soit E un K espace vectoriel de dimension finie.

I Généralités
¢ Soit A € M,(K). On appelle polyndome caractéristique de A le polyndme ya = dét(A — X I).
Soit u € L(F). Soit B une base de E. Alors on pose Yu = Ymat(us)- [ indep base... |
Onconstate que ya = D Xn—Tr AXn-1+  + (=1)ndét A) =TI(ai — X) + Q avec d°Q <n — 2.
EX : en dimension 2, qm = X2 —Tr M X + dét M.
¢ (Th) Soit A € ML(K). Sp(A) =Z() = {xe K/ ux) =0} [ demo déf ]
(Déf) L'ordre de multiplicité d'une valeur propre est la multiplicité de la racine A dans .
(Ex) Soit u € £(E) et A valeur propre de multiplicité m. Alors dim E(u) < m. [ demo blocs |
Il n'y a pas toujours égalité : dans M, »(R), A = I, + E;, vérifie m; = 2 et E;(A) = 1.
(Ex) Si E# {0} C ev de dimension finie, et u € L(E), alors Sp(u) # .
(Ex) Si E est un R ev de dimension finie n impaire alors Sp(u) # <.
¢ Cas particuliers :

x Si M € To(K) cest-a-dire M triangulaire supérieure, ym = IT (A; — X).

x Soit F sev de E stable par u. Alors ' | Xu, ot ' est 'endomorphisme induit par u. [ demo base adaptée |
* SiE=E; ® ... ® Ej et tous les E; stables par u. Soit u; € £L(E;) I'endomorphisme induit. Alors g = IT Yy,
£ (Ex) Soit u, ve L(E). Alors Yuov = Yvou. [demoBB '], ]
0 -a,
¢ (Ex) Matrices compagnons: A= |1 . o lLAlorsga=(Dn(ao+ a1 X+ ... +ay1 X0 1+ Xn)
0 )
1 —a_,

Conséquence : tout polyndme de degré n, de coefficient dominant (—1)» est polyndme caractéristique d'une matrice
d'ordre n.

II Endomorphismes trigonalisables
¢ Soit u € £L(E). On dit que u est trigonalisable s'il existe B telle que Mat(u, B) € Ty (K).
Soit A € M,(K). On dit que A est trigonalisable si elle est semblable a une matrice triangulaire supérieure.
(Th) Soit B base de E et u € £L(E). u trigonalisable < Mat(u, B) trigonalisable.
O Théoréme de Cayley — Hamilton : Soit u € £L(E). Alors T, | Xu, c'est-a~-dire xu(u) = 0.
[ demo ** au cas ot u trigonalisable : on montre que (u — Ax) (E) < Ex -1 + fausse démo |
QO (Th) Soit u € £L(E). u est trigonalisable < u annule un polynéme non nul scindé. [ réc *x |

Lemme : Soit P = II(X — &) tel que P(u) = 0. Alors u possede une valeur propre.
¢ (Th) Toute matrice de M ,(C) est trigonalisable. [ Ty € C[X] est scindé |

¢ Démonstration du théoréme de Cayley — Hamilton :
demos : Si K sous corps de C...
demo; : Utilisation de tcom A. On montre au passage que 'com A est un polynome en A.
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£ (Ex) Soit A € M, (O) et P e CIX]. Alors Sp(P(A)) = P(Sp(A)). [ demo pour A € Ty (Q), s'y ramener sinon |

¢ (Ex) Soit E un R ev de dim finie. Soit u € £(E). Alors il existe une droite ou un plan stable par u. [ demo |

£ (Ex) Soit E un C ev de dim finie. Soit (1) « 1 une famille d'endomorphismes de E commutant 2 a 2. Alors il existe un
vecteur propre commun. [ demo réc sur n *x |

28 — (Ex) Sevs caractéristiques

¢ (Th?Ex) Soit E un K ev de dim finie. Soit u € £(E) nilpotent. Alors il existe une base B de E telle que

Mat(u, B) = 0 . . [ demo rapide T |
0 --- 0
(Ex) Le produit de n nilpotents qui commutent 2 a 2 est nul. [ exo 7 feuille 4 |
(Ex) Soit E un C ev de dimension finie. Alors u € £(E) est nilpotent < Sp u = {0}. [ faux surR |

¢ Soit E un C ev de dimension finie. Soit u € L(E). xu = IT (X — A)%.
ZGw = { Ay ey Mg+ = Sp(u). Th. de décomp. des noyaux : E = @ Ker((u — A; Id)%)

Ker((u — A; 1d)%) sont appelés sevs caractéristiques. Ils sont stables par u.
11 existe une base B de E telle que Mat(u, B) soit diagonale par blocs, ou chaque bloc est triangulaire supérieur.

# Application : Soit M € M, (C). On suppose que V A € Sp(M), |A| < 1. Alors lim Mk = Q. [ demo avec lemme ]
Lemme : Soientj € NetA e | — 1, 1[. Alors lim Ak Cid = 0.

29 — Endomorphismes diagonalisables

E est un K ev de dimension finie.

I Généralités

(Déf) Soit u € L(E). On dit que u est diagonalisable si E = ¥ E, (somme des sevs propres)

O (Th) Soit u € L(F). u diagonalisable < E posséde une base de vecteurs propres < 3 B, Mat(u, B) diagonale.
Soit u diagonalisable, et Ei, ..., Eq ses sevs propres. E = E; @ ... @ Eq. Soient py, ..., pq les projecteurs associés.
AlorsX pi=Id; X Apj=u;izj=>piop =0.

(EX) p1, ..., pq € Klul. [ demo Lagrange |

(Déf) Soit M € M, (K). On dit que M est diagonalisable si M est semblable a une matrice diagonale.

Rem : Soit u € L(F) et B base. Alors u diagonalisable < Mat(u, B) diagonalisable.

® (Th) Soit u € £L(F). u diagonalisable < X dim F, = dim E.

Mo
Ex :[ ] ] diagonalisable < A1 # As.

0 Az
® (Th) %« SARS (scindé a racines simples) = u diagonalisable. [d]
QO (Th) Soit u € L(F). u diagonalisable < il existe P # O SARS tel que P(u) = 0. [ demo < TDN |
® (Th) Soit u € £(F) diagonalisable. Soit E ' sev stable par u. Soit u ' endomorphisme induit par u sur E .
Alors u ' est diagonalisable [ demo vite T ]

II Exercices
e Soit u diagonalisable. Sp(u) = {Ai, ..., Aq}. Alors tout sev stable est somme de sev des Ey;. [ demo induits ]
e Soit u € £L(E). u diagonalisable < tout sev de E possede un supplémentaire stable. [ demo < |
e Soit u € £L(E) diagonalisable. Soit C(u) = {ve £L(E) /vou =uo v} :commutant de u
Alors : v e C(u) < tout sev propre de u est stable par v.
dim C(u) =X (dim E)?>n
V v e C(u), la matrice de v dans une base bien choisie est diagonale par blocs.
Soit B(w) = {we L)/ Vve C(u),vow=wo v} :bicommutant de u. Alors B(u) = K[u]. [ demos * ]

£ Réduction simultanée : Soit ()i 1 famille d'endomorphismes diagonalisables commutant 2 a 2. Alors il existe une
base commune de vecteurs propres. [ demo réc * |

AA AO
e Soient A € M,(K), B :[O AJ etC= [ o AJ € M1, (K). B diagonalisable = A = 0.

[ 2,5 démos : B et C commutent + calcul de Bk (2 variantes) ]
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III Exemples

-1 2 1
eM=| -2 3 1 | estdiagonalisable, et dim E ;(M) = 1.
4 4 -1
® Matrices circulantes (dans C). Soient ao, ..., an—1 € C.
i a, a,, a, On montre que M est diagonalisable et ses valeurs propres sont P(¥), ou k €
. Ny, P=ao + a;X + ... + a, (X2, et @ = e2™n, Pour cela, on utilise une matrice
SoitM=| & . de scrolling J... On utilise des résultats sur les matrices compagnons.
an—l
. a, 4,
® Matrice de Jacobi (dans C) En notant P, = ) out M est d'ordre n, on constate que Pn = — X Py — Pya.
0 1 Soit Qu = (—1)1Py, et uy définie par u, = Qu(t) ot € C. On suppose t € -2, 2I.
‘ 1 - On montre que u, = sin((n+1)6)/sin(0) ottt =2 cos 6 (6 € 10, @[ ).
Soit M = T On a ainsi trouvé n racines de Qn or d°Q, = n donc on a trouvé toutes les
1 racines de Qy, c'est-a-dire de Py, c'est-a-dire les valeurs propres de M :
1 0 Xk = 2 cos(knt/(n+1)),ou k € Ny.

Rem : pz)lynémes de Tchebytchev de 1¢ espece : P() = cos(n Arccos(t))
sin( (n+1) Arccost)
sin Arccos t

polyndmes de Tchebytchev de 2¢ espece : P(1) =

0 2A
e Soit A € M,(C). Soit B = [7 A3 AJ . A diagonalisable = B aussi. [ étude de la matrice 22 associée |
0 a, Alors elle est diagonalisable toujours pour rg M = 1 ou 0.
o Soit M = : e Ma©. Sirg M = 2, elle est diagonalisable si v = 0 et A# 0,

oua =X a?et A=a,?—4a.[long]
a] e a

IV Endomorphisme de translation (Ex)

® Soit E=M,(K) et A€ E. Soitu: M e E— AM € E. u est appelé endomorphisme de translation (attention, ce n'est

pas une translation de groupe). Alors u diagonalisable < A diagonalisable. [ 2 démos : K[X] et dim E, |
De plus, Sp(w) = Sp(A).

e SoitBe Eetv:Me E— MB € E. Alors v diagonalisable < B diagonalisable [ pareil |

De plus, Sp(v) = Sp(B).

e Soient A, B e M(K) diagonalisables, et w : M € E — AMB € E. Alors w diagonalisable.

[ demo avec préc + autre démo avec le conjugué + contrexemple de la réciproque |

De plus, Sp(w) = Sp(u) . Sp(v).
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30 — (Ex) Calcul de A"

¢ Récurrence. On calcule A% A3, ... jusqu'a ce qu'on devine An. On montre alors le résultat par récurrence sur n.

¢ Somme de deux matrices simples qui commutent : formule du binéme.

¢ Changement de base. On rend diagonale la matrice dans une autre base.

¢ Division de X" par un polyndme qui annule A (par exemple, Ty). X* = P Q + R. A» = R(A). On trouve R grace aux
premicres puissances de A (qui sont connues).

) 13 21
Ex : calcul des puissances de [ 0 2} etde [71 OJ .

31 — (Ex) Etude locale des endomorphismes

I Cas Général

Soit E un K ev de dimension finie et u € £(E).

e Soit x € E. L'intersection des sev stables par u contenant x est le plus petit sev stable contenant x. On le note Ex.

En fait, Ex = Vect { uk(x) / ke N }. Soit I = { P e K[X] / P(w)(x) = 0 } idéal non vide. y, et w, € L.

I possede un unique générateur unitaire, noté . On note q = d°mn,. Alors (X, u(x), ..., u41(x)) est une base de Ey. [ d |
Et dim Ex = d°my.

e Soit x € E. Soit q = d°my, et B = (X, ..., ud'1(x)). Soit u' € £L(Ey) induit par u. Alors Mat(u', B) est une matrice

compagnon [ Cf 27 — 1] et gw = 1)° x. On a : T = . [d]
® Autre démonstration de Cayley — Hamilton. [ tres rapide |
® On suppose K infini. Il existe x € E tel que 7y = . [demo:E=uU Ker (my; (u)) ]

II Endomorphismes cycliques ou monogenes

® On dit que u est monogene sidx € E,Ex = E.Danscecas,E= { Q) (x) / Q € K[X] }

On a : u monogene & T, = (1) Y.

¢ Si u monogene, C(w) = K[ul. [ demo facile |

e Soient u monogene et F sev stable par u. Soit v e £(F) induit. Alors v est monogene. [ demo avec idéaux de K[X] |
e Soit u € £L(E) diagonalisable. Alors : u monogene < le spectre est simple. [ demo < |

32 — (Ex) Matrices stochastiques

# Soit M € M ,(R). On dit que M est stochastique si { VG, j) € N, mij2 0
VieNg,Xmj=1 (somme sur chaque ligne = 1)
On note St(n) l'ensemble des matrices stochastiques.
S [n) est stable pour la multiplication. [ demo avec rem |
Rem:Me S(m & Me MRy etMU=U,ouU="[11..1]e Mn:®).
On note V M € M,(R), on note p(M) = Max{ |A| / A € Spc(M) }
VMe S m),pM) < 1. [ demo < |
¢ SoitMe S(n). Alors V L e Sp(M), [A| < TouTke N,Ak=1. [demo<<<sokx ]
Ex :J (matrice de scroll) est stochastique.
¢ On dit que M est stochastique stricte si M e St(n) etV (4,)) € Nu2, m;; > 0.
Soit M stochastique stricte. Soit A € Sp(M). Alors |A| < Tou A= 1.
# Soit M stochastique stricte. Alors A = 1 est valeur propre simple.
[ demo que Ker(M — 1) = CU et Ker((M —I,)?) = CU. Noyaux itérés = Ker((M —1,)¥) = CU |
[ utilisation de la formule : V X € Ker((M — 1)), Mk X =X+ kt U]
# Soit M stochastique stricte. Alors Mk converge, et sa limite est un projecteur sur CU.

Lemme : Soit A € M,(K) de rang n— 1. Alors Im A = Ker A.
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PRODUIT SCALAIRE SUR UN EV REEL

33 — Espaces préhilbertiens

I Produit scalaire

e (Déf) Soit E un R ev et ¢ une FBSDP sur E. On dit que @ est un produit scalaire et que E est un ev préhilbertien réel.
® Inégalité de Cauchy Schwarz...
® Soit @ un produit scalaire sur E. On note || x| =V @(x, x) .
(Déf) Soit Eun R ev. N € &F(E,R.) est une norme si VxeEVAie R, NAX) = |A|NKX)
YV (x,y) € 2 N(x +y) <N(x) + N(y)
VxeE Nx)=0=>x=0
Rem : Si N ne vérifie que les 2 premiers axiomes, N est appelée seminorme.
Rem : 11y a des normes dont le carré n'est pas une forme quadratique définie positive. Par exemple, la norme dans R?

définie par ||(a,b)|| = |a| + |b]| n'est pas associée a une forme polaire. [+]
® (Th) Si @ est un produit scalaire sur E, alors x —/@(x, X) est une norme sur E. [d]

Rem : il y a égalité dans l'inégalité triangulaire < x = 0ou3I A € Ry, y = Ax.
® Polarisation... Cf formes quadratiques.

II Orthogonalité

e (Déf) Soit E préhilbertien. Soit Fsevde E.Onnote FF=F = {xe E/Vye F,<x|y>=0}.

Clest un sev, et F N F-= {0}.

Rem : F'=ny ¢ Ker gyoit ¢y : x € E— <x|y>e R.

o (Déf) Soient F et G sevs de E. On dit que F et G sont des supplémentaires orthogonaux
SSE=F®GetVxeF,Vye G,<x|y>=0(uencore:E=F®GetGcF)

o (Déf) Soient F et G deux supplémentaires orthogonaux. Le projecteur de noyau G et d'image F est appelé projecteur
orthogonal sur F.

Rem : il n'y en a pas toujours (si E#F @ FY

Généralisation : SiE= @ F, avec V (i, j) € Ni%,i#j = F < F*, on peut définir le projecteur sur F; parallélement a la
sommme des autres.

(Ex) Dans E = C°([0, 1],R), ou <f|g> = Jo! fg,on pose H= { fe E/ f(0) = 0 }. C'est un hyperplan. Et H" = {0}.

III Sev de dimension finie

e (D¢éf) On dit que E est un ev euclidien si E est un R ev de dimension finie muni d'un produit scalaire.

® (Th) Tout ev euclidien possede une base orthonormée. [ réc]
Rem : Soit E ev euclidien et (er, ...,en) BON. Alors Vie Ny, V x € E, ¢*(x) = <x|ei> et Vie Ny, & = Q.
O (Th) Soit E préhilbertien. Soit F sev de E de dimension finie. Alors F et F* sont supplémentaires. [d]

(Déf) Dans ce cas, on peut définir le projecteur orthogonal sur F : pr projecteur d'image F et de noyau F*.
Corollaire : Soit F sev de E de dimension finie . Alors dim F = codim F* et F** = F.

Rem : F c F** est toujours vrai.

(Déf) Soit E préhilbertien. Soit A  E non vide. On pose d(x,A) = Inf{ |x—y|| /ye A} =Inf{ d(x,y) /ye A}
O (Th) Soit F sev de E de dimension finie. Soit x € E. Alors ||x]|2 = [|pr(X) || + d?(x, F). [ demo ]

Inégalité de Bessel : Soit (ey, ..., €1) BON de F. Soit x € E. Alors ||x]|?2 2 £ <ej| x>2. [d]

e (Ex) Etude de Inf 1 c g { [o! (sint —a—bt)2 dt }

(Ex) Soit n > 2. Xy, ..., Xn distincts et yi, ..., ya réels quelconques. Etude de Ming, v < g2 { X(axi + b—y)? }

IV Polynémes orthogonaux (Ex)

e Soit E un ev euclidien. Soit (E;) un drapeau. Alors il existe (e, ..., €¢n) BON de Etq. Vi< n, (e, ..., €s) BON de E.
Rem :il y a 20 BON adaptées a un drapeau donné.

e (Déf) Soit I un intervalle de R. Soit w € CO(I, R+*). On pose <P| Q> = [P QM w(t) dt.

Clest un produit scalaire sur R[X]. Il existe une suite (P,) € R[X]" telle que V n € N, (Py, ..., P,) BON de R,[X].
Rem:V ne N,d°P, =n.
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1 o .
Ex):I=]-1,1[etw= m On vérifie que les polyndomes de Tchebytchev de 1¢ espece sont orthogonaux.

® (Ex) P, posséde n racines distinctes dans |a, bl [ demo avec Q =TI(X —ay)... |

® (Ex) Soit n > 1. On suppose que V n € N, le coefficient dominant de Py, est positif.

Alors 3 (O, B, 1) € Re* X R X R * telle que Por1 = 0y X Po + Br Po+ Ya Pa- 1. [ demo direct |
Par exemple, pour les polyndmes de Tchebytchev de 1¢ espéce : [Tus1 = 2 X Ty — Toi | [ utile |

® (Ex) Les racines de P, 1 séparent les racines de Py. [ demo récurrence sur n |

34 — Espaces vectoriels euclidiens

I Généralités
® Rappel : isomorphisme canonique entre E et E*...
® Soit B = (e, ..., n) BON. Soit u € £(E). Alors Tr(u) = X<e¢x | ulew>...

¢ (Ex) E = M,(R) muni du produit scalaire canonique. K = Z(K)
¢ (Ex) Soit E espace vectoriel euclidien de dimension n. Alors il n'existe pas ui, ..., Un+2 tels que
V (,j) € Np2?, i#j = <ui|u> < 0. [ réc]
(Ex) 1l existe (e, ..., €n+1) Unitaires tels que V @0, j) € Nop+1%,i#j = <ui|u> =— 1/n.
® (Th) Soit E ev euclidien. Soit n = dim E. Soit (ey, ..., ex) une famille orthonormale. Alors on peut la compléter pour
former une BONde E.  [d]
e (Th) Soit E ev euclidien. Soit n = dim E. Alors il existe une isométrie entre E et Rt muni du produit scalaire
canonique. [d]

11 Adjoint d'un endomorphisme

Soit E un ev euclidien.

o (Déf) Soit u € L(E). Soit x € E. L'application y — <x|u(y)> est une forme linéaire.
Donc3Tze E,Vye E <x|u(y)> = <z|x>. On note u*(x) = z. u* est appelé adjoint de u.
Rem :V (x,y) € F% <x|u(y)> = <u*(x) |y>

(Th) u* € L(F). [ diy ]

® (Th) Soit B BON de E. Soit u € £(E). Alors Mat(u*,B) =! Mat(u,B). [demo ]

e Soient u et ve £L(E). Alors :

wH*=u Tr(u*) = Tr(u)

uwow =vou* Dét(u*) = Dét(u)
Ker u* = (Im u)* Yo = Ku

Im u* = (Ker u)* Ty = Ty

Ker(u* o u) = Keru rg(u®) = rg(u)

Vv P e K[X], P(u*) = P(w)*
L'application : u € £(E) - u* € £(E) est linéaire.
 (Th) Soit F sev de E stable par u. Alors F* est stable par u*. [d]

III Autoadjoint

o (Déf) Soit u € L(E). On dit que u est autoadjoint (ou symétrique) si u* = u.
Rem : Soit A:u e L(E) - u* € L(F). Lensemble des autoadjoints est E{(A).

L'ensemble des autoadjoints est noté S/ (®).

® (Th) Soit p € £L(E). p est un projecteur orthogonal < p = p* = p* [ demo < rapide |

¢ (Ex) Soit f € F(E, E) vérifiant V (x,y) € E?, <f(x) |y> = <x|f(y)>. (f est alors dite symétrique).

Alors f est un endomorphisme. [ demo |

e (Déf) Soit u € L(E). On dit que u est autoadjoint positif siu = u* et V x € E, <u(x) |x> > 0.

(Déf) Soit u € L(E). On dit que u est autoadjoint défini positif siu =u* et V x € E\ {0}, <ux) |x> > 0.
(Ex) Siu e £L(F), u* o u est autoadjoint positif. Si u € GL(E), u* o u est autoadjoint défini positif.

IV Déterminant de Gram (Ex)
Soit E ev euclidien de dimension n.

Page 32



MP — MATHEMATIQUES 1 — ERIC DAVID (ERIC.DAVID(@M4X.ORG) PRODUIT SCALAIRE SUR UN EV REEL

e Soit (x1, ..., Xp) € EP. On note G(x1, ..., Xp) = dét([<x;| x>1).
Si la famille est liée, alors G(x1, ..., Xp) = 0. Sinon, G(x1, ..., Xp) > 0. [ demo = = |

e Soit (x1, ..., Xp) une base d'un sev F de E. Soit a € E. Alors G(a, xi, ..., Xp) = d*(a, F) G(xi, ..., Xp)- [ demo 'PMP ]
Remarque : Si B = (xy, ..., Xp) sont linéairement indépendants, G(B) = dét(Mat(produit scalaire, B)).

35 — Automorphismes orthogonaux

I Généralités
® (Th) Soit u € EE. u conserve le produit scalaire < u linéaire et conserve la norme
< ue GLE)etu*=ul. [demoa < b;c:diy]
® (Th) Soit u € £L(F) et BBON de E. u € O(F) & u(B) BON de E. [~d]
e (D¢éf) On dit que u € £L(F) est un automorphisme orthogonal si u conserve le produit scalaire.
On note O(E) l'ensemble des automorphismes orthogonaux. O(E) = {ue £L(E) /uou*=1d }
On définit SO(E) = {ue O(E) / dét(w) = 1} = O(E) N SL(E) < GL(E).
Rem : dét u = 1 n'implique pas u € O(E).
Rem : en dimension 2, u € SL(E) < u conserve l'aire.
(Ex) Soit u € O(E). F sev stable par u. Alors F* stable par u. [ d vite ]

II Générateurs, Centre

® (Th) Soientaetb € Etels que a#b et ||a]| = ||b|| = 1. Alors il existe une unique réflexion s telle que s(a) = b.
[ existence unicité |
s € £L(E) est une réflexion si s? = Id, dim E;(s) = n—1 et E = E_1(s) B E(s).

s € L(E) est une réflexion s'il existe une BON B telle que Mat(s, B) = diag(1, ..., 1,—1).

Rem : soit ¢ un vecteur unitaire associ¢ aa —b. Alors V x € E, s(x) = x — <x|e>e.
Rem : soient D et D' deux droites distinctes. 11 y a exactement 2 réflexions s telles que s(D) = D'.

® (Th) Soit E ev euclidien de dim n = 1. Alors tout élément de O(E) est produit d'au plus n réflexions. [ demo sup |
Rem : V n 2 3, SO(E) est engendré par les demi-~tours. [demosin=3:s0s = (-s) o (-s) ]

r € £(E) est un demi-tour sidim E.(r) = 2,dim E;(t) =n—2 et E=E1(r) B E1(v).

r € L(E) est un demi-tour s'il existe une BON B telle que Mat(r, B) = diag(-1,-1, 1, ..., D).

e (Ex) Z(O(E) = {1d,-1d }. n =3 = Z(SO(E)) c {1d,—Id }. Sin = 2, SO(E) est abélien. [ demos vite ]

III Le groupe O(n)

e (Déf) On dit que M € O(n) sitM M = I, c'est-a-dire si les colonnes de M constituent une BON de M, 1 (R).
® (Th) Soit E eve de dimension n. Soit u € £(E). Soit BBON de E. Alors : u € O(E) & Mat(u, B) € O(n).

® (Th) Soit M € O(n). Alors dét(M) € {—1,1 }. [ 2 démos : matrices, et IT réflexions ]
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36 — Ev euclidiens orientés de dimension 3

I Produit vectoriel

e (D¢f) Soit E un ev euclidien orienté de dimension 3. On définit le produit mixte : (x,y, z) € E> — dét(x,y,z) € R
comme le déterminant dans une BOND.
Soient (x,y) € E% Soit ¢:t € E — dét(x,y,1) € R. @ est une forme linéaire donc 3Tz e E,Vte E @) = <z, t>.
Onnotez=xAy.Onadonc:V (a,b,c) € E3, <aAb | c> = dét(a, b, c).
e L'application B : (x,y) € E* > x Ay € Eest bilinéaire.

*V (X,y) € E5,XAy=—-yAX

* XAy =06 (x,y) lice
* (x,y) libre = (x,y, X AYy) est une base directe. [ d ]
*V (X,y,2) € B3, XA (YA Z) = <x|z>y —<x|y>z

II Endomorphismes antisymétriques
e (D¢f) On dit que u € £L(F) est antisymétrique si u* = —u.
Rem : Soit B BON. Soit M = Mat(u, B). u* = —u < ‘M = -M.

L'ev des endomorphismes antisymétriques . “AE) est de dimension n(n — 1)/2. Ici, dim . “AF) = 3.
® Soit B = (e1, €2, €3) BOND. Soita =pe;+qez trese E,etu,: xe E—>aAnxe L

0O -r )
Mat@,B) =| r 0 f; Donc l'application a € E — u, € .“AF) est un isomorphisme.
—-qp O On peut décrire tout élément de . “AF) a I'aide du produit vectoriel.
111 Etude de O(E)
® Rotations :
Soit u € SO(E) \ {Id}. Alors 1 € Sp(w). [demou=r;0r2]
1 0 0 0 0 0
11 existe une BON B = (e, €z, €3) telle que Mat(u,B) =| 0 cos 0 —sin 6 |, Mat(u ;u , B) =0 O -sin®
O sin® cosBO Osin® O
On a donc % = Usin g c1 d'apres 11
. 2 21
*Ex).M=73 -2 12
1 -22

M e O(3) évident. C3 = C; A Cz donc u € SO(E). On trouve un vecteur de l'axe et I'angle.

Rem : sin O n'est pas défini de manicre précise. L'orientation de l'espace n'induit pas d'orientation dans chaque plan,
mais il permet de lier l'orientation des plan avec celle des droites orthogonales.

e Casouu € O(E) \ SO(E). u est alors une rotation o une réflexion.

e (Ex) Soient ret r € SO(E) \ {Id}. ror =r or & ret r ont le méme axe ou ce sont des demi-tours d'axe
orthogonaux.

e Trouver des informations a partir d'une matrice M
* Calculer MM et MM
* Calculer le déterminant pour savoir s'il s'agit d'une rotation. Si c'en est pas, la composer par une réflexion.
* Trouver Sp M en résolvant dét(M — A X)
* Résoudre MX = A X
xTrM=1+2cos6.

M—-—tM .
*—> donne X et le sin 0.
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37 — Réduction des autoadjoints

Soit E un ev euclidien.

I Réduction

® Rappels...

o (Déf) Soit M € M,(R).

On dit que M est symétrique positive sitM = Met V X € M, 1(R), ' XMX > 0.

On dit que M est symétrique définie positive sitM = Met V X € M, ((R) \ {0}, XMX > 0.

Q (Th) A€ . % (R) = Spc(A) cR. [ demo AX = AA et utilisation de A* |
O (Th) Soit u € L(F). u autoadjoint < E possede une BON constituée de vecteurs propres de u.
[ demo < direct = récurrence sur dim E avec préc |

Application : Soit M € . Z,(R). Alors 3D € M, (R) diagonale, 3P O(n), M=P 1 DP. [ demo |
® (Th) Soit u € £L(F) autoadjoint.

u est un autoadjoint positif < Sp(u) < R.

u est un autoadjoint défini positif < Sp(u) < R+*. [~d]

II Lien avec les formes quadratiques

Soit E ev euclidien.

e Soit u € £(E) autoadjoint. Soit fy : (x,y) € EXE — <ux) |y> € R.f, € B(P).
Soit B BON de E. Alors Mat(u, B) = Mat(fy, B). [d]

Corollaire : L'application u € () > f, € B(E) est un isomorphisme.

O (Th) Soit Eun R ev de dimension finie. Soit g1 € Q(E) définie positive et g2 € Q(E).
Alors il existe une base B qui est une BON pour q; et qui est orthogonale pour qz. [ demo préc |
Rem : Si g et gz sont définies positives, et qu'il existe une BON commune, i = qz.

Application : soient A et B € . ,(R). A définie positive = I P € GLn(R), 3 D diagonale, A=PPet B=PDP.
® Application aux coniques. Soit E un plan vectoriel euclidien. Soit g € Q(E) \ {0}. Soit f € E* et C € R.

Soit “ = {x€ E/q(x) + f(x) = C }. On peut toujours trouver une base ou q est somme de carrés.
Exemple sur R? : x* + xy —y? + X + y = o est une hyperbole équilatere.
¢ (Ex) Soient A et B € M, (R) symétriques positives. Alors dét(A + B) > dét(A) + dét(B).

[ demo : si dét A = dét B = 0 emploi de J; ; si dét A # O par exemple : A définie positive : prec |

III Décomposition polaire (Ex £)

¢ Soit A € ML(R) symétrique définie positive. Alors 3T B € M, (R), B symétrique définie positive et B2 = A.
[ demo existence unicité |

e Soit A € ML(R) symétrique définie positive. Soit B € _Z(R). Alors AB diagonalisable. [ prec |
® Soit M € GLa(R). Alors 37 (S,0) € M,(R) x O(n), S symétrique définie positive et M = SO.

[ analogies avec z =re i%. demo unicité puis existence |
Généralisation : si M € M, (R), il n'y a pas toujours unicité. [ idées existence |

IV Maximin (Ex)

e Soit E un ev euclidien. u € .7 (E). Soient A; > ... > A, ses valeurs propres.
Soit S={xe E/ ||x| =1 }. Soit q défini par q(x) = <u(x) |x>.

Alors : V ke Ny, Ax = min max(q(F N S)) [ demo Vect{ex, ..., en} |
dimF=n-k+1

Autre formule : V k € Ny, Ak = max min(q(F N S))
dimF =k

e Soit E ev euclidien. Soit u € ./ (E). Soit M = Mat(u, B). Soit A; > ...> A, son spectre.
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Soit N la matrice de ./ 1 (R) extraite de M, et Wi = ... 2 Wn1 son spectre. Alors :
7\.1 Zl.l] Z...Z?\.kZl.lkZ?\.k+l Z...Zl.lnfl Z?\.n. [deO... ]

38 — Quadriques d'un ev euclidien de dimension 3

Soit E un ev euclidien de dimension 3 (sur R).

® Une quadrique est une surface dont l'équation se met sous la forme
qx) + f(x) =c,otiqe Q) \ {0},fe Ef,etce E.

Dans une BON, son équation est de la formeax? +by?+cz? + 2dxy+2eyz+2fxz+gx+hy+iz+j=0.

On sait qu'il existe une BON qui est q — orthogonale. Dans cette base, I'équation est de la forme :
ax?*+by*+czf+gx+hy+iz+j=0. [a+ b+ cne change pas car P € O(n) |

Par changement d'origine, on annule g sia # 0, on annule h sib# 0, et on annule i si c # 0.

Finalement, on obtient :

axi!+by2+czid+d=0, ou {i, iz, iz} < {1, 2}.
e Ellipsoide. (s, t) = (3, 0). Elle est dite de révolution sia = b.
<y 7 x=acosu
ZTpte= 1 Paramétrage : { y =bsinucosv

Z =csinusin v

Sections planes : ellipses

® Hyperboloide a 2 nappes. (s, t) = (2, 1).

<y oz ' Xfashucpsv
;+bzf?:fl Paramétrage H+ : { }Z’;EsEESan
Sections planes : n'importe quelle conique

® Hyperboloide a une nappe. (s, t) = (2, 1).

<y oz ' { Xfachucpsv

Y] + oz +1 Paramétrage : }Z’ ; ?sckkllllll smv
Sections planes : n'importe quelle conique

Une quadrique de ce type est engendrée par une famille de p

droites Dy. Si a = b, I'nyperboloide de révolution est obtenue 2 2 2 2
par rotation d'une droite autour de Oz. 2 2

® Paraboloide hyperbolique : (s, t) = (1, 1)
x2 2 11
PR |

Sections planes : paraboles, hyperboles

Ex : L'ensemble € des points équidistants de 2 droites.
* Si elles sont paralléles, E est un plan.

* Si elles sont sécantes, T est la réunion de 2 plans.

* Sinon, € est une paraboloide hyperbolique.
Ex : z = x y est un paraboloide hyperbolique.
e Paraboloide elliptique : (s, ) = (2, 0)

. y_, :
aZ bZ 0
Sections planes : paraboles, ellipses os
o
0.z 1
o (1K)
1 il
0.8 5 P
x 0.8 !
® Cone.

Un cone de sommet A est une union de droites passant par A.
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Un cone de sommet A est un ensemble stable par toute homothétie de centre A.
Vqge QE), {xe E/qx) =0} estun cone de sommet O si q est posséde des vecteurs isotropes non nuls (ni définie
positive ni définie négative). Ex : z = x y est un cone

® Cylindre
Un cylindre est une union de droites paralleles.
2 2

Un cylindre elliptique est d'équation% + % =1.
. . . x2 oy
Un cylindre hyperbolique est d'équatlong = 1.
Un cylindre parabolique est d'équation x> =2 py.
¢ (Ex) Etudier { (x,y,2) e R®/x*+y?*+ 2 —xy—-yz—xz=1}

C'est le cylindre de révolution de rayon \/% etdaxeR (1, 1, 1).

® Remarque : Soit ¢ : R 5 R. { (x,y,2) € R3 / ¢(x,y) = 0} est un cylindre de direction Oz.
Réciproque : L'équation de tout cylindre de direction D se met sous la forme ¢(P, Q) =0
ouPetQe E, 9 e FR%R), et D=Ker PN Ker Q.
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PRODUIT SCALAIRE HERMITIEN

39 — Ev préhilbertiens complexes

e Soit E un C ev. On appelle produit scalaire sur E une forme sesquilinéaire hermitienne définie positive.
¢ € C¥ est sesquilinéaire si V a € E, x — ¢(a, X) est linéaire et V b € E, x = @(x, b) est semilinéaire.

¢ € C¥ est hermitienne si V (x,y) € E2, 0(y, X) = 0(X, y).
u € CEest semilinéaire si V (x,y,a) € B2 X C,ux +y) = ux) + u(y) et u(@x) = aux)
Ex : Sur Cn, le produit scalaire canonique est <X |y> = X X; ¥i.
Sur C([a, b], ©), soit w € C°([a, bl, R+*). On peut définir <f|g> = [»fg w.
® (Th) Inégalité de Cauchy — Schwarz : Soit @ produit scalaire hermitien sur E.
Alors V (x,y) € F2, |0(x,¥) | % < 0(x,X) ¢, Y). [ demo réel puis rotation e |
Il'y a égalité¢ < (x,y) est liée.
(Déf) Soit @ produit scalaire hermitien sur E. On note ||x|| =\ ¢(x, X) . C'est une norme sur E.
e Soit E préhilbertien. Soit (x,y) € E2. Alors :
[ +yl* = [Ix[|* + lly[|* + 2 Re <x|y>
[x=yll* = lIx[* + [ly[* — 2 Re <x|y>
Ix +ylI? + Ix=ylI* = 2(|x]|% + Iyl Identité du parallélogramme
[x +yl* = lIx-yl* = 4 Re <x|y>
4 <x|y> = xZU A lly + Ax||? [ utilisation de ZU k=0 o ke nZ]
€ 4 we n
o (Déf) Soit E espace préhilbertien. Définition de I'orthogonalité de vecteurs, de parties de E. Définition de F*, du

projecteur orthogonal de F, des familles orthogonales, orthonormales.
Toute famille orthogonale de vecteurs non nuls est libre.

Relation de Pythagore : Soit (e, ..., €n) une famille orthogonale. Alors ||X ¢i||? = X||ei|2.

40 — Ev hermitiens

I Généralités

e (Déf) Un ev hermitien est un C ev de dimension finie muni d'un produit scalaire.

® (Th) Soit E ev hermitien. Alors E possede une BON. [ demo |

® Dualité : Soit E ev hermitien, et x € E. Onnote ¢x:y € E — <x|y>e C. @, € E*. Soitu:xe E— @€ E*.
u est semilinéaire. On définit E comme E, mais en changeant la loi externe : a.x = a x. Sur E, u est linéaire.
On érifie que u est un isomorphisme de C ev entre E et E*.

Conclusion: V fe E*,3Tx e E,Vye E f(y) = <x|y>.

II Sev de dimension finie

® (Th) Soit F sev de E préhilbertien de dimension finie. Alors E = F® F*. On a également : F** = F, codim F* = dim F.
Soit (ey, ..., €n) BON de F. Alors V x € E, pr(x) = X <ei|x> e

e Distance de x a un sev : ||x]|2 = ||prX) ||? + d2(x, P).

e Inégalité de Bessel : Soit (e, ..., €n) famille orthonormale. Alors V x € E, ||x||? 2 X | <e;|x>|?

¢ (Ex) Soit E le C ev des fonctions continues sur R 27 périodiques.
T

1 (- . . . . . .
On pose <f|g> = o f f g. Il s'agit d'un produit scalaire hermitien. On pose ex(t) = el k. (eWk ¢ 7z est une famille
orthonormale. Soit F, = Vect{e_y, ..., €n}. Soit f € E. Soit f, = pra(f). On a :

[ snl(n s Do-w)

o (t — u) du [ demo |

1
R w®) =— |[f
Vte R,VneN, fi(t) on (w)

2

—T
La suite d(f, F,) est décroissante. [ 2d ]
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41 — Endomorphismes hermitiens

Soit E ev hermitien.

e (Déf) Soit u € L(E). On dit que u est autoadjoint, ou hermitien (= symétrique pour R) si
YV (x,y) € F?, <u(x) |y> = <x|u(y)>.

(Déf) Soit u € L(E). On définit u* par V (x,y) € E?, <uX) |y> = <x|u*(y)>.

(Th) Soit B BON de E. Soit u € £(E). Alors Mat(u*, B) =t Mat(u, B).

On note, pour tout A € M,(C), A* =tA.

Propriétés : @w*=au* détu*=dét(u).

O (Th) Soit u hermitien (c'est-a-dire u = u*). Alors Sp u < R.

Soit M € M,(C) hermitienne (c'est-a~-dire M = M*). Alors Sp M c R. [ demo calculs ]

Rem : { M € M,(C) hermitiennes } =.%(R) @ i. Z4®R).  [+]
O (Th) Soit u € L(F). u = u* < E possede une BON de vecteurs propres de u et Sp u  R. [ demo rapide |
2 (Ex) Soitu e £(E).u=u*< Vxe E <uX) |x> e R. [ demo avec lemme |
Lemme:V (u,v) e C2, (Vae CCau+av)=u=v.
Rem : sur un R ev, si f et g formes bilinéaires symétriques telles que V x, f(x, X) = g(x, x), alors f = g.
e (Ex) Soit u € £(E) tel que u = u*. Alors
SpucRy S Vxe E <u®|x>20 & Jve LE),u=v*ov. [rapide]

42 — Groupe unitaire

Soit E un ev hermitien.

e (Déf) On dit que u e U(E) siu o u* = u* o u=1d. On dit que M € U(n) si M*M = I,.

Soit B BON de E ev hermitien. Alors u € U(E) & Mat(u, B) € U(n).

£ (Ex) Soit u € £L(E). u € U(E) & u diagonalisable en BON et Sp(u) < U. [d]

O (Th) Soit H € M,(C) hermitienne. Alors 3 U € U(n), 3 D diagonale réelle telle que H = U* D U. [ rapide T ]
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