MP — MATHEMATIQUE

S 1 —ERIC DAVID (ERIC.DAVID(@M4X.ORG) [ MP — MATHEMATIQUES 1 ]

[ MP — MATHEMATIQUES1 ]

[ MP - MATHEMATIQUES 1] 1
CONTRE-EXEMPLES ....uueeieettttttieeeeeeeettatieeeeeeeeeestaaeeeeeesesataaeeseessssataaaeeeessssasaneeessssssataaeeessssssraaaesesssssrannnaeeeeesrrees 2
ALGEBRE DE BASE 4
T GROUPES. ... ieeeettteee ettt e e ettt e e e e et eeeeee e e e et aeeeeee e e s s s aaeeeee s s s e aaaeeeeesssssaanaeeeesssssaannneeeessssssraneeeaees 4
2 GROUPES ZINZ ......eeeeeeeeeeeeeeeee ettt e e e e e e ettt e e e e e e eeee e e e e ettt aaeeee e e s et aaeeee e s s s aaaaeeeesessaaaaaeeeeesssaranaenaees 4
3 — ACTION D'UN GROUPE ......cotvtuuiieeeeeeeeitiiieeeeeeeeeettaiaeeeeseesaataaeeseessataaaaeeeeessssaaaaaeessesssraaaeeeesessstaaaaeeeessssrriaaeeaees 6
ARITHMETIQUE 7
4 — ANNEAUX COMMUTATIES ...uuueeeeiettitiieeeeeeeeeestiaeeeeeeeestataaeeeesssssatiaeeesessssrttaaeesssssssataaeeessssssraaaesesssssrsnaaeesessrsees 7
5 — ARITHMETIQUE DANS Z......ouuuuieeeeeeeeeiieeeeeeeeeeteeeeeeeeeetaeaaeeseee s ettt aaaeeeessssaaaaeeeeesssraaaaeeeessssrtanaaeeeeesssarnaeeaees 7
6 — (EX) NOMBRES PREMIERS ......cccciiiiiiiiiiiiieeeee e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e aaaaeaens 9
T — (EX) FONCTION DE IMOBIUS .....ccottttiitttttitteeeeeeeeeeeeeeeeeeseeseseessessssssssessssssssssssssssssssssssssssssssssssessssssssssssessssreresrrrrree 9
L 15) 27N 05 q 5] 3 A, € LSO TTTTP PR 10
9 — (EX) ALGEBRIQUES.......cciiiiiiiiiieeee e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e 11
10 — CORPS COMMUTATIES .....ouuuueeeeeeeeettiiiieeeeeeeeettteaeeeeeeessstaeeeseessssataeeeessssssataaeesessssrataaeeesssssrsnaaesesssssrrnaneeeeees 11
11 — (EX) POLYNOMES CYCLOTOMIQUES......cccttttttttitttteeeeeeereeeeeeeesereeeeeeesesssessessesesssssssssssssssssssssssssssssssesressssrrrerereeen 12
ESPACES VECTORIELS 13
12 — ESPACE VECTORIEL SUR UN CORPS COMMUTATIF .......cuuuuiieeeieeiiiiiiiieeeeeeeeetsiiieeeeseseessnneeeeesesssssnieeeessssssmmineeseens 13
13 — RANG D'UNE APPLICATION LINEAIRE ........cottttuuieeeeeeeeetitiieeeeeeesresatiaeeeeesssssnnaaessesssssmnaaeessssssssnaaeesssssssmmnneeeeees 13
T4 —HYPERPLANS ....otttteeeeieeeeiteeeeeeeee et eeeee e e e e e aeeeeeee e e e et e eeeeeseesaaaeeeeaesssaaaaeesesssssatrneeesesssrsaaneeeeesssssrnnnaeeeens 14
15 —DUALITE EN DIMENSION FINIE .......ouuuuieeeiiiittiutiieeeeeeeeesttieeeeeeessssasiaeeeessssssmnaaessessssssmieeeesssssssmineeeessssssmminneeseens 14
MATRICES 16
T —TRACE ... ettt e e ettt e e e e e e e e eeeee e e et et aaeeeee e e e aba e eeeee e e b bt aeeeeeeerrtaaeeeeerrrraaaaes 16
17 — MATRICES EQUIVALENTES ....ueiiiiittutieeeeeeetetttiieeeeeeeessatteeeeesssssasaaeeeesessssmnaaeesssssssttaaeeesssssssniaeeesssssrsminaeeeens 16
18 — OPERATIONS ELEMENTAIRES SUR LES MATRICES .......covuuuieeeeieitietuiiieeeeeeeeettiiiaeeeeeesssrtieeeessssssrsnieeesssssssmmineeesees 16
FORMES QUADRATIQUES 18
19 — FORMES BILINEAIRES SYMETRIQUES SUR UN R EV ....cooiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiieeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeees 18
20 —FBS SUR UNR EVDEDIMENSION FINIE .......ccceettiiiiiiiiiieieeeeee e 19
21 — IMETHODE DE GAUSS .. .oitttttieeeeeeeettiiieeeeeeeeettieeeeeeeee et eaaeeeee s e s st aeeeeessssaaaaeessssssataaaeeessssrrraaaeeeeessssnnaaaeeees 20
22 — SIGNATURE D'UNE FORME QUADRATIQUE........cuuuieeeieeitiitiieeeeeeeeertiieeeeeesessstieeessssssssniaeessssssssnineessssssssnninaeseees 21
DETERMINANTS 22
23 — GROUPE SYMETRIQUE .....ccuuuuueeeeeetittitieeeeeeeestutieeeeeeessatteeessesssstanaeseesssstaaaesesssssarnaaeeessssssnnaaeseesssssnninaeseees 22
24 — DETERMINANTS ...uuuueeeeeetttttieeeeeeeeettateeeeeeesseaaaaaeeeeesssaaaaeessesssatataaeesessssaaaaeesessssatiaaeeesssssranaaeeeesssssnninaeseees 22
ELEMENTS PROPRES 25
25 — ENDOMORPHISMES ......ccottttuiiieeeeeeettiiieeeeeeeeesetaiaaeeeeeeseaaaaaeeesesesstaaeeseessssataaaeesessssatnaaeeesssssrrtaaeeeesssssnninaaseees 25
26 — ELEMENTS PROPRES .......cotttuueeeeeeeettttieeeeeeeesettiaeeeeeeessattaeessesssstaaeeseessssataaeessssssannaaeessssssrriaaeeessssssnniaaaseees 26
27 — POLYNOME CARACTERISTIQUE .......cuuuuueeeeeeeertttiieeeeeeeeeeuttteeeeeesesstunaeeeeessssannaeesssssssannaaeesssssssnnaaesessssssnninaeseees 27
28 — (EX) SEVS CARACTERISTIQUES .....ccciiiiiiiiieeeeeeeee e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e 28
29 — ENDOMORPHISMES DIAGONALISABLES .....ccotvtttuieeeeeettiitieeeeeeeeeetttiieeeeeesesssaieeesessssssniaeesessssssniaaesessssssnninaeeeees 28
30— (EX) CALCUL DE A oo e e e e e e e s e e s s e e eee s e e 30
31 — (EX) ETUDE LOCALE DES ENDOMORPHISMES .......cccciiiiiiiiiieieeeeeee e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e 30
32 — (EX) MATRICES STOCHASTIQUES .....ccceiiiiiiieieeeeeeeeeee e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e eaaaaaens 30
PRODUIT SCALAIRE SUR UN EV REEL 31
33 — ESPACES PREHILBERTIENS .....uuuiiiiittitieeeeeeetttttieeeeeeesssstaeeeeeesssstannaeseesssssuiaaesssssssatnaaeesssssssnnnaeseesssssnninaeseees 31
34 — ESPACES VECTORIELS EUCLIDIENS .....uuuueeiittttttueeeeeeeerrttieeeeeesesstunaeeesesssssmiaeessssssssmmaeeessssssmmmineessesssssminaeseees 32
35 — AUTOMORPHISMES ORTHOGONAUX ...uuuuueeeeiitittiiieeeeeeesettteeeeeeesssstiaeessessssstteaesssssssstmaeessssssssmiieessssssssmineeseees 33
36 — EV EUCLIDIENS ORIENTES DE DIMENSION 3 ...oiiiiiiiiiiiiiiiiiee et eeeeettieeeeeeeeeetteeeeeeeeeaaaaeeeeeesessaannaeeeeesesnnnaaeaees 34



MP — MATHEMATIQUES 1 — ERIC DAVID (ERIC.DAVID(@M4X.ORG) [ MP — MATHEMATIQUES 1 ]

37 — REDUCTION DES AUTOADJIOINTS ....cvvtuueeeeeeetttttiieeeeeeeessutieeeessesssstmaaeesssssssnmtaeesssssssamieeesssssssmminaeessssssssmiineessees 35

38 — QUADRIQUES D'UN EV EUCLIDIEN DE DIMENSION 3 .....cciiiiiiiiiiiiii e, 36
PRODUIT SCALAIRE HERMITIEN. 38

39 — EV PREHILBERTIENS COMPLEXES ......0uuueeeeeiittittiieeeeeeeestttteeeeesesssstuaeesssssssstnieeessssssssnniaeessssssssmiaeessssssssnineessees 38

A0 —EV HERMITIENS ...uuiiiiiitittiieeeeeeeeeeititeeeeeeeeettaaaeeeeeeesssataaeeesssssaaaaaeesessssaraaeeessesssaanaaeessssssssnaeseeesssssnaaaeseees 38

41 — ENDOMORPHISMES HERMITIENS .....0uuueeeeeeieetuuieeeeeeeesesuieeeeesssssssniaaeesssssssssnaaesesssssssmmiaeessssssssmmineesssssssssninneeseees 39

42 — GROUPE UNITAIRE .....ccovttuueeeeeeeeettiiieeeeeeeeeetataaeeeeseesssataaeesssssssaaiaeesssssssstatesessssssaanaaeesssssssrnaaesssesssssniaeeseees 39
Contre-exemples

U Fonction de R dans R qui a toutes ses dérivées nulles en 0, sans étre identiquement nulle.
1

N
t—e

U Fonction de R dans R telle que V x € Ry, f(nx) — O et f(x) diverge en +eo.
t—>1sidpe N,t=evr, et O sinon.
U Fonction de R+ dans R; non bornée mais intégrable sur R..
Fonction triangles trés minces.
U Fonction de R% dans R continue selon tout vecteur en 0 mais pas continue en O
(x,y) — Heaviside(p — 21+ 8) € F(R2R).
U Deux fermés de E ev normé, de distance nulle et pourtant disjoints.
{&x,yeR2/xy=1}et{O,y)/ye R} cR2
U ue GL(E),Fsev. u(F) cFetu(F) #F.
E=F R, R). Soit T € EE définie par T(f) (x) = f(x — 1). T € GL(E) car on connait T-L.
F={feR*/Vx20,f(x) =0} sevdeR*. T(F) = {fe R*/Vx>-1,fx) =0} cF.
U Suite décroissante de fermés non vides de R d'intersection vide.
[n, +oof
U Deux normes dont aucune n'est plus fine que l'autre.
E = R[X]. On définit N; et N par : N;(P) = sup(P[O, 1]) et N2(P) = sup(P[2, 3])
U Une suite dont 'ensemble des valeurs d'adhérence est non borné.
U, = zigzag de plus en plus grands
U Deux séries de nature différente, de terme général équivalent.
Sl VL %

n=1 n
U Deux séries de terme général équivalent qui ne sont pas équivalentes :

—1)n . o
Z ( \/—) converge mais pas Z
n=1 n

1 1 v 1 @ v 1
nz " nm+1) or YE’I n?~ 6 *E'I nn+1) — 1

U Une fonction non continue mais qui posséde la propriété de la valeur intermédiaire.

Avec f: x — x? sin(%), f' vérifie ces propriétés en 0.
U Une fonction numérique qui a une tangente verticale et qui est continue a droite et a gauche.
X — \/m |—§| prolongée en O
U Une fonction de R? dans R telle que les applications particlles soient continues en O sans qu'elle ne le soit.

x,y) = ((X, y) #(0,0) ?Xz—ﬁv—yz: o)

U Une fonction de R? dans R telle qu'elle admette des dérivées selon tout vecteur en O mais ne soit pas différentiable.
2 + 2
(X,y)—>(y¢07—w 5 :o)

U Une injection de R% dans R

o

(sa Y ac 1056 X b 10“) eR2> X a 107 + b 105 + a1 105 + by 102724 (g,+1) + 2(en+ ).
k=-o0 k=-o0 n=0
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U Exemple de paradoxe

Soit A l'ensemble des mots de la langue francaise, que I'on peut trouver dans un dictionnaire de mots
francais donné. Par exemple, "mot" appartient a A, et "mjgiod" n'appartient pas a A. Remarquons
que A est fini.
SoitB= U A"

ne N*

Soit C la partie de B pour laquelle chaque élément correspond a un unique entier naturel.

("un") € C.

"un", "plus" ,"deux") € C (c'est trois)

"un", "deux", "plus") ¢ C (pas de sens)

("nombre", "de", "lettres", "dans", "bonne") € C  (c'est 5)

("le", "nombre", "précédent") ¢ C ('unicité n'est pas respectée)

("mojdi") ¢ C.

"nombre", "de", "lettres", "dans", "mojdi") ¢ C mojdi n'est pas dans le dictionnaire
| | p

On note f I'application qui part de C vers N, qui a un uplet de mots associe le nombre en question.
f("trois") = 3
f("trois", "fois", "deux") = 6

On note C, la partie de C pour laquelle chaque élément est un n-uplet. C, est inclus dans A".
Remarquons que puisque A est fini, C, est fini.

Soit D = f{Ci U C; U ... U Cy} Soitj =1+ Max D.
j existe car C; U C2 U ... U Cy est fini.
Max D est le plus grand nombre qui puisse se caractériser en 20 mots ou moins.

SOit k — ("un"’ "plusﬂ’ "le"’ "plusﬂ’ "grand"’ "nombre"’ "qui"’ "puisse"’ "Se"’
"caractériser”, "en", "vingt", "mots", "ou", "moins").

Il est évident que f(k) = j, mais k € Cyi5 implique que j € D.
Donc Max D 2j. Doncj -1 2]

Contradiction.

Page 3



MP — MATHEMATIQUES 1 — ERIC DAVID (ERIC.DAVID(@M4X.ORG) ALGEBRE DE BASE

ALGEBRE DE BASE

1 — Groupes

e Définition : Groupe — LCI associative avec existence du neutre et de symétriques. (Voir cours de MPSI)
® Sous-groupe

H < G est un sous-groupe de (G, X) si vV (xy) € H%, xye H
ee H

Vxe H,x!e H

® Morphisme

[...] L'application @, : x € G — axa! € G est appelé automorphisme intérieur. Si G abélien, ¢, = Idg.

Les translations x € G — ax € G et x € G — xa sont bijectives mais ne sont pas des morphismes de groupes.
L'application x € G — x! est involutive mais pas toujours un morphisme.

(Th) Ker f = { ec } & finjective.

® Produit de 2 groupes

Soient G et H deux groupes. On définit une LCI sur G X H par (x,y) * (X,y) = X * X,y *y).

(Th) G X H est alors un groupe pour la loi produit. Ex : (R?, +)

o Sous-groupe engendré par une partie

[... Définition usuelle ...] A # .

Le sous-groupe engendré par A est H = { XiXz2...Xg, 4 € N*, (X1, ..., Xg) € (AU A a}.

o L'ensemble des éléments inversibles est un groupe (Ex)

Soit (M, *) un monoide, et G l'ensemble des éléments inversibles de M. Alors G est un groupe. (demo que G est stable)
Clest utile surtout quand M est un anneau.

Ex : Z[i] = {x + iy, (x,y) € Z%} a pour ¢éléments inversibles Uy = { 1,—-1,1,— }. [~d]

Ex : ML(R) a pour éléments inversibles GLn(R).

® #G = #Ker f X #Im f (Ex)

f: G — H est un morphisme de groupe. Alors #G = #Ker f. #Im f. [ on compte les antécédents de chacun |

2 — Groupes Z/nZ

I Construction de Z/nZ

1 — Les sous-groupes de Z

(Th) Les sous groupes de Z sont de la forme nZ,n € N. [ demo pareil que sup |

2 — Relation de congruence

Vne N,V (a,b)e Z*,a=b[nlon | b-a.
(Th) C'est une relation d'équivalence.

3 — Groupe Z/nZ
Soit n € N*,
Z/nZ est I'ensemble des classes d'équivalence (ou ensemble quotient) pour la relation =.
(Th) (Z/nZ, +) est un groupe abélien fini, de cardinal n. [d]

4 — Morphisme canonique de Z/nZ

Le morphisme canonique de Z/nZ est l'application : ke Z — k € Z/nZ. C'est un morphisme.

II Sous-~groupe engendré par un élément

Soit G un groupe eta € G.
Le sous-groupe engendré par a est gr(a) = { ak, k € Z }. Par convention, a® = e.
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Soit @ : k€ Z — ak € gr(a). C'est un morphisme de groupe surjectif.
Ker ¢ = { ke Z,ak=e } est un sous-groupe de Z. - I n € N, Ker ¢ = nZ.
Sin=0,Ker @ = {0}

¢ est alors bijective, et gr(a) est isomorphe a (Z, +).

Ex:G=R* X)) eta=2.2r(2) = { 2k, ke Z } est un groupe isomorphe a (Z, +).
Sin>1,Ker@=n”Z

Soit G un groupe et a € G. On suppose Ker ¢ = nZ,n > 1.

(Th) Alors gr(a) est isomorphe a Z/nZ.

(Th) @ :k € Z/nZ — a* € gr(a) est un isomorphisme de groupe. [ justifications et demo |

Soit a ¢lément d'un groupe G, et H le sous-groupe engendré par a.
* Si H est isomorphe a Z, a est d'ordre co.

* Sinon, on appelle l'ordre de a Min{ k e N*, ak =¢ }

III Groupes cycliques

1 — Définition
Soit G un groupe. On dit que G est cyclique si G est fini et engendré par un élément.
Si G est un groupe cyclique de cardinal n, il est isomorphe a Z/nZ.

Ex: Z/nZ est cyclique de cardinal n engendré par 1.
U, est cyclique de cardinal n engendré par ez™/n,
(Z/217)* n'est pas cyclique. [ Exo 5 Feuille 1 :ak=1 [21] si a impair etk = 202 |

2 — Générateurs de Z/nZ

(Th) k engendre Z/nZ < kan=1. [ demo < rapide |
Soit G = {e, a, ..., a1 } un groupe cyclique engendré par a. Soit b = ak. L'ordre de b est alorsk v n / k. [d]

3 — Exemples
* Tout sous~groupe H d'un groupe cyclique G est cyclique (Ex)
Soit p: ke Z—ake G.3qe N, ¢ 1(H) = gZ.
H = @(@'(H)) car ¢ surjective ; H= ¢@(q2) = { ak, ke Z } = G(a9).

* Si f est un morphisme de groupe de G vers H et G cyclique alors Im f cyclique (Ex) [ Demo simple |
* Soient a € G d'ordre p et b € H d'ordre q. Alors l'ordre de (a,b) € GXHest p v q (Ex). [ Demo simple |
* G X H est cyclique = G et H cycliques (Ex) [ Demo |
* G X Hest cyclique = #G A #H =1 (Ex) [ Demo |

x G cyclique de cardinal p, H cyclique de cardinal et p Aq = 1 = G X H est cyclique (Ex). [ Demo rapide |

IV Exemples de groupes finis

(Un, X) ; (Z/0Z, +) ; (G, ©) 5 (P , A)

* Groupe isométries du rectangle : isomorphe a Uz X Us.

* Groupe isométries du carré. Parmi les groupes de cardinal 8,ily a :

Nom Ordre maximal | Abélien
Us, 72/87 3 Qui
D, : isométries du carré | 4 Non
Groupe quaternionique |4 Non
(Cf. TD 12/09/00)
U, x U, 4 Oui
Uz X Uz X Uz 2 Oui
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3 — Action d'un groupe

I Généralités

1 — Définition
Soit G un groupe et E un ensemble. On appelle action ou opération de G sur E toute application
f: (g, GXE—>g.xeE
telle que : VxeEe.x=x
VXeEV(2)eG,g.(@ex)=(22)eXx
Il revient au méme de se donner un morphisme @ de Gdansc(E) : Vge G,Vxe E (@)X = g.x.

2 — Exemples
* Soit E un ensemble. 6(E) opére sur Epar:V g€ 6(E),Vxe E g.x = g(X).
x Soit G un groupe. G opere sur G par translation : V (g,xX) € G%, g+ X = g X.
* Soit V un K-ev. GL(V) opere sur l'ensemble des sevde V par: Vue GL(V),V WsevdeV,u. W =u(W)

3 — Transitivité

Une action de G sur E est dite transitive si V (x,y) € E*,3ge G,y =g.X.
Parmi les 3 exemples, seul le 3¢ n'est pas forcément transitif.

4 — Orbites
Soit G un groupe qui opére sur E. On définit une relation par : V (x,y) € E2L xRy Ige G,y =g. X
C'est une relation d'équivalence. Les classes d'équivalences sont appelées orbites.
OnaO@) ={xeEJge G x=g.a}={g.a/ge G} =G.a (notation)
Rem : L'action est fransitive < Il y a une seule orbite.
Chaque orbite est stable pour l'opération du groupe.

5 — Stabilisateur

Soit x € E. Le stabilisateur de x est Gx = { g € G, g . X = x }. C'est un sous-groupe. [~d]
Ex : recherche d'un stabilisateur d'un sev W d'un K-ev V (vis-a-vis de GL(V)).
Cardinal d'une orbite : #0(a) = #G / #Ga. [demoavecp:2€e G—>g.ac O@) ]

II Applications

* Soit G un groupe fini, et H un sous-groupe de G. H opere sur G par translation.

O(a) =Ha et H, = {e}
O (Th) Théoréme de Lagrange : Soit G un groupe fini, et H un sous-groupe de G. Alors #H | #G. [ d'apres *; |
* (Th) Soit G un groupe de cardinal n. Alors Vx € G, x" =e. [ demo rapide |

* Soit p un nombre premier et n € N*. Soit G un groupe de cardinal p» (c'est un p~groupe [def])
Alors G possede un ¢lément d'ordre p (Ex).
Rem : Si a est d'ordre af}, alors aP est d'ordre .
* Le centre de Gest Z(G) = { xe G, Vy € G, xy = yx }. Cest un sous-groupe de G.
Ex : Z(GL(V)) = { homothéties } ; Z(c(E)) = {Id} si #E > 2
* Soit G un groupe de cardinal p. G est cyclique ; il est engendré par n'importe quel élément de G sauf le neutre.
* Soit G un groupe de cardinal pn. Alors Z(G) # {e}. [demo: (g, x) e GF—>g.x=gxg'e G|
x Soit G un groupe de cardinal p?. Alors G est abélien. [ demo : #Z(G) est 1 ou p ou p? ... si p, commutant |
x Soit G un groupe de cardinal p®. Alors G est isomorphe a Uyp: ou a U, X Up. [ demo supp non cyclique |
* Théoréme de Cauchy (Ex). Soit G un groupe fini. Soit p premier divisant #G.
Alors G possede un élément d'ordre p. [ DEMO : E = { (x1, ..., Xp) € GP, X1..Xp = ¢ } ; #E ; scroll @... |
* Nombre d'isométries du cube. [ ... | Il y en a 48.
* Théoreme de Cayley (Ex) : Soit G un groupe fini. Alors G est isomorphe a un sous-groupe de (Gxg, ©). [d]
x Les seuls sous-groupes finis de (C*, X) sont les Uy, n € N*. [d]
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ARITHMETIQUE

4 — Anneaux commutatifs

I Généralités

1 — Définition

A anneau. B sous-groupe de (A, +)
B — A est un sous-anneau de A si B stable pour X
1eB
2 — Morphisme

Soient A et B des anneaux.
f: A — B est un morphisme d'anneaux si  f est un morphisme de groupe additif,
f est un morphisme de X

et f(1) = 1.
3 —Idéal
Soit A un anneau commutatif.
I c A est un idéal si Iest un SG de (A, +)

Vx,y)e AxXl,xye L.
Ex : Soit a € A. L'idéal principal engendré par a est (a) =aA = {ax,xe€ A}. [def]
Ex : tous les idéaux de Z sont nZ,n € N.

Rem : un idéal n'est pas forcémént un sous-anneau (ne contient pas forcément 1)
(Th) Le noyau d'un morphisme d'anneaux est toujours un idéal.

4 — Ensembles nilpotents (Ex)

Soit A un anneau commutatif. Soit N = { x € A, In € N*, x» = 0}. Alors N est un idéal.[ d ]
Si A n'est pas commutatif : Contrexemple avec 1M12(R).

5 — Les inversibles d'un anneau constituent un groupe multiplicatif

II Anneaux intégres

1 — Définition

Soit A un anneau. A est commutatif
A est dit intégre si : A# {0}
V(x,y) e A, xy=0=>x=0o0uy=0.

Ex : tous les corps (Q, R, ) et tous les sous-anneaux de corps (Z) sont integres.
2 — Divisibilité

Soit A un anneau intégre. On dit que x|y sidze A, xz =y.

(Th) x|lye (y) < [ demo rapide |

3 — Propriété sur les éléments inversibles (Ex)

Soit A un anneau intégre. On note A* le groupe des éléments inversibles de A (ex : R*, C* mais pas Z* = Z \ {0})

Soit (x,y) € A%. Ona: X)=@y)e=dJue A*,y=ux. [ demo |

5 — Arithmétique dans Z

(Def) Soit A un anneau. A est dit principal si A est integre et tout idéal de A est principal (de la forme (a) = aA).
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Z est principal.

I PGCD et PPCM

1-PGCD

Soit (a, b) € Z2. Soit [ = (a) + (b) est un idéal (somme de 2 idéaux). Id e N, I = (d).
Les diviseurs communs a a et b sont les diviseurs de d.

On note d = PGCD(a, b) =a A b.

Rem:aA 0 =a.

2 — Nombres premiers entre eux

(a, b) sont dits premiers entre eux sia Ab = 1.
(Th) Théoréeme de Bezout:aAb=1<3 (u,v) € Z4,au+bv=1. [d]

3 — Théoreme de Gauss
(Th) Soienta,b,ce Z.anb=1eta|bc=a|c. [d]

4 - PPCM
Soient a, b € Z. Les multiples communs sont (a) N (b). C'est un idéal (intersection de 2 idéaux).
dme N, @ n (b) = (m).
Les multiples communs a a et b sont les multiples de m.
On note m = PPCM(a, b) =a v b.

Il Anneau Z/nZ

1 — Structure d'anneau

Soit n € N*. (Z/nZ, +) est un groupe cyclique. On définit une multiplication. On vérifie qu'elle est cohérente.
(Th) (Z/nZ, +, %) est un anneau commutatif.
(Th) Le morphisme  :ke Z — k € Z/nZ est alors un morphisme d'anneau.

2 — Inversibles de Z/nZ
(Th) Soit k € Z. Alors k est inversible dans Z/nZ < k A n = 1. [ demo rapide <]
Ex: (Z/102)* = {1,3,7, 9} est isomorphe a U,.
Soit n € N*, Alors Z/nZ est un corps < n est premier. [d]
V p premier, Z/pZ est donc un corps noté F.

3 — Théoreme chinois
(Th) Soient (p,q) € N*2, pAaq=1.
Alors Z/pqZ est isomorphe a Z/pZ x Z/gZ (en tant qu'anneaux). [ demo simple |
Ex : résoudre x = 3[5] et x = 2[6].

III Un théoréme de factorisation

(Th) Soit A un anneau, et f : Z — A un morphisme d'anneaux. £ f
Soitne Net@:ke Z -k e Z/nZ.
Si nZ c Ker f, alors il existe un morphisme d'anneaux f tel que f =f o @. \%
[ demo simple — Application : démontrer le théoréme chinois | =

Einf

IV Indicateur d'Euler (Ex)

Soit n = 1. On note @(n) le nombre d'éléments inversibles de Z/nZ. C'est aussi le nombre de générateurs de U,.
o) =#H{ie N1 /iAnn=1}
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. . 1
* Soit p premier et o € N*, Alors, ¢(p%) = p“(l 7_)

p
x Soit (n, m) € N*2, n Am = 1. Alors @(nm) = @(n) ¢(m).
x*Vne N, omn =n I1 (1 71)
p|n. b
p premier
xVne N n= %‘, o(d) [ application ]

x Soit K un corps commutatif. Soit G un sous-groupe fini de (K*, X). Alors G est cyclique.

DEMO :

On appelle y(d) le nombre d'éléments de G d'ordre d. Soit n = #G.

[ th Chinois |

Ona:n=2X y(d) = )y ©(d). On montre également que V d € D, ©(d) = y(d).

[ siy(d) =1, @(d) = y(d) grace au polynéme X4 —1 |

Donc V d € Dy, W(d) = ¢(d), dott y(n) = ¢(n) # 0. G est bien cyclique.
[ Autre démo : Exo 7 feuille 1, ppcm des ordres = cardinal de K* (dfp poly) |

6 — (Ex) Nombres premiers

* Soit p premier. Soitae Z,aAnp = 1. Alorsar 1= 1 [p].
x Soit p premier. Soit k € Ny_i. Alors p | Cpk.

x Petit théoréme de Fermat. Soit p premier. Soit a € Z. Alors a = a [p].

* Il y a une infinité de nombres premiers.
x Il y a une infinité¢ de nombres premiers tels que p=—1 [4]

x Soit p premier. Soit n € N*. Alors vy(n!) = kZ E%)
=1

* Théoreme de Wilson. Soit p=>2.0Ona :p premier & p | 1+ (p—D!

ou vp(a) = Max{xe N,px | a }.

[ 2 démos |

[ demo ]

Une autre démonstration utilise le polynome (X — 1)(X —2)...(X = p + 1) = X*' =1 (méme d°, racines, unitaire).

7 — (Ex) Fonction de Mobius

Soit W la fonction de mobius de N* vers { 0, 1,—1 } telle que

w1 =1
wi...pr) = Dr si p1, ..., pr sSont des premiers distincts 2 a 2
wmn) =0 sinon

xaAnb=1= u@b) =u@ wb). [ plusieurs cas ]

x*xVn=2, Zl‘f n =0 [ raméne au cas ol n = pipz...pr |
din
* Formule d'inversion. Soit (a,) € C". On définit (b,) par ¥V n € N*, b,

Alors Vn e N* a, = %‘, u(%) bs [ demo permutation XY

Rem : cette formule est valable dans n'importe quel groupe abélien. (C(X) \ {0}, X) par exemple.

Page 9

= Z ad.
d|n



MP — MATHEMATIQUES 1 — ERIC DAVID (ERIC.DAVID(@M4X.ORG)

ARITHMETIQUE

8 — Idéaux de K[X]

Soit K un sous-corps de C.

I Structure des idéaux

1 — Division euclidienne

(Th) Soient A € K[X] et Be KI[X] \ {0}. Alors AT (Q,R) € K[X]?, A =BQ + Ret d°R < d°B.

[ demo : Ku[X] = Kq-1[X] @ B K,,_¢[X] avec app. linéaire |

2 — Algorithme de la division euclidienne

A=ao+ ..+ a,Xn B:bo+...+quq. bq;tO.
A=B. (an/bg) Xn-a+ A, ou d°A; < d°A

On peut démontrer comme ¢a l'existence de (Q, R) par récurrence sur d°A.

Ex : Soient A et B € Z[X] ; B est unitaire. Alors (Q, R) € Z[X]2. [ important |

3 — K[X] est principal

(Th) K[X] est principal
Soit I un idéal de KI[X].

SiI# {0}, on appelle P un polynéme de degré minimum de . Onal= (P). [ demo comme groupes + de Z |

4 — 7Z]i] est un anneau principal (Ex)

Z][i] est un sous-anneau de C. Il est integre.
Pseudodivision euclidienne dans Z[i] :

V (21, 22) € Z[i] X Z[i] \ {0},3 (q,1) € Z[i]*,z1 =z2q +ret |r| < |zz]. [ demo — pas unicité |

II Arithmétique dans K[X]

Inversiblesde Z : { 1,— 1}. Inversibles de K[X] : K \ {0}.

1-PGCD

Soient A et B € K[X].
I = (A) + (B) est un idéal principal. Son générateur unitaire est le PGCD de A et de B.

L'application (A, B) — A A B est une LCI associative et commutative.
Neutre : O

2 — Théoréme de Bezout
3 — Théoréme de Gauss

4 - PPCM

I = (A) N (B) est un idéal principal. Son générateur unitaire est le PPCM de A et de B.

L'application (A, B) — A v B est une LCI associative et commutative.
Neutre : 1

III Ftude de K]a]

Soit K un corps commutatif, et E une K — algebre (unitaire).

Ex : K[X], K, M.(K), (£(V), +, o) sont des K — algébres (V est un K —ev). C est une C — algébre et une R — algebre.

Soitae E,et @ :Pe K[X] - P(a) € E.
Im @ est une sous-algebre de E, notée Klal. C'est la sous-algebre de E engendrée par a.
Ker ¢ est un idéal appelé idéal des polyndomes annulateurs de a.

1 — Cas ou Ker ¢ = {0} : a transcendant
a est alors dit transcendant sur K.
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¢ induit un isomorphisme d'algebre de K[X] sur K[al.
Ex : Dans E = K[X], X est transcendant.

2 — Cas ou Ker ¢ # {0} : a algébrique
a est alors dit algébrique sur K.
Ker ¢ possede un unique générateur unitaire, appelé polynéme minimal de a, noté m,.
EX:TCi:XZ‘f‘l TWZZXZ*Z TW2+\/3:(X2*1)2*8X2 TCj:X2+X+1
O (Th) E integre et a algébrique = 7, irréductible dans K[XI. [ demo |
Ex : dans £(V) non integre, T, = X(X — 1) si p est un projecteur.

3 — a algébrique < K]a] est de dimension finie
(Th) a est algébrique < K{a] est de dimension finie. [ demo < |

4 — Propriétés de Kla] quand a est algébrique
(Th) dimg Kla] =d°n, [ demo |

(Th) V P € KI[X], P(a) inversible dans E < P A T, = 1, et dans ce cas, P(a) ! € K[a]. [ demo |
(Th) E integre = Klal est un corps [ 2 demos |
Rem : Toute K — algebre intégre (unitaire) de dimension finie est un corps. [ demo |

IV Rappels : relations coefficients/racines

P e K[X]
P=ao+a X+ ..+aX=a,X—- o)X —0)....X — oln)
ak

AlorsVk e {0,..,n—1}, b XiX2...Xpk = ()% -

9 — (Ex) Algébriques

On se place dans le corps des complexes, Q — algebre.
o est algébrique si 3P € Q[X] \ {0}, P(a) = 0.
A désigne 'ensemble des nombres algébriques.
Rem : Dans ce cas, 3P e Z[X] \ {0}, P(ov) = 0.
x Soit o € A \ Q. Alors T, est irréductible dans Q[X], et a racines simples dans C. [ demo avec une racine de T, |
* Lemme : soient K c L deux corps, et E # {0} un L — espace vectoriel.
Alors dimg E = dim;, E. dimg L. [ demo bases |
* A est un sous-~corps de C.
DEMO kaf
V (a,b) € A% on pose K = Q[a]. K[b] est un corps de dimension finie sur K, contenant a et b.
KIb] est de dimension finie sur Q (Cf. Lemme précédent).
Utilisation du lemme :

Lemme : Soit L un K — espace vectoriel de dimension finie. ¢ € L = c algébrique sur K. [ demo |
*x Exemple : iy = X4 —2X2+ 9
x A est algébriquement clos. [ demo : construction de corps emboités |

10 — Corps commutatifs

I Généralités

1 — Caractéristique

Soit (K, +, X) un corps commutatif.
Si 1 (le neutre pour X) est d'ordre fini p (dans K, +) alors on pose car K = p.
S'il est d'ordre infini, on pose car K = 0.

Rem : car K = 0 = K infini. K fini = car K# 0

(Th) K corps de caractéristique p # O alors p est premier. [ demo absurde p = rs |
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2 — Applications (Ex)

car K = 0 = K contient un sous corps isomorphe a Q [ DIY ]
car K = p = K contient un sous corps isomorphe a Z/pZ [ demo : utilisation de gr(1) |
Et alors 3 n € N*, #K = pn, [ demo alg. linéaire |
£ (Ex) Tout anneau intégre fini est un corps. [ demo translation injective |
£ (Ex) Toute algebre inteégre de dimension finie est un corps. [ demo |

II Polynémes primitifs (Ex)

1 — Définition
V P e Z[X], P est dit primitif si ses coefficients sont premiers entre eux dans leur ensemble.
Soit (P, Q) € Z[X]? P et Q primitifs = PQ primitfs

[ 2 demos : Absurde et Z/pZ ; Direct avec une idée donnée par Z/pZ |

2 — Contenu
Soit p € Z[X]. Le contenu de P, noté c(P), est le PCGD de ses coefficients.
¢ est un morphisme de (Z[X], X) dans (N, X). [ demo |

Rem:V Ae Z,V Re Z[X],c(AR) = |A]| c(R).

3 — Exercice sur Z[X]
V P e Z[X], V (Q,R € Q[X]? unitaires, P = QR = Q et R € Z[X]. [ demo avec le contenu |

11 — (Ex) Polyndmes cyclotomiques

I Définition

Soit n € N*. On note P, l'ensemble des racines primitives de l'unité (générateurs de Uy).
Po={ok/kan=1}cU, ou @ = e’/n,

On pose 0, =TT X—0a) ou o décrit Py.

dr=X-1 d2=X+1 s =X2+X+ 1 0s=X2+ 1 s = X4+ X8+ X2+ X + 1
Rem : ¢y | Xn—1

II Exemples

Vne N, Xn—1=TIlgn ¢a. [ Demo avec f: o0 € U, — ordre de ot € D |
vV ne N ¢ e Z[X] [ Demo recurrence sur n et D.E. Z[X]]

Vne N oy =g X4— DH'@/d [ Demo avant |

V n e N¥ ¢n est irréductible dans Q[X]. [ Dur |

Conséquences: Vne N Voe P, 0n =T,
dimq Q[w] = d°¢, = ¢(n)
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ESPACES VECTORIELS

12 — Espace vectoriel sur un corps commutatif

I Famille de vecteurs
[...]
Notation : A® désigne une famille d'éléments presque tous nuls de A indexée par B.
Soit E un K — espace vectoriel.
Soit (e)ic runebase deE. Vxe E,IT (M) € KO, x =Y Aiei. Onnotee* :xe E— A [ un peu simple |
Ex : dans la base canonique de K[X], la famille des coordonnées de P est P.
Ex : Soit E I'espace vectoriel des fonctions polynomiales sur K», c'est-a-~dire :
Y o = (0, ..., 0y) € N» (o est un multi indice), on note fy : (X1, ..., Xn) € Ko — IT x% .
E=Vect{f,,ae Nn} c F(Kn, K).
Alors, les (fy) forment une base de E. [ demo libre par récurrence en fixant n — 1 parametres |
(Th) Soit (ey)ic 1 une base de E. Soit (f)ic1€ F. Alors3Tue L(E,F),Vie Lule) = fi.
[... exemple insultant ...]

II Somme de sous-~espaces vectoriels

1 — Définition
Soient Fi, ..., F, des sous-~espaces vectoriels de E (p = 2). Soitu : (xy, ..., Xp) € [I i > X x;€ E.
u est linéaire. Im u est notée F; + ... + Fa.

Rem : c'est en fait le sev engendré par leur réunion.
La somme est dite directe si Ker u = {O}.

Fin Fz = {O}
. (F] + Fz) NF; = {O}
(Th) Fy, .., F, sont en somme directe < (F1 + F, + F5) N Fy = {0} [ demo < |

(Fi + ... + Fp) nFp, = {0}
On dit que Fy, ..., F, sont supplémentaires si leur somme est directe et est égale a E.
u est alors un isomorphisme de IT F; vers E.
(Ex) Soit K corps infini et E K ev union des sev F, ..., Fn. Alors 3ie€ Ny, Fi= E.[ exo 9 feuille 3 |

2 — Dimension finie
Soit E de dimension finie.
* (Th) Soient Fy, ..., F, en somme directe. Alors dim (F; @ ... ® F;)) =X dim F. [ demo découle du lemme |
Lemme : Si F et G sont des K — espaces vectoriels de dimension finie, dim F X G = dim F + dim G. [ demo base |
Rem : SiFy, ..., F, sont en somme directe, E=F; ® ... ® F, & X dim F; = dim E.
x* SIE=F; @ ... ® F, l'application u : (x, ..., Xp) € I1 Ei— X x; € E est un isomorphisme.
On note p; : x € E = x; € E. C'est un projecteur. p; = f; o u! ou fj extrait le ieme élément de IT Fi.
* (Th) SSE=F @ ... ® F,, soient uy € L(F1,V),...,upe L(F, V). AlorsITue LE,V),Vie N, u|n=ui.
x n € N. Pe K[X] de degré n+1. Alors K[X] = P K[X] @ K,[X].
* Définition de la base adaptée de E a un sev Fde E...
* Définition de la base adaptée de E a des sevs supplémentaires de E...

13 — Rang d'une application linéaire

I Isomorphisme induit

* (Th) Soit u € L(E, F). On suppose que E ' est un supplémentaire de Ker u.

Soitu':x € E'—> u(x) € Im u. Clest un isomorphisme. [d]
* (Th) Théoreme du rang : dim E = dim Ker u + dim Im u.

x (Th) Sidim E=dim F, et u € £L(E, P), alors u injective < u surjective < u bijective.
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II Applications
* (Ex) E de dimension finie. f, g € £L(E). Alors dim Ker g o f< dim Ker f + dimKer g. [demo:xe€ Kergo f — f(x) |
* (Ex) E de dimension finie. u € £L(E). On note ax = dim Ker uk.

(aw est croissante, stationnaire, et (aw+1 — aw) est décroissante. [ demos |
x E de dimension finie. (u,v) € £(E). Alors :

rg(u o v) < rg(u) rg(u o v) <rg(v)

rg(u + v) <rg(u) + rg(v) |rg(u) —rg(v) | <rg(u—v). [d]

Rem : dim (A + B) <dim A + dim B.
* Ftudede A:Pe C[X] 5 PX + 1) —-Pe C[X] € L(C[X])

VPe CIXI\C,d°AP =d°P—- 1 = KerA=C.
An: P e Ci[X] - AP € G, [X] est surjective. = A surjective
Matrice de A, dans la base canonique... [ demos |

x Soit E un K — ev de dimension finie, et F et G deux sevs de E. Alors dim (F+G) = dim F + dim G —dim (F " G). [2d]

III Interpolation de Lagrange

Soit n = 1. Soit K = R ou C. Soient a, ..., a, € Kdistinctes et yo, ..., yn € K.
Alors3TPe Ky[X],Vie {0,..,n},P@a) =y
[ demo : étude de u : P € Kyu[X] — (P(ap), ..., P(an) € Kn+1]
Détermination du polyndéme interpolateur (a partir des ¢léments de la base canonique de K[X]).
Rem : soit ¢ : K[X] = F (K, K).
K infini = @ injective mais pas surjective. [ car ¢-1{sin} =T |
K fini = @ surjective mais non injective. [ car ~ ; car K[X], lui, est infini |

14 — Hyperplans

I Généralités

¢ Soit E un K espace vectoriel. On note E* = £L(E, K) l'ensemble des formes linéaires sur E.

La forme bilinéaire canonique est l'application : (x, ¢) € EXE* - ¢(x) € K.

¢ (Th) Deux supplémentaires d'un méme sev sont isomorphes (méme en dim oo) [ projection |

¢ Soit F un sev de E. On dit que F est de codimension finie si F posséde un suppléméntaire G de dimension finie. Dans
ce cas, on écrit : codim F = dim G.

Cas particulier : Si E est de dimension finie, alors ¥ F sev C E, codim F + dim F = dim E.

¢ On appelle hyperplan de E tout sev H de codimension 1.

Ex:codim { Pe C[X] /P(1) =P(2) =0} = 2.

Ex : Lensemble des fonctions paires (sev de R¥) est de dimension et de codimension infinies.
¢ (Th) Soit u € L(E, F). u est de rang fini = Ker u est de codim finie dans E. [ demo oo |

II Formes linéaires et hyperplans

¢ (Th) Soit H c E. H est un hyperplan de E < 3 ¢ € E* \ {0}, H = Ker ¢. [ demos |

¢ (Th) Equations d'un hyperplan : Soient @, y € E* \ {0}. Ker ¢ = Ker y < (@, ) est liée [ demo |
¢ (Th) dim E = n. Soit F un sev de E. Fest un hyperplande E < dimF=n — 1.

¢ Hyperplan de Kn. Soit ¢ € K» *. On note (e, ..., €n) la base canonique de E. Soit x = (xi, ..., Xn) € E.
Alorsx =X xie. ) =X Aix; ouVie Ny, Ai=o.

Ex : équation de plan vectoriel dans R3. ax + by + ¢z = 0 ou (a, b, ¢) # (0, 0, 0).

15 — Dualité en dimension finie

I Bases duales
1 — Théoreme
(Th) Soit E un K — ev de dimension finie. Vx e E\ {0},3¢pe E*, ox) = 1. [demo]

(Th) Soit B = (ey, ..., en) base de E. On note ¢;* la forme linéaire x =X xcex € E— x5 € K.
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Alors (¢;%) est une base de E* = £(E, K) [ demo |
Notation : symbole de Kronecker ; V (i, j) € Np2, ei*(e)) = ;.

2 — Exercices

x E = RI[X]. B = (¢) : base canonique de E. (¢;) est-elle une base de R[X]* ? Et bien non. Mais elle est libre.
x Soit (e, e2) base de E. f; = ey et f2 = e; + e2. Alors, fi* = ¢/ —ez* et f2 = ™.

II Etude d'une application linéaire

Soient (ey, ..., €p) € EP.
Soitu: @ e E* = (p(e1), ..., plep) € Kr.

¢ (Th) (e, ..., ¢p) est une base de E = u isomorphisme. [ demo |
¢ (Th) (e, ..., ¢p) est libre & u surjective. [ 2 demos |
(Th) Et dans ce cas : * codimKeru =p

x{XxeE/Voe E,ox) =0} =nKer @ =Vect {ej,ie Ny }
¢ Famille d'équations d'un sev : Soit F un sev de E. (ey, ..., ¢p) base de F. Ker u = { ¢ € E*, @(F) = {0} }.
Soit q = dim E — p = dim Ker u. Soit (¢, ..., ¢g) base de Ker u. (@1, ..., ¢g) est appelée famille d'équations de F.
VxeExeFeVie Ng, ¢i(x) =0.
Rem :dim F=n—q.

III Intersection d'hyperplans
Soient @i, ..., §q € E* \ {0} et Vj € Ny, Hj = Ker @;.
Soitv:x e E—= (@i(x), ..., 92(x)) € Kr.

¢ (Th) (@, ..., 9y base de E* = v isomorphisme [ demo |
= Soit C = (@1, ..., Pg) base de E*. Alors 3T B base de E dont C est la duale.
¢ (Th) (@1, ..., @y libre & v surjective [ 2 demos |
(Th) Et dans ce cas : * codim Ker v =q
x {@e E*/@oKerv) ={0} } =Vect { ¢1,ie Ng } [ demo |

Application : 1'équation de tout plan qui passe par lintersection de 2 plans A et B est combinaison linéaire des
équations de A et de B.

¢ (@, ..., 9g) non nécessairement libre. Alors, Ker v = dim E — rg(Qy, ..., ¢g).
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MATRICES

16 — Trace

I Trace d'une matrice carrée
¢ Soit (Ey) la base canonique de E. On définit Tr = X Ey*.
¢ (Th) V (A, B) € M(K)?, Tr(AB) = Tr(BA). [d]
¢ (Th) VAe My(K),VPe GLy(K), Tr A=Tr (P-1 AP).
¢ Soit M e Mu(K) telle que V X € M, (K), Tr(MX) = 0. Alors M = 0. (Ex)
Rem : Tr(M Ei)) = my;
¢ VMe E Soit Ty : X € Mu(K) - Tr(MX) € K e M,(K)*.
Alors V@ e M,E)*,I3TM e My(K), ¢ =Tm Ex) [dM — Ty |
¢ F={Me M,XK) / Tr M =0} =Ker Tr est un hyperplan. dim F = n? — 1. Base : (Eyi»;j U (Ei — Ean)ic an-1. (EX)

II Trace d'un endomorphisme

E est supposé de dimension finie.

¢ Soit u € £(E). Soit B base de E, et M = Mat(u,B). Alors Tr(M) ne dépend pas de B. Par définition, Tr(u) = Tr(M).
[ demo |

(Th) V (u,v) € L(E)2, Tr(u o v) = Tr(v o u).

¢ Cas d'un projecteur : Tr(p) = rg(p) . 1k.

2 K c C. Soient p, q projecteurs. Alors p + ¢ projecteur & poq=q o p = 0. (Ex)

Et dans ce cas, E=Im p @ (Im q ® (Ker q N Ker p)).

¢ K C. py, ..., px projecteurs. Alors X p; projecteur < V (i, j) € N%,i#j = pi o pj = 0. (Ex)

17 — Matrices équivalentes

# Soient A, B e M, 4(K). A et B sont équivalentes si 3 P € GL,(K),3 Q € GLy(K), A = PBQ. On note A ~ B.
(Th) I s'agit d'une relation d'équivalence sur M, 4(K).

* Soit M e M, 4(K). Soient Cy, ..., Cq € M, 1(K) les vecteurs colonnes de M.

On définit rg(M) = rg(Cy, ..., Cq) = dim Vect { Ci,ie€ Ng }.

Rem : rg(M) < Min(p, q)

¢ (Th) Soit u € L(E1, E2). By base de E; et Bz base de E,. Alors rg(u) = rg(Mat(u, By, B2)). [ demo |
A~B=>rgA=rgB.

(Rappels sur les matrices de changement de base)

IO
O (Th) Soient (p, q) € N*2. On note J, = [O OJ e My, ¢(K). Soit M e My, o(K). rgM) =r = M ~ J,.

¢ (Th) V (A,B) e M, ((K),A~B& rg A=rgB.
Le nombre de classes d'équivalence est Min(p, q) + 1.
¢ (Th) VM e M, (K), rgM) =rg(tM). [ demo avec J; |

18 — Opérations élémentaires sur les matrices

I Base canonique de M, (K)
Rem : Eij Ex1 = &k Eir

Transvection:  Tij(A) = I, + AEij. G(#j)
Permutation : Pij=I,— Ei— Ejj + Eij =+ Ej i i+ J)
Dilatation : DiA) =1, + (1 —ME;.

II Résolution de AX = B par pivot partiel

A € GL.(K),B e M, 1(K). On cherche X dans M, 1(K) tel que AX = B.
On triangulise le tout. On remonte. Le nombre d'opérations ~ n3/3.
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III Autres applications
¢ Calculde A1: AX=BjouBj=10..010...0]. Nombre dopérations = O(n?).
Les solutions X seront les vecteurs colonnes de A-1.

¢ Calcul de dét A : produit des éléments diagonaux pour la matrice triangulisée.
Mais numériquement, si A n'est pas inversible, dét A = 10-15,

IV (Ex) SI,(R) engendré par les transvections
SLy(R) = { M e M,R) / dét M = 1} est un sous-groupe de GLy(R).
Il est engendré par { Tij(A) / i#jet A e R*}

Démo : par des Tij, on rend la matrice égale a l'identité : (IT T;j(A)) M = I,.. Les inverses des T;j(A) sont des Tij(— A)
donc M peut s'écrire en fonction des Ti;.

V_(Ex) Décomposition LR

¢ Soit M € GL,(R).

3 L triangulaire inférieure, 3 R triangulaire supérieure tels que M = LR & V k € N, dét Mg # 0.

ot Mk (mineurs principaux) est la matrice de Mk(R) extraite de M qui comporte le carré k x k du haut a gauche.

[ demo = produit par blocs ; < récurrence sur n |
Rem : L'unicité est assurée si on impose a L de ne comporter que des 1 sur la diagonale.

Autre démonstration "constructive" de < : on multiplie M a4 gauche par des T j(A) pour obtenir une matrice
triangulaire supérieure. On fait en sorte que les T;; soient tous triangulaires inférieurs.

¢ Application : Pour résoudre MX = B, et M = LR on résoud d'abord RY = B puis RX = Y.

Nombre d'opérations = O(n?).
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FORMES QUADRATIQUES

19 — Formes bilinéaires symétriques sur un R ev

I Généralités

Soit Eun R —ev. Soit B: EXE — R.

On dit que B est bilinéaire si V x € E,y — B(x,y) et y = B(y, xX) sont des formes linéaires.
On dit que B est symétrique si V (x,y) € E? B(x,y) = B(y, x).

Ex : Rn, Produit scalaire canonique

Ex: (X,Y) € M,R)? - Tr(XY) est une forme bilinéaire symétrique (pas définie positive).
Ex: (f, g) C°([a, b],R)? —> [ few ou w € C([a, bl, R+*) aussi.

Ex: (x,y) € E—> oXy(y) ou (¢, y) € E*2 est une forme bilinéaire.

II Formes quadratiques
(Def) Soit B: E— RZune FBS sur E. g : x € E — B(x, X) € R est appelée forme quadratique associée a B.

L'ensemble B(E) des formes bilinéaires symétriques sur E est un K—ev.
L'ensemble Q(E) des formes quadratiques sur E est aussi un K—ev.
L'application ¢ : B € B(E) - q € Q(E) appartient a L(B(E), Q(E))
Formules de polarisation : Soit B € B(E) et q la forme quadratique associée.
¢V (x,y) € EABKXy =V (gqx+y —qx—-y)
¢V (x,y) € ELBX,y) =2 (qx+y) —qx) —q¥) [ demos developpement |
(Th) ¢ est donc un isomorphisme.

III Formes quadratiques positives

g € Q(E) est dite positive si V x € E, q(x) > 0. Rem : (V (x,y) € Z?,B(x,y) 20) = B =0.

Ex:B(x,y) =X a; xiyi € BR») est positive & Vie Ny, 0 > 0.

Ex:B(f, ) = [ f gw e B(CO(a, b], R) est positive < w positive.

Ex : B(X,Y) = Tr(XY) € B(M.(R)) n'est pas forcément positive (Contrexemple dans R?).

(Th) Théoréme de Cauchy Schwarz : Soit B € B(E), B positive. Alors V (x,y) € E2, |B(x,y) |? < B(x, X) By, y).
[demoavecf:t —>qx +ty) 20|

IV Formes bilinéaires symétriques définies positives

Soit B € B(Rn). On dit que B est définie positive si V x € E\ {0}, q(x) > 0.

Ex:B(f,g) = [ fgw € B(CO([a, b], R) est définie positive < { x € [a,b] / w(x) > 0 } est dense dans [a, b].
w(x) =X |sin(1/x)| convient.

(Th) Soit B une FBSDP sur E. Alors V (x,y) € E2, |[B(x,y) |2 <qX) q(¥), et |B(x,y) |2 =qX q¥) © ,y) liée.
[ demo avec le méme f |
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20 — FBS sur un R ev de dimension finie

I Matrice d'une FBS

¢ Soit B = (e, ..., en) une base de E, et ¢ € B(E). On note a; = ¢(e;, ).
On définit Mat(@, B) comme [aj].
(Th) V (x,y) € E2, soient X et Y € M, 1(R) leurs coordonnées dans B. Alors ¢(x,y) = XMY. [demo ]

Rem : Soit B = (e, ..., €n) base de E. L'application q € Q(E) — Mat(q,B) € _Z(R) est un isomorphisme. [ d |
Corollaire : dim Q(E) = dim B(E) = n(n+1)/2.

# Soient B, B' bases de E. ¢ € B(E). Soient M = Mat(, B) et M' = Mat(@, B').

Soit P la matrice de passage de B a B' : P = Mat(ld, B', B). Alors M' =P M P. [ demo avec lemme ]

Lemme : (V (U,V) € M, (R)L,TUMV=0)=>M=0. [ demo avec vecteurs de la base canonique |
On d¢éfinit 3 relations d'équivalence (a ne pas confondre) :

vV M,M) e Q,%(IR)Z, M et M' sont dites congruentes ssi 3P e GL,(R), M' =P M P.
Y (M, M) € M,(R)?, M et M' sont dites semblables ssi 3 P € GL,(R), M'=P I MP.
v (M, M) € M,(R)%, M et M' sont dites équivalentes ssi 3 (P, Q) € GLy(R), M =PM Q < rg M = rg M'. (Rappel)

II Rang

¢ Soit B une base de E. Soit q € Q(E). On définit rg q = rg Mat(q, B). [ indép de B |
# Application linéaire associée 4 une forme quadratique : Soit ¢ € B(E).

Soitu:xe E>@ce EFou@c:ye E— @x,y) € R.ue L(E, EY.

Soit B une base de E et B* sa duale. Alors : Mat(u, B, B¥) = Mat(o, B).

Rem : rg @ = rg u. (autre manicre de définir rg @)

Par définition, on pose Kerq =Keru={xe€ E/Vye E ¢ox,y) =0} [ attention |
On appelle I'ensemble des vecteurs isotropesde q { x € E/ qx) =0 }.

Warning, Kerq# { xe E/ q(x) =0 } en général.

¢ Soitq € Q(E). On dit que g est dégénérée si Ker q # {0}.

Rem : g non dégénérée < Ker q = {0} < u isomorphisme < Mat(q, B) € GL.(R) ou B est une base de E.

III Exemples

¢ Dans R?% q(x1, X2) = X1% — X22. Alors @((x1, X2), (Y1, y2)) = XiX2 — y1yz. Ker q = {0}. Isotropes = 2 droites.
¢ Dans RZ% q(x1, x2) = x1% Ker ¢ =R (0,1) = vecteurs isotropes.

¢ Dans M,R), g(M) = Tr(M?). (M, N) = Tr(MN). Ker q = {0}. 0(Ejj, k) = 1 & j=keti=1

Mat(q, canon) est une matrice de permutation. On peut I'écrire en rangeant les Ejj suivant : (Ep) ; (E; Ep)...
¢ Dans M, [R), g(M) = dét(M). Ker q = {0}.

IV Formes quadratiques positives

¢ (Th) Soitqe Q(E),q>0.AlorsVxe E,qx) =0 xe€ Kerq. [ demo rapide |

L'ensemble des vecteurs isotropes est Ker g.

¢ (Th) Soit g € Q(E). q est positive et non dégénérée < q est définie positive.

¢ Soit E un espace vectoriel euclidien. Soit p € £L(E) un projecteur tel que V x € E, [|[px) || < ||x]|.
Montrer Ker p L Im p (Ex) [ on utilise q(x) = [|x]12— |[px)]|% ]
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21 — Méthode de Gauss

Soit E un R — espace vectoriel de dimension finie.
¢ (Th) Soit q € Q(E) et ¢ sa forme polaire. Alors E posséde une base orthogonale B = (e, ..., €4) pour g :

Y (4,)) € N2 i#j= ¢le, ¢) = 0. [ demo par récurrence sur n = dimk |
¢ Soitq € Q(E). Soit B = (ey, ..., €n) une base q — orthogonale. Mat(q, B) = diag(, ..., t) ot Vi€ Ny, o = q(e)).
Soitr =rg(q) = #{ie Ny / a;# 0 }. On suppose ai, ..., a- non nuls et ar+1, ..., an NUIS (er+1, ..., €n sONt is0tropes).
Alors q =X i e* 2.
Réciproque : supposons o, ..., 0 réels non nuls et @y, ..., @, des formes linéaires indépendantes.
Soit g = X oy ¢;2. C'est une forme quadratique. On peut trouver une base B = (ey, ..., en) telle que q = X oy e 2.
¢ Algorithme de Gauss : Soit B = (e, ..., €4) une base de E. Soit q € Q(E). Soit M = [a;] = Mat(q, B).
Soit x € E. On note x; = &*(x). q(x) = XM X = X aj X; Xj

® [ccas:die Ny, a;# 0. Sipar exemple a1 # 0, on écrit

_ aiz am_ Y
ax =an|xi+—"x2+ ...+ Xn | + qi(Xzy ..ep Xn).
ari ari
On recommence avec (.
® 2¢cas: Vie Ny, a; = 0. Si par exemple a2 # 0, on écrit

az23 az2n ais ain
= +== X+ L += X+ Xy | = +
qx) alz(xl a]2X3 alzX”>(X2 a]2X3 alzX”> qi1(X3, .., Xn) = a12 Q1 Q2 + q1(X3, ..., Xn)

400 = 4@ + 922~ (@1~ 922 + qu(xs, ..., X,
On recommence avec (.

A la fin, on obtient 1'écriture de q sous la forme Yo @i, ou (¢y) est une famille libre dans E*
[ ~d récurrence sur le nombre de variables, avec des matrices |

1 , 1 ,

Ex: X1 Xz = Z(Xl + Xx)? *Z(Xl — Xp)*
1 1 , ,
X1 X2 + X1 X3 + X2 X3 = Z(X‘ + Xp + 2X3)? fz(xl — X2)?% — X532

1 , 1 ) 1.}y 3,
X1 Xz T X1 X3+ X1 Xg + Xz Xs + X2 Xy + X3 Xg = 7(X1 + X2+ 2X5 + 2X4)% — 7 (x1 — X2)* — Xst5Xe ) —7 Xy

X 11 faut bien connaitre la méthode de Gauss. (Centrale2000)
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