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MP — Démonstrations

’ B(X, Banach) est complet pour || ||« ‘

® Soit X un ensemble et FF un espace de Banach.
Soit (f,) une suite de Cauchy d'éléments de B(X, F).
Ve>0,3ne N Vp,q2ng, | —fy.<E€ 1)
® Soit xo € X. La suite (fa(x0)) est une suite de Cauchy de F. Elle converge ; on note f(x) sa limite.
® Montrons que f est bornée.
Ve>0,dnpe N, Vn2n, ||f-fu.<Ee (d'apres 1)
Donc f = (f - f,) + £, est bornée.
Cette relation montre que f, converge uniformément vers f. D'ou : B(X, F) complet pour || ||e.

| CO(compact, Banach) est complet pour la norme || || |

® Soit K un compact et I un espace de Banach.
Soit (fn) une suite de Cauchy de CO(K, F) :

Ve>0,3ne N Vp,q2ng, | —fyfl.<E€ 1)
® Soit xo € K. La suite (fa(x)) est une suite de Cauchy de I :
Ve>0,3ne N, Vp,q2ng 6K -] e (d'apres 1)

F complet donc (fa(x)) converge. On note f(x) sa limite. On définit ainsi f sur K.
® Montrons que f est continue.
Ve>0,3ne N, Vp2n, |[f-fll.<€ (d'apres 1)
La suite de fonctions continues (f;) converge uniformément vers f. Donc f est continue.
® Donc (f,) converge vers f pout || ||« COK, F) est donc complet.

[ Formules de Binet |

o_de de. coad0 1
V—dter rdtee.Onnote = gpetu:0—7

d(1\_d/f\dt  1drde  1dr
do\r/) dt\r/do ~r2dtge ~ Cdt

' \gf d l 7 — d l 2 £—> — '] 2
Doudt__cde S>>V = _Cde " er+ree——Cu e, + Cuéy.

L (dr do\?\.,,
3= (L (2
d2 /1 de) d 1 dr 1 dt d?r
S5-@4-19-2a
d?r do C? ( C? CA\,

Dou gz =-Cu'=-7u'=4a= Fu"—?)er:—czuz " +u) 8.

[ Troisieme loi de Kepler|.

Vitesse aréolaire : 8S = 2 C dt.

En intégrant sur une période, on obtient: S="2 CT =T ab.
2

1 2
Or p =7 donc ma’h? =7 T* & My p.
& My
2

b & N . o2
p=7= 41%a3b? = T? .4 Mt b2 D'ou la conclusion : 4 2 a3 = . My T2
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[ Energie d'un satellite |

2
1 d/n\., C, & m Mr
g:&(‘f‘gp:zm(—c%(;)er‘f‘?ee) —f

__—p 4 d l),z. .
Orr_l-i—ecosedoncde " —psme. (Binet)

& m M (1 + e cos 0)

1 CZ 2 CZ
&= 5m (p_ze sin?0 +F(1 + e cos 9)2) -

p
c: (}7 m Mr
Or?: CMy € :T(ezsinze-i-ezcosze-i- 1+2ecos®—-2-2ecos)
. C'm My (€ 1)
Dou:éE=—"""FH5_—
2p
C'm My

E=_

Cas particulier de l'ellipse :a = 1_ 2>

2a

[ Calcul de I'énergie d'un satellite dans le cas particulier de I'orbite circulaire |

71 27'Ca 2 Cgm MT s 3 ('(/ ) Vo 71 4n2 2.2 (—(/ Cgm MT? Cgm MT
‘E—Zm T )~ . or4T a~—«,/MTT.D0u5—2m4n223«,/MT— : =T

[ Choc élastique en dimension 1]

On raisonne en mesure algébrique.
Conservation de la quantité de mouvement : mj vi + mp vo = my v’y + mp v'a. (1)

Conservation de I'énergie : my vi2 + mp vo? = my vi? + mp v'? (2)
1) = mi(v' —v1) = ma(v2 — v') €)

(2) => m (V'12 —vi%) = ma(v2? — V'zz) “4)

@/BG)=>vi+tvi=vh+ v 5)

Gyet():mvi+meve=m v+ me @+ vi—v)

dot v = Mm-—m)vi+2mw

. De méme pour v'.
m;i + mpy p 2

Laché d'un objet sur la Terte depuis le point T ; évaluation de la force de Coriolis
On se place dans la base du repere local terrestre. On suppose :

* latitude A constant ; champ de gravitation G constant

* référentiel géocentrique galiléen

* pas de frottement ; la verticale du lieu est OT

* W << 1; conditions initiales : OMy = (0,0,h). vo = 0.

Forces appliquées au point matériel (dans le référentiel terrestre) :
* gravitation + force d'inertie d'entrainement : —m g €,.
- force d'inertie de Coriolis : =2 m @ Bnord AV =—2m ® (cos L & + sin LE,) AV

Dou: x"=-2®cosAz +2®sinAy. (1)
y'=-2m®sin Ax' 2
"= —g+2®cos Ax. 3)

@@=y =-2wmsinAx

[3)=2=-gt+2wcos Ax

(D=>x"=2®cosAgt—4 0 cos? Ax—4 @ sin?Ax=2®cosAgt —4 @’ x
on néglige — 4 0’ x.

1
X'"=20coshgt=x'=0coshgt =>x=3WcosAgt’
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[ Théoreme de Riez |

On suppose que A = B(0, 1) C E est compacte.
® Montrons qu'il existe un nombre fini de boules ouvertes de rayon Y2 qui puissent recouvtir A.

Absurde : Supposons (x,) € A telque Vne N, x,e A\ U B(x;, )

j<n
(Xn) est une suite dans un compact, donc elle posséde une suite extraite convergente.
OrVp,qe N, p#q= |x —xg|| 2. Contradiction.

® Soient (x1, ..., Xp) tels que A € U B(x;, %2). Montrons que E est de dimension finie.

Soit F = Vect(xi, ..., Xp). Montrons E = F.

Soity € E ; supposons d = d(y, F) > 0. Soit x tel que [|x —y| = d. (existe car F est de dimension finie)
X -V

Soit i tel que H “ - xi‘ <Y Ona:|lx—y—dx| =d(y, x + dx) < ¥ d < d. Contradiction.

x—vll

[ Théoréme de Baire |

Soit E complet, et (U,) une suite d'ouverts denses dans E.
Soit U un ouvert de E. Montrons que U N (N Uy) # &.
Soit x; € U M Uy. Soit 11 tel que By = B(xi, 1) c U N Uy et < 1.
Soit x» € B M Us. Soit 12 tel que By = B(xz, 12) € B1 M Uz tel 1, < Y4,
... etc ...
(Bs) est une suite décroissante de fermés non vide de diamétres convergeant vers zéro.

Vp2q, [lxp—xqll S1q (1)
(Xn) est une suite de Cauchy de E complet donc converge, vers x.
) =Vp, ||x—x|| £tp doncx € N B,
D'ou la conclusion : M U, est dense dans E.

|Tr M = 0 = M semblable a une matrice a diagonale nulle |

Soit Po: "V M € M,(C), Tt M = 0 = M semblable 4 une matrice a diagonale nulle."
en=1TrM=0=M=0. P, vraie.
® Soit n 2 2. Supposons P, 1. Soit M € NM1,(C) de trace nulle.
* Si M est une homothétie : M = k L. Tr M = 0 donc k = 0. Donc M = 0. P,+1 vraie.
* Sinon, soit m l'endomorphisme de C" canoniquement associé 2 M.
Soit x # 0 un vecteur qui n'est pas vecteur propre de m. (x, m(x)) est libre.
Théoréme de la base incompléte a (x, m(x)) donne une base B de C".
0 =
er N
Tr M = 0= Tt N = 0. L'hypothese de récurrence s'applique a N.
Soit K 4 diagonale nulle et P € GL,(R), telle que N = P-1 K P.
Le calcul montre que P-! M' P est a diagonale nulle, et est semblable 2 M. P, vraie.
D'ou la conclusion.

M' = Mat(m, B) = |: :' M est semblable a M.

| Sur un C—ev, les endomorphismes commutant deux a deux ont un vecteur propre en commun |

Soit Pu: "V E de dimension n, ses endomorphismes commutant deux 2 deux ont un vecteur propre en commun."
e P, : évident. N'importe quel vecteur non nul convient.
e Soit n 2 2. Supposons P, ..., Pa_1. Soient uy, ..., us commutant deux a deux.

* Si Vi, u € CId: n'importe quel vecteur non nul convient. P, vraie.

* Sinon, supposons par exemple que u; ne soit pas une homothétie.

Soit F un sev stable pat uy, tel que F# E et F# {0} (par exemple, F = R vep de uj)

Les endomorphismes commutent donc F est stable par tous les u;.

On applique I'hypothése de récurrence, qui fournit un vecteur propre commun. P, vraie.

D'ou la conclusion.
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| u trigonalisable < il existe un polynéome scindé qui annule u |.

* Si u est trigonalisable, ). est scindé et le théoréme de Cayley-Hamilton donne la conclusion : Y,(u) = 0.
* Soit P, : "I P scindé, P(u) = u = u trigonalisable dans un ev de dimension n"

n =1 : u toujours trigonalisable.

Soit n 2> 2. Supposons P, 1. Soit u endomorphisme dans E de dimension n.

Supposons P = II(X - a) et Pw) = 0.

H(u —2; Id) = 0 donc au moins I'un des endomorphismes n'est pas bijectif.

3 a,u—a Id non inversible. Donc u possede une valeur propre, et un vecteur propre x # 0.
Théoreme de la base incomplete donne B = (x, ...) base de E.

a *
M = Mat(u, B) = |:O N:'. Le calcul montre que P(N) = 0.
L'hypothése de récurrence fournit Q € GL,(R), QNQ-' =T € T,(R).

Le calcul montre que QMQ-! est triangulaire. Donc u trigonalisable. P, vraie.

| u autoadjoint < u possede une BON de vecteurs propre |

* u possede une BON de vecteurs propres => 3 BON, Mat(u, BON) diagonale (donc symétrique) = u autoadjoint.
* Soit P, : "dans un eve de dimension n, u autoadjoint = u posséde une BON de vecteurs propres."
P, : vraie (n'importe quelle BON convient)
Soit n 2 2. Supposons P,_1. Soit Bo une BON. Mat(u, Bg) € .7/1(R) posséde des valeurs propres dans C.
On montre qu'il s'agit de valeurs propres dans R.
Soit x un vecteur propre de u de norme 1. Soit H = {x}*. Soit B = (x, BON de H).

Mat(u, B) est diagonale par blocs (car symétrique et x vecteur propre).
L'hypothese de récurrence s'applique a H. Elle fournit une BON de diagonalisation de u.

D'ou : P, vraie.

| A et B e M,R) symétriques positives. Alors dét(A + B) > dét(A) + dét(B) |

* Sidét A = dét B =0. A+ B est symétrique positive. Il existe une BON de diagonalisation, et les valeurs propres sont
positives. Donc dét(A + B) = 0.
* Si dét A # 0 par exemple. Dans C", A correspond 2 une FBSDP, a. Soit b la forme associée 2 B.
Il existe une BON pour a, orthogonale pour B.
Mat(a, BON) = PP.
Mat(b, BON) = PPDP.
A+ B=P0d + D)P.
dét(A + B) = dét(P)? dét(Id + D) = dét(P)? (1 + dét(D)) = dée(P)? + dée(P)*dét(D) = dét(A) + dée(B).

D'ou la conclusion.

[{xe BE/Nix)<1}={xeE/No®<1}=N; =N,|

Soit x € E. Montrons que Ni(x) = Na(x).
X X
ite>0. < — < < + €.
Soit € >0 N1(N1(x)+£) 1= NZ(N1(X) n 8) 1, donc Na(x) < Ny(x) + €
Passage a la limite : N2(x) < Ni(x). De méme, Ni(x) < Na2(x).
Conclusion : Ni = Na.
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[us = sin(In n) admet 0 comme valeur d'adhérence |

On chetche n tel que sin(ln n) soit petit. Par exemple, si l'on prend In n € T Z, ou encore n € exp(T Z)
Soit n € N. Soit ¢(n) = E(exp(nm)).
exp(nm) < @(n) < exp(nm) + 1.
T < In(@(n)) < In(1 + exp(nm))
0 <In(@(n)) — nTt < In(1 + exp(nm®)) — nTT = vy
En +oo: 1 +exp(®) = exp®)(1 + €(x)) € — 0en +oo,
In(1 + exp(x)) = x + In(1 + £(x))
Donc In(1 + exp(nT)) — nT tend vers zéro.
A partir d'un certain rang, on poutra éctire (sin croissant sut [0, T/2]) que
0 < sin(In(@(n))) < sin(vy) avec v, = 0.
Donc ugm converge vers 0, qui est donc une valeur d'adhérence.

| f endomorphisme de groupe de (R, +) continu. Alors Jae R, f=ald |

Soit F la primitive de f nulle en 0. F est C'.

V (x,y) € R f(x +y) = f(x) + {(y).

On integre par rapport a x (y fixé),de 0 a 1: F(1 +y) — F(y) = F(1) — F(0) + £(y).
Donc f est Ct sur |0, +oo].

Dérivons la relation de morphisme par rapport a x : £ (x + y) = £().

Pour x = 0 fixé, ona: Vy € R, f(y) = £(0). Donc f = £ (0) Id.

x+1
Calcul de Im dx

J- x+1 J- 2x + 1 _J- 1 1 1 lj- dx
=+ &) erxrp 2l e & 1w 12 2 (( 1)2 3)3
x+5]| +7
2) *%
Ch de variable  x 42 =32 Arctan| 2
ngement de 11 e:X 5= tan 5 = Arctan| — —
ang varia 2 5 ta () () cta \/3
dx 1[ dx
do = \/_(25(4-122 ( 1)2 3
X+ 5 -
2) T4
B 1 12 16 do -1 1643
I—4(x2+x+1)2 2\/_9‘[(tan2(P+1)2_4(X2+x+1)2+ 27 Jcos'ede

1 1
cost@ = R (exp(i@) + exp(—iQ))* = (2 cos(4Q) + 8 cos(29) + 6) =g cos(4Q) + 75 cos(2Q) + é
-1 3 3[ 2y3
= <+t i 4 Sin(4Q) + 7577 sin(29) +_\£ P+
t 22x + 1
2 tan(z) ' \/3 1@ o + 1

Or sin(t) = —tdonc sin(2Q) = Cx+ 1y =) P tx+1
1+ tan? 5 1+

2 3

_(4X2+4X‘2) 3 ox+1 3 (2x% + 2x— D)(2x + 1)
Etsin(4@) = 2 cos(2Q) sin(2Q) = - 27 lzﬂxz T+l 1ZE 2 +x+ 1)
362 +x+ 1)

1 23 2x 1) 2 2x+1 1@+ D@+
v Ty A T B 00+ x+ 17360 et Ly
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Soit P = H(X —a) — 1 oules ax € Z sont distincts. Alors P est irréductible dans Z[X] |

Supposons que P ne soit pas irréductible : P = QR avec Q et R dans Z[X].

vk, Pla) = — 1 = Q) R(aw). Donc V k, Q(ay) et R@ay) € Us.
vk, Q@) = — Ray).

Les ax sont tous distincts = Q = — R (polynémes de Lagrange) car d°Q et d°R<n -1

Alors P = — Q2 Or lim P = +o0 en +o0. Contradiction.

| S ensemble fini muni d'une LCI associative. Alors 3x € §, x> = x |

Soitx € S.

S fini donc 3 (p,q) € N2, p > qetx’ =x
Soitk=p—q. VreN xI=x1""%
Ona:x®EPixl= M= gkt

q

. K 2% . K .
D'ou, pour r = k, x'1 = x™. Conclusion : x"! convient.

G groupe fini de cardinal n. A, B deux parties non vides.
#A + #B > #G. Alors G = AB.

Evidemment, AB ¢ G. Montrons G < AB.
Supposons que a€ G \ AB.
V (x,y) € AXB,xy#a,doncx#ay!DoncaBlNnA=0.
Or #(aB-1) = #B
#(a B-1) + #A > #G. Contradiction.

|Il n'existe pas de P € Z[X] tel que P(1) =2 etP3) =5 |

Supposons P existe.

P=a+a X+..+2a X"
2=ag+a + ..+ a,

S5=ay+3a+..+3"a,.
Dou3=2a + ..+ (3"-1) a, € 2 Z. Contradiction.

| Soit G groupe de cardinal pait. Alors Ixe G\ {e},x®*=¢ |

On définit une relation d'équivalence :
xRy x=yL
Les classes d'équivalence sont soit de cardinal 2, soit de cardinal 1.
Il y a au moins une classe de cardinal 1 : {e}.
Donc, comme #G € 2 Z, il y en a une autre.

|Résoudre dans Z : x* + y> = 322 |

Soit (x, y, z) le triplet de solution tel que |z| soit minimal mais non nul.
Dans Z/37Z, x> + y? = 0.
x=0,1ou2=x*=0o0ul,car22=1.
y*=0ou 1 de méme.
Donc en fait, x> =y>*=0.
Donc x? et y? sont multiples de 3. Donc x et y aussi.
D'ou 9|x? et 9]y% D'ou 3|22 Donc 3 |z.

L

Donc le triplet (%, %, 3) est aussi solution. Contradiction.

Conclusion : . = {(0, 0, 0)}.
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’ Quel est le dernier chiffre de 7" 2 ‘

77=9=-1[10]

7'=1110]

On cherche k € {0,1,2,3} telque 7" =k [4].
7=3[4];7°=1[4]; donc 7' =3[4].
Doa7 =7=63=3[10]

Le dernier chiffre de 777 est 3.

[Soit P € Q[X]. Soit a € C racine de multiplicité m > %> d°P. Alors @ € Q|

P@ =0="P@) =0;P®@) =0=P®@) = 0.

Donc & est aussi racine de multiplicité m > %2 d°P. Donca=a;a e R.
a est algébrique sur Q ; @ est racine simple de T, (sinon, Ty' convient).
Division euclidienne : P = Q 7" avec Q(@) # 0.

Siag¢ Q,d°m, = 2: contradiction sur le degré de P.

Conclusion : a € Q.

[ Soit A € M, (R). Alors Tt = Tz |

Tic | T car Tr € C[X] annule A.

SoientPet Q € R[X] tel que e =P +i Q.

OnaP(A) +1Q(A) = 0. Donc P(A) = 0 et Q(A) = 0.

Donc 7ig | P et Tz | Q. Donc 7z | P + 1 Q = 7. Conclusion : g = Tc.

Théoreme de Cauchy : Soit G groupe de cardinal n ; et p premier diviseur de n.
Alors il existe un élément de G d'ordre p.

Soit E = { (x1, ..., xp) € G® / x1..x, = ¢ }. #E = #G"' € pZ.
Soit @ : (x1, ..., Xp) € E = (xp, X1, ..., xp-1) € E.

¢ € o(E) : elle se décompose en cycles.

Quels sont les éléments d'ordre 1 ?

OX) = X & (Xp, X1y vy Xp1) = (X1, 000y Xp) € X1 = X2 = ... = X
Soit X un élément qui n'est pas d'ordre 1.
©"(X) = X donc son ordre divise p premier ; c'est donc p.
Ple, ..., e) = (e, ..., €) : il existe un élément d'ordre 1.
Donc il en existe un autre : (a, ..., a), qui vérifie a” = e. Son ordre divise p et n'est pas 1.
Conclusion : a convient.

Chainette |

La chainette est de masse linéique A.
Equilibre d'un segment dx, orienté avec 0 par rapport 2 X :

o d
SurZ: 0=-Ay?**+1dxg—"T() sin O(x) + T(x + dx) sin O(x + dx) . = (Isin®) =24 g\/tan?0 + 1.
SurX: 0=-T() cosO(x)+ T(x + dx) cos O(x + dx) = T cos 8 = T(O) constante.
Donc T sin 8 = T(O) tan 0.
Dot T(O) y" = A g\[1 +y".
" A A A
ﬁ = ﬁég} ce qui s'integre en Argsh(y') = ?(%); d'ouy'(x) = sh(?(?oﬁ;).

TO) (Agx T(© N hgx
Dornc y(x) = ngl h(?(%)) 4T = o = TONTFE=T0) h(ﬁ%))
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[ Points de Lagrange .

. 1
d3 = (,6 (ms + mT) &

Les points de Lagrange (L) sont dans le plan des orbites car sinon, la résultante des forces ne pourrait pas étre nulle.
Dans le référentiel R, la somme des forces doit étre nulle.
FS—)M + FT—)M + Fic + Fic = 0

i&ms m _, (}ime . - - -
STV M- ™G TM-m (- > GM) + 0= 0.
 Cme, Gwn.
D'ou VE SM + ™G ™ = o* GM
C ms C'm
Sur l'axe ST : X

X-Xof T X—xXpp &

| Chercher les idéaux de M,(K) |

Soit I idéal de M,(K). V A € M,(K), VB e I, ABet BA € 1.
Supposons que I# {0}. Soit B € I non nul : by # 0.

Vi,j, Eix BE(;=bi(Eij€ L Donc X by Eii= bl € L.
Donc by, (" In by, ¢ In = I, € 1. Donc I = M, (K).

[Soit A € M, ([R) nilpotente. Alors 3B € M,®R), B> =1, + Al

AP =0 donc xa | X or d°a = n; donc A" = 0.

Astuce : développement limité de \/1 +x = P(x) + x" €(x) avec £(x) > 0en 0 et d°P =n.
1 +x=Px?2+x1€(x). Donc 1 + X = P2 + X"Q(X) avec Q(0) = 0.

I, + A =P(A)? + A"Q(A) = P(A)% Donc P(A) convient.

| Soit X € M,(C). Alors : X nilpotente < X et 2X semblables |

* Supposons X et 2X semblables : soit T triangulaire supérieure telle que X semblable a T.

T est semblable a 2T. %r = ¥zr donc Sp T = Sp 2T. Or Sp 2T = 2 Sp T (immédiat). Donc Sp T = Sp X = {0}.
Donc X nilpotent.

* Supposons X nilpotent. X" = 0.

Soit T triangulaite supérieure semblable 4 X telle qu'il ne Tjj = 0 sii#j—1. (Admis)

Montrons que T est semblable a 2T. diag(2", ..., 2, 1) T diag(2"™", ..., 2, 1) = 2T. D'ou la conclusion.
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[ Formule de Stierling |

Soit u, = In(nl). On cherche un développement asymptotique de up.
n

ou = X In(k).
k=1

k+1 k
J. In(t) de<lIn(k) < J. In(t) dtcar In\.

k -
n+1

J. In(t) dt<u, < .[ In(t) dt. Une primitive de In est t In(t) —t
1 0

n+Dlnn+1) - (n+1])—1<u,<nlnn-n

1
:ln(n+1)+ln(l +‘)—2£un—(nlnn—n)30.
n

Onav,=o(n) doncu, = nlnn—n+ o(n).
o Soitw, =u,—nlnn+n.

1 1 1 1 1 1
Wnt1 —Wn = In(n+1) — (n+Dlnn+1) + (n+1) + nlnn-n=-n ln(l + E) +1=- n(E—ﬁ + O(F)) tl=5-+ O(F)
1 hy
Soit (ha) bornée telle que wo+1 —wa =5+ 5.
Sommons : w, = 2 In(n) + k + o(1) avec k constante.
*u,=nlnn—n+%Inln) +k+o(l).
exp(uy) = n® e nl/2 ek e avec €, — 0.
D'ou n! ~ K nn e n!/2
11 ne teste plus qu'a trouver la constante K.
T

2

® Soit I, = .[ sin"t dt : intégrale de Wallis. Iy = V2 T
0

[SIE]

T
2

I,=— [sin“_1t cos t] + (n-1) .[ sin™t cos?t dt or cos?t = 1 — sin’.

I = (01l 2- (n—l)In donc n In = (n—DIuo.

1
Donc n I, In1 = (n—1) L1 In2 = constante. A partir de ce résultat et de Iy et I1, on montre que I, ~ \/;_n
Soit n = 2p.

Lo=2=1, _@p-D@p-3.1x_ 2p)! T_Cpim
2p — ZP n—-2— — = 5

2p2p-2)2p4)..22  (2pp—2)(2p—4)..2)* 2 ZZPPIZ
K2Pp?e®\pn _ x \f
I, ~ D'ou K =4/27
2p 2% (K pP eP .\/_)2 27 KAl2 ’ P ou

Conclusion : nl = nn e \/2 T n.

[Sommes de Riemann|.

Soit f & C'([a, b], R). Soit & > 0.

Le théoreme de Heine affirme que f est uniformément continue.

Soit 0 > 0 tel que V (x,y) € [a, b]% |x—y| S0 = |f(x) — £(y)

Soit G = (ao, ..., an) une subdivision de [a, b] de pas inférieur a O
Soient (bo, ..., bn1) tel que Vi, a < b < ajp.

n—1 ak+1

mem»

k=0 ax

n-1

Z Ar+1 — A £ <e.
k:O(kl k)bia

n-1

mewwj
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| ue L(E). Alors Y. scindé & tout sev stable différent de {0} contient un vecteur propre |

® Supposons X, scindé. u est trigonalisable.
Soit F sev stable. Soit u' induit par u sur F. u' est trigonalisable, donc F contient un vecteur propre.

® Supposons X, non scindé : X, = QR avec Q scindé et R sans racines. Q AR =1.

Q(u) = 0 = u trigonalisable = u scindé. Impossible.

Ker R(u) = {0} = Théoréme de décomposition des noyaux, Q(u) = 0. Impossible.
Donc Ker R(u) # {0}. Supposons 3 x € Ker R(u) \ {0}, ux) = A x. Alors Ker (X — A)u N Ker R(u) # {0} impossible
(Théoreme de décomposition des noyaux). Donc Ker R(u) convient.

Parmi 13 réels distincts, il y en a deux x et y tels que 0 < < 2— \/3

Soient aj, ..., 213 des réels distincts.

V i, on pose bi = Arctan a; € ]-1/2, T/2].
a>—a, tan b; — tan by

1+aa 1+tanb tanb = tan(bi - bj).

T
Soient i, j tels que |b; —bj| < <1z
3
1—
b 3[3 1-2 T 2
cos(g): > :1+tzavect:tan(ﬁ). Donctzi1 [3 Z_-i-\\/% (- \/_)2 dout=2- \/_

2

D'ou la conclusion.

Développement en fractions continues

1 . .
On pose x0 € R. 2, = E(xq). Xp+1 = ~ Alors ces suites sont définies < xo & Q
n — 4an

® Supposons xo € R\ Q. Alors V n, x, € R \ Q (par récurrence immédiate). Donc ces suites sont définies.

® Supposons xp € Q4. Soient py et g tels que X, = P_ >0.
S S S | s divisi L
Xn+l = Pa = Po—auds  Pn— Qe Pn — anqn est le reste de la division euclidienne de pn par gn.
—a, P = %G
9n 9n

Le dénominateur de (x,) est une suite strictement décroissante d'entiers positifs. Contradiction.

[ Etude cinétique des gaz parfaits |

Soient N particules de gaz dans une enceinte de volume V.

Une paroi plane de l'enceinte a une surface S.

On note u la vitesse quadratique moyenne des particules de gaz, m leur masse.

® On considere les particules qui ont une vitesse vy (en norme) selon x. Leur nombre est dN.

1dN
Pendant dt, combien de particules ont heurté la paroi 75 <. S vy dt

Chacune a transmis un effort a la patoi de Ap =2 m vy

dN S vy .m vy dN m v,2
La force est donc F = — v - PS.DoulP = v

® On integre pout l'ensemble des vitesses.

En moyenne, v* = v,> + v,® + v, = 3 v, par isotropie.

m u? J' _Nmu?
3V dN =773y

N particules

D'ou P = . Conclusion : 3P V=N mu?
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[Relation de Mayer, Loi de Laplace |

e H=U+PV=U -+ nRT,
CpdT =CydT + nR dT d'ou Cp—Cy =nR.
® On se place sur une transformation isentropique : dS = 0.

R
dU:Yn_—ldT:—PdV+O.OrPV:nRT:anT:PdV+VdP:(1—y)PdV.

, . dP dv N
D'ou 7 HYYV = 0, d'ou PV = constante.

[ Détente de Joule-Thompson |

On considere un systéme un écoulement permanent.

D, : débit massique, constant.

Soit ./ le systeme fermé constitué du gaz entre A et B, a la date t.
Pendant At, AU + A€k + Aép e = — (P Ve — PA V) + W, + Q.
AH = AU + APV) = DU + P(Vg — Va)

D'ou: dH + dgK + ng ext — SW + SQ

[ Théoréme de sommation des relations de comparaison |

Soit (us) € R et (vi) € RY avec v, 2 0 et 2 v, = oo,

n n
On note s, = Z ug et t, = Z V.
k=0 k=0

On suppose u, = O(vy) : Soit M € R, soit ng € N tel que V n = no, |un| SM|va].
Alors V n 2 ng, sa <M tn.  (inégalité triangulaire). Donc sq = O(ty).

[ Théoréme de Weierstrass pour polynomes |

Soit f e C([0, 1], ©).
1

Soit f, = cq (1-X?)" avec c, tel que.[fnil.
el
1 )
Ona: VneN f,2>0. VneN,J.fnil. VneN,V8>O,limen:1.
21 n g

1 1
1 n n Cn n 1 Cn
En effet,§:£cn(l —t?) dtzi ca(1 =12 tdt:m[— 1 - ]0 TR

Dot ca<n + 1.
1 1

D'ou J c(1-)"dt<(n+1) J (1-®"dt<(n+1) (1 -&)" — 0. De méme sur |-1, J[.
x+61 1 °
Soit ga: x = .[ fa(x —t) f(t) dt = .[ fa(t) fx—t) dt. (1) (2)
x-1 -1

L'expression (1) montre que g, est une fonction polynémiale : il suffit de développer fu(x — t) pout le constater.
L'exptession (2) montre que g, converge uniformément vers f :
Soit € > 0. Soit & tel que V (x,y) € [0, 1], [x—y| S0 = |fx) —f(y)| <E&. (Heine)
Soitd=a / 2.
1 -5 d 1
|gn(®) — fX)| = J.1 fLO(fx—t) —f(x)) de| < J.1 fa(® | f(x—t) — f(x)|dt + J; fa(®) [ f(x —t) — f(x) |dt + }[fn(t) | f(x — H)—f(x) | dt

<4 |fll-&ntEL2E a partir d'un certain rang. D'ou la conclusion.
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® Soit t, = .
ook

t, converge, on note S sa limite.
L 1
th — th1 = n? 1’1(1’1 + 1)

1 (l)
th=S——+o0| )
n n

. 1
501tvn:tn—S+E.

TZRCCVG =St~

1 1 1 n—1+ n(n-1) —n? -1 1

Vn — Vn-1 = F + ___1 = 1’12(1’1—1) = 1’12(1’1—1) - _F

k+1 k o0 o0 ]

dt 1 dt 1 [dt 1 dt 1
{ TSES JT douzndt SEHESHLTZZ@—DZ
1 1 1
TIRCovg = ta =S-7+5 5+ O(F .
) 1 1
Soitwn = ta =S+ T —55
1 1 1 1 1 20-1+2n(n-1-2n’(0—1) —(0-1)>+n? 1

W — Wni :F+E—E—ﬁ 2(n-1)? 2n%(n — 1)? - 2n%(n —1)? ~—

1 1 1 1
TSRCcvg = t, =S — + ﬁ 6r1°’ + ol =

k + n
JdtlJ‘dt Jdt Jdt o
Vk, J T=y< ) 7 donc <sn< + 1, c'est-a-dire In(n+1) <'s, <In(n) + 1.
1 1
Donc ln(l + —) <sp—In(n) < 1. Donc s, ~ In n. Soit vy = s, —In n.

1 1 1 1
Va—Vo1 =_—Ilnn+Inh-1)=_"+ ln(l ——) ~ — 5. Donc v, tend vers une constante, .
n n n 2n
1
TSRCevg = va ~ Y+ %

1 1
Donc sp =lIn(n) +y+5-+ o(—).

n

1
Soit wa = sa —In(n) -y -7 .

1 1 1 1
1 1 1 1 2(n-1) — (n-1) + n—2n(n—1)(—;+ﬁ—ﬁ+ O(F))
W = Wnt =7 = 1“( _) 20t 21) - 2a(n-1)
2n-1-2(0-1 1 1 1 1 11 (1
Wn =~ Wt = Zn(n 1) 2w 3w T O( ) “2an-1)" 20° 3ot O( )

w2 20l (1) ar ] ()

1 1 1
W=V S=gst olg3) ~ g5

1

TZRCCVG = Wp ~ —W.

1 1 1
Doncsa=In() +g+5--752+ (F)
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[ Théoreme d'inversion des limites .

® Soit (f,) une suite de fonctions a valeurs dans IF complet qui converge uniformément vers f sur A.
Soit a € Adh(A). On suppose que lim f, = 0, en a..

Montrons lim {, = lim f en a.
® Montrons que {, converge. Soit € > 0. Soit ng tel que ¥ p, q 2 no, ||f, — fyl|< < €.
Vxe A &) —f4x)| <& Pour x — a, on obtient : ||, — || < €. F complet donc {, converge.
Soit { sa limite.

® Soit g, prolongement de f sur A U {a}, tel que ga(a) = . Soit g prolongement de f sur A U {a} tel que g(a) = (.
On montre que g, converge uniformément vers g ; g, est continue en a donc g aussi.
D'oulimg =limfena={.

[ Théoréme de Dini |

¢ Soit K compact, f € CO(K, R), (f;) € CO(K, R), £, \, CVS vers f sur K.
Montrons que f, CVU vers f sur K.
® Supposons le contraite : ||fy]| — ¢ > 0. On simplifie le probléme : f = 0.
Soit x, tel que [|fallee = [[faGxn)||. Ona: [[fa(xn)|| N\ D'autre patt, ||fu(xa)|| = (. Donc ||fa(xn)|| = 0.
Soit (x¢m) une suite extraite convergente (KK compact). Soit x sa limite.
fa(x) = 0 : soit ng tel que V n 2> ny, |[fax)|| < /4.
foy est CVen x : soit 0> 0 tel que Vu € A, [Jlu—x|| S o= |fy ) — fo,x)[| < 0/2.
En particulier, || f,,(w)|| < 30/4.
Soit ny > ng tel que V n > ny, || xem — x| < .
[l o oap) | < [Hfaypeap) I < 30/4.
Or ||fa(xa)|| 2 0. Contradiction.

[Brude de ¢}

- 1

(x) = b T est définie sur |1, +ool.
n=1

® Soita > 1.

1

X

Z_

n—I

N
Vx>a VN e N*¥ b

n=1

n=1
11y a donc convergence absolue sur ]a, +eo[, donc convergence uniforme (R complet) ; donc £ est continue sur ]a +o9].
Conclusion : { est continue sur |1, +oo[.

e { est limite simple de fonctions décroissantes et convexes, donc elle est décroissante et convexe.

® ] ¢ théoreme d'inversion des limites sur ]2, +oo[ donne la limite en +oo : 1.

Weiertrass Cor|.

=l

cos(Zx)) .Ona:VneNDP,2 OetJPnil.

+1
soitPn:cn(mL
-
T T
1 T 2c¢n
= X + — + Po+1| = ' <
VneN5= .([P Zn.o[(cos(x) 1)" sin(x) dx = 2(+1)[ (cos(x) + 1) ]O = doi ¢, < 2(n+1)
T T

Ona :J.Pn < (nt+1) .[ c0s(28)™ dt < 1 (cos(28)?)" (n+1) — 0 si n —> oo,
S S

La conclusion est la méme que dans le cas polynomial.
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t

Soit E = C([0, 1], R) avec |||« Soit T(x)(t) = .[ x(s) ds. Exprimer T"(x)(t) avec une seule intégrale|.
0

T(x) estla primitive de x nulle en 0.
Taylor avec reste intégral appliqué 2 T"(x) :
t

T = X0+ { % (T°@)(s) ds.

t
n-1
—t
OrD o T =1d ; donc D" 0 T" = Id. D'ot T"(x)(t) = | KX—H,L x(s) ds.
0 !

fe C'R+, R4) monotone intégrable. Montrer lim h Y f(kh) = J f
h—>0t k=0 0

Si f croissante, .[ f 2 x £(0) qui ne peut converger que si £f(0) = 0.
0

En fait, f décroissante.

k+1 N+1

k N N
J f<h f(kh) < J f donc J f<h X f(kh) < .[ £+ h £(0). Pour h = 0, on a la conclusion.
k k-1 0 k=0 0

2
Soit f e C2([R, R) telle que f et £ soient de carrés intégrables. Alors £ l'est, et G f 2) < G f Z)G £ 2)
R R R

X

X
®*Ona: .[ f2= [ff']o ,J. ff" est croissante (car f2> 0), donc possede une limite { finie ou infinie.
0 0

g(x) = ff(x) — ff(0) +i(x) > L e R.

| 1 | | . . . .
| £ s;@E*+ £'2) donc ff" est intégrable sur R : i possede une limite en +oo.

Cauchy-Schwarz : [i(x) | < "\ | @ fzj @F‘ 2).

® Si [ = +oo, ff (x) — +o0 pour x — +oo,
1 = o(ff (x))
TJRCev = x = o(f 3(x)) car (F2)' = 2 f.
Contradiction : f * doit étre intégrale.
e Donc [ € R. f est de carré intégrable. g possede une limite en +oo, donc ff aussi.
Siff = a>0en+oo, alors f2(x) ~ 2 x. (T,[RCDV). Contradiction : f ? doit étre intégrale.
Donc ff = 0 en +oo,
® De méme sur R_.

® ].a conclusion en découle.



ERIC DAVID (ERIC.DAVID@M4X.ORG)

[ Evaluation de l'erreur dans l'interpolation de Lagrange |

® Soit f € Ca+D)([a, b], R). Soit (ay, ..., a,) subdivision de [a, b].

On réalise l'interpolation a partir des points de cette subdivision.

® Soitxg € [a, b] \ {ao, ..., ax}

Soit :x = f(x) — A H(x —ag), avec A tel que @ s'annule en xq.

¢ s'annule n+2 fois, @' s'annule n+1 fois, @@ s'annule n fois, @E+D s'annule 1 fois.
Y x, OtD(x) = fot(x) — A (n+1)L.

f(n+1)
Donc 3¢, A= ﬁ Or AT (x - a0) = f(x0).

D'ot f(xo)(n+1)! = I (xg — a) fort(c).

IT(x—a) Moy
® Donc V x € [a, b], |f(x0)| < W
® Soit g fonction 2 intetpoler. Soit f = g — Pincerp. d°Pincerp = 01 (001 interpole n+1 points).

Ilx—a) Mo

Pintcrp<n+1> =0.DouVxe [2" b]’ |g(XO) - Pi“mp(XO) | < (n+1)!

’ Soit f € C"(R, R) qui a n+1 zéros. Soit P polyndme scindé dans R[X] de degré n. Alors P(D)(f) s'annule ‘

Soit P, : "Cette propriété est vraie au rang n."

P : f s'annule une fois. P(D)(f) = A f s'annule une fois.

Soit n > 1. Supposons Ps_1.

Soit P de degré n scindé. On le met sous la forme P = (X — ) Q.

Soit f qui s'annule n+1 fois. Soit g = (D — A Id) f.

Soit h : x = exp(~ Ax) f(x). h s'annule n+1 fois. h'(x) = exp(- Ax) g(x) s'annule n fois.
L'hypothése de récurrence affirme que 3 c € R, QD)(g)(c) = 0. Or QD) (g) = P(D)(®).

D'ou la conclusion.

n

Soit £t — 2 Ak t% ot I sont non nuls et ax réels distincts. Alors fa au plus n zéros sur R*|.
k=0

Soit P, : "Cette propriété est vraie au rang n."

Po : £ = hot™ ne s'annule pas sur |0, +oo|.
n

Soit n 2> 1. Supposons P,_1. Soit f(t) = 2 e t%. Soit i tel que o; = Min{a, / k€ {0, ..., n}}.
k=0

Ona:f(t) =% (7»0 + 2 tak> = t%(ho + g(t) Si f s'annule n+1 fois, Ao + g aussi, donc g s'annule n fois.
K#i

L'hypothese de récurrence permet de conclure : cela n'est pas possible.
D'ou la conclusion.
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| Formule de Taylor pour F R? F)]

Soit f € C4(U, F) avec U ouvert de R2,
SoitaeU.Soithe —a+ U.
Soit @(t) = f(a + th)

f(a + h) — f(a) = .[(p(t) dt—Jth(a+th) dt—,[ Z I Dif(a + th) dt

0i=0
Or Dif(a + th) = Df(a) +t d(Df) (h) + ||th]|&i(th).

f(a + h) — f(a) = J Z hy (Df(a) + [|th|&(th) + t Z hy DJDf(a)) dt

J —

2 2
= df.(h) + %Z Z h; hy DDif(a) + J Z by ||th|&i(th) dt.
= = 0i=0
1 2 L) 2
avec JZ hy [|th||ei(th) dtH < |Inll Jt Y et || dt< [[n] k]l 2 Sl[lp] IISi(th)IIJtdtz |h||? e(h).
0i= 0 i=0 i=0te (0,1 0

[ Unicité d'une solution I'équation de la chaleur |

2

of
Soit (E) e ot Soient 0 < x1 < x2,eth > 0.

Dans R2, onpose A=xje1the, B=x1e;,C=xe;,D=xe1 thea.
Soit K = [A, B] U [B, C] U [C, DJ. Soit R = [x1, x2] X [0, h].
Soit f solution de (E) nulle sur K. Montrons que f est nulle sur R.
Supposons que f ne soit non nulle. Par exemple, elle admet un maximum non nul.
Sup f
Soit € = —uuzlﬁ Soit g(x, t) = f(x, t) + € x>
2 X
g admet aussi un maximum non nul sur R \ K. En effet, g(x, t) = € x2° < Sup f(R). Clest vrai aussi sur tout K.
Soit E le point ou g est maximale.
de_ Pe_

Ona: aX—O,a ><0e et3r2

g _of_of g

V5T T aw ow
Conclusion : f(R) = {0}.

0 (car le maximum est sur R \ K).

— 2 € < 0. Contradiction.

[ Gradient et laplacien en coordonnées polaires |

Soit f € C4(U, R) avec U ouvert de R2.

Soit &, : 8 — (cos(0), sin(0)).

Soit &g : 8 — (- sin(0), cos(D)).

Soit F : (r, 0) = f(r cos(0), r sin(0)) = f(r €,(0)).

3—15@, 0) = Dif(r 8,(0)) cos(®) + Daf(r 8,(0)) sin(®) = < grad f(r &) | €,(0) >
g—g(r, 0) = — Dif(r &,(0)) r sin(0) + Dxf(r 8,(0)) r cos(8) = < r grad f(r &.(0)) |E(0) >

JF . 10F o . "
Donc E(r, 0) e, + ;%(r, 0) €, = grad f (r €,(0))

A partir de maintenant, notations abrégées.

oF oF
gr r ar) Di*f t cos? © + D;Dif r cos 8 sin O + DyDaof r cos 0 sin 8 + D5’ frs1n29+a—
02F JF . . 2
3 - o + Di°f 12sin?(@) — DiDof 12 sin(@) cos(0) — DiDuf 12 cos(8) sin(@) + D,” f 12 cos?(6).

19 Y 1F ., .,
r{ ar) r2892:D1f+D2f—Af.
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[ Champ rayonné par un dipole |

R r . r
) i)

e A= e, = e €. (forme intégrée de la relation de Poisson)

4Tmr
19V _ . I _ o =
I 0. Or div(f(r) &) = grad f(r) . €, et grad f(r) = f(r) €.

oV Hof)(t—é) Mo p(t—é) L cuop<t— )cose cuop(t— )cos@

[P SYS _ =~ =
Diou ot ¢ 42 4Trc Cr .= 41y - Done V= 4Ty

Lo p(t— ) sin O

o B =rot A =rdt (f(r) &) = grad f(r) A &, = —f'(r) sin 6 &,. Dot B = PP

Mo p( _r) cos 0 Mo p( —£) IJO p( - )sme

® Jauge de Lorentz : div A +

2 _ 9A _
E——gradV—a = ATc I . 8,.Or 8, =cos 0 8, —sin 0 &. D'ou E = ATe 8.
EAB PN =
¢dP=Rds= as or B =42
Mo ¢
2 T T
E Mo p (t—z) sin’0 Juop ( )sm@d@ uop (t—E)J
= 2 = = 3
dP cm dQ 167 c dQ. Donc P =21 16T c ST C Osm@d@.
.2
4 o (t_
Or la valeur moyenne de sin? est 3 D'ou P= T one ¢ formule de Larmor.
[Réflexion d'une OPPM sur un plan métallique sous incidence normale |
¢ Etude de I'onde transmise : ] = G E.
Maxwell : —ikAE=-iwB (MF)
_ikaB=wokE (MA)  (ARQP)
—-ikE=0 MG)
~ikB=0 (MP)
KAMP)=_—iKE)k+ikkE=—iokAB=wwoE.
Douk*=—imuo.
1
=@1-i \/quw:_S L
Donc Ei(x, ) = E,, cos(ax t — k; X) exp(— %) avec k; = Re(K).
. Onde incidente : Eif, t) = Ei, exp(i(@t— ki) 8,
Onde réfléchie : E A, 9 = Evo exp(i(o t — k. ) 8.
Onde transmise : Eq(f, t) = Ex 0 exp(i(o t — k.P) 8,
. VP € plan, E(OP,o +E (OP f) = E(OP, 1.
Ei, cos(@t) + E;; cos(x t) = Ex cos(a t) La famille t — cos(®x) étant libre, ® = ®, = ®.

k OP =k, OP =k, OP donc (R - Rr) est orthogonal au plan ; Donc k.=—k (dans le vide).
D'autre part, k; = k; €.
. Ei,+E,=E ) Continuité de E
1 1 1—i -
SE,-~E,=<E,, 2) Continuité de B

c=0"¢c=0T §@ =0

i—-1 i-1 1 i—-1 1
050+ @=(55 ) B3 cJea -0

i1 1 1+i 1 S0
do ‘¢ 2 5o 1TOFDGC N
Doncl=-T"—77=-"77; 1 - -1+ (1+DC pour 8 << c.
Sec T2 the 1*0FD5
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Guide d'onde |

On se place dans le mode TEqp.
E = Eoy) cos(ot — kz) €.

wz
D'Alembert : Eo"(y) cos(ot — kz) — k* Eq(y) cos(t —kz) = — Eo(y) "= cos(ot — k)
wz
Ed'(y) = - (; - kZ) Euy) = — o Eo(y).
Conditions limites : Eo(b) = E¢(~b) = 0.
Sione iR, Eoy) = Aexpiox)+ Bexp(-iox).
Il faut dans ce cas : Aexpidb) +Bexp-iab)=0.
Aexp(-iob) + Bexp(iob)=0.
Ce qui implique A% = B? puis A = — B : comme O b # 0, cela ne peut étre vrai.
Donc o € R.. Eo(y) = A cos(o x) + B sin(@ x). Il faut : A cos(@ b) + B sin(a b) = 0.
A cos(0t b) — B sin(at b) = 0.
Donc A cos( b) = 0 et B sin(at b) = 0.
Sisin(@b)=0,A=0etB#0.0b=pTavecpe Z
Sicos(@b) =0,A#0etB=0.0b=pTavecpe Z+1/2.

. . . T o . 2T 27c
Relation de dispersion : 75~ =75 + k* = 0 = do @ = ¢* dk k. Donc vy vy = ¢ Soit Ao = T

o
® (] Ao*p?
Vo= = = = . On déduit vy = ¢ 1—T0b12_.
ﬁz EZTCZ XOZEZ
b T="4p2
Mais pourquoi vy = 3= ?
Soit un signal s(0, t) = A cos(®; t) cos(M t) avec @ >> ;.
®; — porteuse @, — enveloppe.
A A
Ona:s(0, 1) =7 cos((@n + @y)t) + 7 cos((@r — ty)t).
A A
s(x, ) =75 cos((n + )t — k(@ + r)x) + 5 cos((@n — )t — k(0 — W)x)
1 1
=A cos((m t—75 (ko + o) + k(o — (,02)))() cos((x)z t—7 k(@ + @) — k(o - (,02)))()
[
La vitesse de phase est la vitesse de la porteuse : c'est v = —
k(ox)
La vitesse d la vitesse de Tenveloppe : v; = 2 % _do
a vitesse de groupe est la vitesse de l'enveloppe : v, = K(wr + @) — k(@ — o) ak =k (@).

A %(wl)

Comme v, est indépendant de @, on peut utiliser le principe de superposition, et généraliser ce résultat a tout signal modulé
a la pulsation ;.



[ Propagation dans un cable coaxial |
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® Soit un élément de cable de longueur dx. Il y a une capacité dC = I' dx (patallele) et une inductance dL. = A dx (série).

Monsieur Kirchhoff affirme qu'alors, 2 une date t:

dI
Ux)=Ux+dx) + A dxa
dU
et Ix)=Ix+dx) + T de
o U A o1 U, PU_ U
Cela s'écrit aussi : F it A PN r FR donc P r FYEE
1

Donc la vitesse de propagation est .

propag \/H"
® Plagons une résistance R au bout du circuit (pour x = 0).
U, t) = Ui(x, t) + Ua(x, t) I=1i 1)+ I(xt
Ui, ) = f(t—%) L, =Tc f(t—%).

X X
Us(x, t) = g(t + Z)Iz(x, =-Tc g(t + Z)
A la limite : U1(0, t) + Uz(0, t) = R (11(0, t) + 12(0, t)).
Clest-a-dire : (1 =RI¢) f(t) = - (1 + RI¢) g(v).
g 1-RIc

TTET1+RIC

On remarque que : R=0 =>r=1 (court-circuit)
R=w =>r=-1 (coupe-circuit)
A
R= \/; =r=0 (résistance caractéristique du systeme)

IEquation intrinseque : R* + s* = a? |

1 do dsY L
R—'Y—ds onc do s* =a“

ds d2%s ds d2s

e + = = _
2docdoc2 stoc O:>d0c2 )
s = A cos(0t) + B sin(or).
d
Supposons s = cos(0f). On a alors R = ﬁ = —sin o

do

da 2

11 s'agit d'une cycloide.

d 1 1
S = R cos(®) = — sin @ cos 0L = — 5 sin(20)=> x = 7 cos(20).

dy 1 — cos(2QU a 1
LY _ R sin(0) = - sine = - ——2CD_, y =% +7sin(20).



IEquation intrinseque : R =1 + ¢? |

ds s
oa:1+32:>1+SZZdO€:>Arctan(s):Oc;s:tanoc.
ds 1
R=—=—"7""=1+tn?a=1+s¢?
dot  cos*o
e B o) === x = Argsh
ds_cos()_\llTsz x = Argsh(s).

dy s?

a_ . — S —Af
dS_Sln(a)_ 1+Sz_'\/lTsz =>y=41+5s%

y =41 + sh?(x) = ch(x) : c'est bien l'é¢quation d'une chainette.

. &R == (g + E) =1
qo cos(Q) = s F " In tan{5 +7 || =ln
dy . _sinQ( 1
=R = ;= )
do sin(®) cos?0l = cos O

cos(0V)

+ tan(00) {

Donc x = ln(y +4/y2 - 1) = Argch y : cest bien 'équation d'une chainette.

| Expression de Y en fonction des dérivées de f|.

® Pout les matheux : Soit f € C2(U, R?), paramétrage non normal de I'.

=g = o= IfOIT
L M dsY dMds s (ds) o
0 =5 (a) +¥@Z@”@YN~

l[déect" (0, f@)Il = IE O v.

.. L, dva vZ,
® Pour les physiciens : dans le repére de Frenet, @ == T + — N et
phy p dt

Pc

[vi?® ME
d'ou Pc =
pc’ [

Donc ||[AAV] =

v

v

T.

ERIC DAVID (ERIC.DAVID@M4X.ORG)
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[ Théoréme de Poincaré |

¢ Soit E = R" ev euclidien.

Soit f forme différentielle C! fermée sur U ouvert étoilé. Montrons que f est exacte.
Ona:fe CY(U, £L(E, R)).

Soita€ Utelque Vxe U, [a,x] cU.

® Supposons que g soit une primitive de f dg = f, c'est-a- dlre Dug(a) = dg.(h) = f(a)(h).

Vhe —a+U ga+h) —gh)= .[Dhg(a + th) dt —.[f(a + th)(h) dt.
1

® Soit g € C2(U, R) définie par: Vhe —a+ U, gla+ h) = .[ f(a + th)(h) dt. Montrons qu'il s'agit d'une primitive de f.

Soit F € C!(U, IR") champ de vecteur assocle af.Ona: <F(a) |b> = f(a)(b).

Donc g(a + h) = J <F(a + th) |h> dt = Z Jhk Fi(a + th) dt

Ona:Diga+h) = Z J.hk DiFk(a + th) dt + J. Fi(a + th) dt.
k=00

1
Ona:Dig(a +h) J. Fi(a + th) + Z hy DiFi(a + th))dt = J. (F1(2. + th) +DpFi(a + th))dt
0

Digla +h) = [t Fia + th)]o = Fi@a + h).
De méme pour Dag, ..., Dug.

n n

Ona:<gradg @ +h) |k>= X <Dgla+h) | K> = X <Fa + h)|k> = <F@a + h)|k>.
k=0 k=0
Donc grad g =F. g est bien une primitive de F.

Ona:dg= X Digdx = 2 Fodx, = f.
k=0 k=0

Extrémas liés |

® Soit U ouvert de R3. Soient F et @ € C!(U, R). Soient S= {Xe U/FX)=0}etXo€ S
Supposons que grad F(Xy) # 0 et que X soit un maximum local de @ sur S.

Montrons que grad @(Xo) et grad F(xo) est liée.
¢ Soit f € C!(R? R3) description paramétrique de S.
Xo = (Xo, Yo, Zo) = f(uo, Vo) = f(Po).
Py est un maximum local de @ © f.
Donc d(@ o f)p, = 0 = d@x, o dfp,.

VA, dx,(dfw,v) (A) = <grad o(Xo) | dfp, (4)> = 0
.FOf:0:>VP,de(p>Odfp:0

En particulier, dFx, © dfp0 =0

donc V A, <grad F(Xy) | dfp,(A)> = 0 : le plan tangent est orthogonal a grad F(X).
Donc grad o(Xo) est lié a grad F(Xy).

| Solution permanente de I'équation de diffusion pour une boule de ¢ uniforme |

Soit une boule de rayon R de G uniforme. Soit T' sa température permanente. On impose T(R).
On a, en régime permanent : div ju — 6 = 0.
La symétrie veut que ju = j(r) & En calculant le flux sur une boule de rayon r,

. 4 . Cr dT
j)4n? =300 D'oﬁ](r):T:—KE.

_OR -

On integre entre R et r : T(r) — T(R) oK
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[Ondes de température |

Soit un milieu semi-infini de diffusibilité D sans sources.

JaT
Ona:DAT ==
ot
On pose T(0, t) = To exp(i(or))

On cherche k tel que T(x, t) = Ty expi(mt — k x))

T=12D0.

()
On obtient : -Dk*=1m k=(1-1i) 2D Vitesse de phase : vy =

Théoreme de Carathéodory : Soientd et m € N.
Montrer que si x € R est barycentre de {(x;, &) /i€ {1, .., m}}, il existe (yi, ..., ya+1) € {xi} et (Wi, ... K1) tels
que x soit barycentre de {(y;, W) /i€ {1, ...,d+1}}

® Sid+12m, la propriété est évidente.
® Supposons d +1 < m. Soit x un tel vecteur.
* On cherche (W;) non tous nuls tels que

Eui:O
Zuixi:O

Soit f: (W, ..., Um) € R™ — (Z L, 2 Wi x) € R xR fest linéaire.
Théoreme du rang : m = dim Ker f + rg f < dim Ker f +d + 1.
Donc dim Ker f 2m —d —1 > 0. f non injective ; donc il existe bien de tels (W;).

* Donc V A e R,X:Z(h—Aui)xi.

Ai
Si 'on veut avoir des coefficients positifs (et si A; étaient positifs), on peut prendre A = Inf{ - u— / Wi < O}.
K
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[ Equations qui régissent le fonctionnement d'un moteur a courant continu. Schéma-bloc |

® Soit un moteur a courant continu avec N fils de longueur a, baignant dans un champ B d'un aimant, sur un cylindre de
rayon c.
L'ensemble du citcuit a une tésistance équivalente R et une inductance équivalente L.

* Pour chaque fil, la force de Laplace est F = T a B. Donc le moment total est 7/, = NTaBc.
el
* Le moteur est alimenté par une tension U : U = e + RI+ L3, ou e estla f.e.m. die 4 la variation de o,

* On a (induction de Lorentz) :e =N VBa=NacBw.

. N do .
* L'arbre moteur fait tourner un moment d'inertie J : J I “m (pas de frottements)

® En applicant l'opérateur de Laplace, on obtient (conditions initiales nulles) :
Cn() =NaBcI(p). (force de Laplace)

Up) —E

Up) =E@) +RIp) +Lplp) =Ip) = H. (loi d'Ohm)

E() =NacBQ@). (induction de Lotentz)
Cn (E?

Jp QP = Calp)- =Qp) =

Jp
Q(p)
Entrée : on cherche H(p) =

(théoréeme du moment cinétique)

Up)
D'ou le schéma bloc de droite.
NacB om
R+ LpJp NacB ] ! I w L »{ omega
Ona:H(p) = N722c2B2 — 1Lo? + IRp + NZa?c?B* U Cmp Ls+R Js Omega
+—(R fﬁ )J J P ‘] p ac Ohm Laplace T™C
p)Jp
1 - @7
_ NacB Lorentz
+ NZ2a2c2Bp2 P + NZ2a2c2B2 P
1
o K = NacB .. homogene a s7!. V-1 = Wb,
N?a*c*B>  NacB b .
= — mogen
Wy JL \/— omogene a s~

1NacB JR R ] o
£=3 \JL Neac?B? ~ 2NacB \[ 1L homogenea l.
Application numérique :
N =10 a=1lcm c=05cm B=05T J=0,1kgm? L=001H R =100 Q.
Alots

K = 4000 rad s~ V-,
oy = 0,0079 Hz
& = 632455 (il n'y a pas de dépassement)

® Simplification : inductance nulle.
1

NacB
Hp) =—""—F7¢ — IR . Systeme du 1¢ ordre.

+ N222c2B2 P
Kinchangé. T =5 ans !
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| p premier impair et q diviseur premier de 2” — 1. Alors g =1 [2p] |

® g est impair car diviseur d'un nombre impair ; donc 2|q — 1.

® Montrons que p|q—1. Ona: q|2° -1 donc 2" =1 [q].

Dans Z/qZ, gt(2) est un sous-groupe dont le cardinal divise p, qui est premier. gr(2) # {2} car 0 € gr(2).
Donc #gr(2) = p

Le catdinal d'un sous-groupe divise le cardinal du groupe (théoréeme de Lagrange) donc p|#(Z/qZ*) = q - 1.
*p|lq-1,2|q—1etpA2=1implique q=1 [2p].

| A, B, X € M,(C) tels que AX = XB et X # 0. Montrer que A et B ont une valeur propre commune |

® Montrons par récurtence sur n que V n € N, A"X = XB".

Soit n 2 2. Supposons la propriété vraie au rang n — 1.

Alors A™X = A(A™'X) = AXB™) = (AX)B™ = XB".

® Donc V P e C[X],P(A) X = X P(B).

Donc X a(B) = 0 ; comme X est non nul, XA(B) n'est pas inversible.
Donc3 A€ Sp A, dét(B—AlL,) = 0;donc A€ Sp AN SpB.

I Inverse d'une série entiére |

® Soit (an) et f sa série entiere associée de rayon R¢ > 0 avec ap # 0.
Montrons que 1/f admet un développement en sétie entiére.

* Supposons gf = 1 avec g(t) = )y b, t". Alors V n € N, 2. 2 boy = O
k=0

Ainsi, a9 bo = 1, aoby + a1bo = 0, etc... On peut ainsi définir b, par récurrence :
n

1
Vne N’b“:&“_a_o Y acbux
k=1

* Soit (by) ainsi défini. Montrons que R, > 0. On suppose ap = 1 pour simplifier.
Re>0doncIA>1,Vne N, |a,| <A™
[bo| = |ao] < 1. [bi| < aibo| £ A. |bz2| £ |aib1] + |azbo| <2 A2

Montrons que V n € N, |b,| <2 A" par récurrence sur n.
n-1

_on
Soitn>1. |b|<ZA2“ FATR< AT X 2F = A= <2" A", Dloit la conclusion : Ry > 0.
k=0 -

® Supposons que R¢ > a et que f ne s'annule pas sur D(0, a). Montrons que Ry 2 a
.1 J :
On se rappelle de 1a relation on fireitydt=a,
-

1
Soit gi(t) = e o & est C” car f(r e i%) est C™ (calcul des dérivées).

i

1 —int
* Soit n € Z. Soit uy(t) = .[ ' Fren dt. La fonction de 2 variables r et t est continue sur [-a, a] X [T, T|

i

1 —int
Vi>0,udt) = J. ; freiyeitdt en notant f(x) = Z a, (n—1) xn- 1,
k=1

o reiy?
Intégration par parties : u,'(t) = L [f(r eif) e-in t] ’ + 1L .[ freife-incdt
2ime -n T2W
D'ott u,'(9) = T us(t). Donc I Ko € R, ¥ >0, ust) = K, .
* V n <0, u, est continue sur un voisinage de 0. Donc K, = 0.

x*xVte R Vre [0, f( - ”) = Z Kot"e'™', (g: est C” donc sa sétie de Foutier converge abs. donc pct.)

o

1
Donc V z € D(0, 2), 7~ )~ Z K, z". D'ou la conclusion.
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[ Formules de Cardan |

e SoitP=aX’+bX*+cX+de R[X].
On pose Q =P o (X —k) avec k tel que Q n'ait pas de terme en X2
Ona:3ak=Db,doulavaleur de k.
® Soit Q = X* + pX + q. Soient xi, x2, X3 ses racines.
Ona:Xx; =0,X xx2 = p et X1X2x3 = —q.
Soient 8; = (x1 +jx2 +j2x3)3 et 02 = (x1 + j2xz + jx3)3.
o 9192 - ( (X1 + sz + j2X3)(X1 + jZXZ + ]Xv,) )7’ - (Z X12 —Z X1 X2 )7’
Or Zx1)?=Xx?>+2X x1x2. Donc X x12=-2p.
Donc 610, = (- 3p)> = — 27 pa.
o 91 + 92 =2 x3 -3 Y x12xp + 12 xX1X0X3.
X13 + p X1 + q =0
X +px2+q=0 } S>ExP+prxi1+3q=0=>Xx’=-3q
x> +px2+q=0
(Z X12)(Z X1) =¥ x3 + ) X1%%) = X X12%p = -X x3=3 qg-
Dou6;+0:=-6q-9q-12q=-27q.
® Donc 0, et 0, sont racines de : R = X2 + 27 q X - 27 p.
A=27> @ +4X27p = 27(4 p* + 27 ).
® Appelons a; et @; des racines cubiques de 0; et 02.

xi+txo+x3=0 a, +a i2a; + jap jai + j%a
. o Alors x1 = , Xo = ] ] etxz = ,
x1 +jx2 +i°x3 = ay 3 3 3

X + jZXZ + ]Xv, = a

® Si A <0, 0 et 0, sont complexes conjugués. Soit @ une racine cubique de 1.
Alots & est une racine cubique de 8;. On prend @1 = aeta, = a.
Dans ce cas, x1 € R.

3 12

Le conjugué de x; est J%]—a = x2. Donc x2 € R. De méme pout x3.
Dans ce cas, les 3 racines sont réelles.

® Si A >0, 0; et 0, sont réels. On peut choisir @; et @, réels. Donc x; € R.
Mais comme (j, j?) est une famille libre de vecteur de C en tant que R ev,
X2 et X3 seront complexes.

®SiA=0,00=0,€ R.Onaalorsx; =x3€ R, et x; = —xo.

[x1, x2, x5 racines de X3 — 6X2 + 11X + w. Trouver w pour que x| —x2 = 2 |

Ona: x1+x2+x3=06. )
XXy + X1X3 + xox3 = 11. (2)
X1X2X3 — — W. (3)
On veut x2 = x1 — 2. “4)

(1,4):>2X1+X3:8:>X3:8—2X1.

2,4 = xi(x1 —2) + x1(8 — 2x1) + (x1 —2)(8 — 2x1) = 11
x12-2x1+8x1—-2x12+8x1 —2x12-16 + 4x; = 11
—3x12 + 18x; = 27
X12=06x1—9=0=x; =3.

(3, 4) = xi1(x1 — 2)(8 — 2x1) = —w.
w==3X1X2=-0.

’u diagonalisable. Sp u = {A4, ..., Aq}. Alors tout sev stable est somme de sevs des Ey, |

® Soit E stable par u. Alors E = X(E)y N E).
® Réciproque évidente.
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| u diagonalisable < tout sev de E posséde un supplémentaire stable |

® Si u est diagonalisable, soit I sev de E. Soit Br une base de F.

Soit B une base de vecteurs propres de u. On compléete By avec B pour former B' base de E.

Alots Vect(B' \Bp) est un supplémentaire stable de F.

® Supposons que tout sev de E possede un supplémentaire stable, et que u ne soit pas diagonalisable.
Soit I la somme des sev propres de U. F # E.

Soit H hyperplan contenant F. Soit D tel que E = H @ D et D stable par u.

Soitx € D\ {0}. x est vecteur propre donc x € F. Contradiction.

| u diagonalisable. vu = uv & tout sev propre de u est stable par v |.

® Supposons que uv = vu. Alors (Th) donne conclusion.

® Supposons que tout sev propre de u stable par v.

V A € Sp u, on note vy, induit par v sur Ey(u).

VAe Spu, Vxe E,vu®X = vAx) = i(x) = uvp(x) = uv(x).
Comme la somme des sev propres est E, on a uv = vu.

dim C(u) = X (dim E3)?>  (utilisation de 'application v — (v))

[u diagonalisable. B(w) = K[u] |

oV Pe K[X],Vve C), Puyv =vP(u) donc K[u] € B(u).
® Soitv € B(u). vy € Z(E)) donc vy, est une homothétie.
Doncv=Xa e, etu=2Xbye

3P e K[X], v =P(u). (Interpolation de Lagrange)



