Concours Commun Mines-Ponts 2006 - PSI - Maths 2 (3H) ‘

1. Lamatrice ‘M AM est élément de de M, ,,, sa transposée est ‘M ‘A t( ‘M) =
'MAM car A est symétrique.
Pour tout X € M, ; on observe que :

('MAMX | X)=(AMX|MX) >0

car A est positive. La matrice ‘M AM est donc bien positive.

On peut remarquer que si A est définie positive et que M est réguliere (ce
qui implique n = p), alors "M AM est définie positive. En effet dans ce
cas, si X # 0, alors M X # 0 et comme A est définie positive :

('MAMX | X)=(AMX|MX) >0

2. Si A € S, toutes ses puissances sont symétriques puisque pour tout p € N,
fAr) = ('A)" = Ap.
Les puissances d’ordre pair sont nécessairement positives, car pour tout
entier k € Net X € M, 1 :

(A%*X | X) = (AFX | A% X) > 0

puisque c’est un carré scalaire.
Si de plus A est positive, ses puissances d’ordre impair sont positives,
puisque pour tout entier k, A2F+1 = t(Ak) A AF. qui est positive d’apres
la question 1.

3. Supposons que A soit positive (resp. définie positive) et soit A une valeur
propre de A. Il existe un vecteur X € M,, ; non nul tel que AX = AX. Si
A est positive :

(AX|X)=(\X|X)=A(X|X)>0

Pinégalité étant stricte si A est définie positive. Comme (X |X) > 0,
puisque X # 0, on en déduit que si A est positive A > 0 et si A est définie
positive, A > 0.

Réciproquement supposons que les valeurs propres de A soient toutes > 0
(resp. > 0). On sait que A, étant réelle symétrique, est diagonalisable en
base orthonormée. Il existe donc une matrice orthogonale P et une matrice
diagonale A telles que A = P"'AP = "PAP (puisque P est orthogonale).
D’apres la question 1 (et la remarque faite) il suffit de prouver que la
matrice A est positive (resp. définie positive).

Les matrices A et A étant semblables elles ont les mémes valeurs propres
qui sont donc positives (resp. > 0) ; ces valeurs propres sont les coefficients
diagonaux de A que nous noterons (\;);=1..,. Pour tout vecteur X € M,, 1
de coordonnées (z;);=1., On a :

(AX[X) =) Naj >0
=1
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Si de plus X # 0 et que les valeurs propres sont > 0, alors :
(AX|X) =) Xaj >0
i=1

La matrice A est donc positive (resp. définie positive).

. Remarquons qu’il est nécessaire que A soit positive pour qu’il existe une
matrice C' (symétrique) telle que A = C? d’apres la remarque de la ques-
tion 2. Montrons que cette condition est aussi suffisante pour qu’il existe
une matrice C' symétrique telle que C? = A. En effet, si A est positive,
il existe une matrice diagonale A de coefficients diagonaux ()\;); positifs
et une matrice orthogonale P telles que A = P !AP. Les coefficients
diagonaux de A étant positifs, ils ont des racines carrées et si A; est la
matrice diagonale de coefficients diagonaux (\/)\7)z7 on obtient en posant
C = P_1A1P :
C?=P'AIP=P'AP=A

La matrice C est bien symétrique car A est symétrique et P~! = P, et
elle est positive car ses valeurs propres sont positives. Bien entendu si A
est définie positive, les \; sont > 0 donc les v/); sont > 0, donc la matrice
C trouvée est définie positive.

. Soit A € R,. Il est clair que si X € M,, 1 est tel que CX = VA X alors
AX = C?X = )\X. On en déduit pour tout A € R, P'inclusion

Ker(C' — VAL,) C Ker(A — A1)

Pour établir I'inclusion opposée considérons les endomorphismes symé-
triques a et ¢ de 'espace M,, ;1 associés aux matrices A et C. Comme
c? = a, a et ¢ commutent, donc a — A\Id commute avec c; on en déduit
que le sous-espace N = Ker(A — Al,) = Ker(a — AId) est stable par c.
L’endomorphisme symétrique ¢, supposé positif, induit donc sur N un
endomorphisme symétrique et positif ¢; tel que ¢? = Ady. L’endomor-
phisme ¢; est diagonalisable (en BON) et les valeurs propres de ¢; sont
nécessairement des racines carrées de \ ; comme elles sont de plus positives,
cela implique que ces valeurs propres ne peuvent étre que v/ ; on en déduit
c1 = VAIdy. Cela implique I'inclusion Ker(a — AId) € Ker(c — vAId) et
finalement 1’égalité de ces noyaux.

N.B. On ne suppose pas que A soit effectivement une valeur propre de A,
ni que A et C soient définies positives (on suppose seulement que A et C
sont positives).

. Reprenons pour plus de clarté les endomorphismes associés au matrices.
L’espace M,, 1 est somme directe des sous-espaces propres de a et si A est
une valeur propre de a, sur 1’espace propre Ker(a — A\Id) ’endomorphisme
¢ coincide d’apres la question précédente avec vAId; cela implique, par le
théoreme de définition d’une application linéaire dans une somme directe,
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I'unicité de c. Il existe donc une unique matrice C' symétrique et positive
telle que C? = A. Si de plus A est définie positive, d’apres la question 4)
cette matrice est définie positive.

D’apres la question 5) tout vecteur propre de A est aussi vecteur propre de
C, donc toute base de vecteurs propres de A est aussi une base de vecteurs
propres de C. Il faut supposer que c’est ce qu’entend 'auteur de I’énoncé
par 'expression :

“dans toute base ... la matrice C' est diagonale”

7. Comme A est définie positive ses valeurs propres sont > 0, donc non nulles,
donc A est inversible. La matrice A~! est aussi symétrique et ses valeurs
propres sont les inverses des valeurs propres de A donc aussi > 0. La
matrice A~! est donc symétrique définie positive et, d’apres ce qui précede,
il existe une unique matrice symétrique positive C’ telle C'2 = A~1; ¢’
est définie positive; ' = A~1/2,

8. Notons C' la matrice symétrique positive telle que C? = A ; la matrice C !
est aussi symétrique et définie positive et (C~1)24 = C~tC~1CC = 1,,
donc (C~1)2 = AL, Par unicité on en déduit C~! = C’ ou encore avec
les notations de I’énoncé : (/11/2)_1 =A"1/2,

9. On peut remarquer que A = B si, et seulement si, pour tout X € M,, 1,
(AX | X) < (BX|X), puisqu’on a 1’égalité :

(BX|X) - (AX | X) = (B - A)X | X)

La relation est donc trivialement réflexive et transitive. Si A < B et B <
A, les formes quadratiques associées aux matrices symétriques A et B sont
identiques, donc ces matrices sont identiques. La relation est donc aussi
antisymétrique.

10. Remarquons que 'CBC — 'CAC = 'C(B — A)C. Si A < B, la matrice
B — A est positive et d’apres la question 1 la matrice ‘C(B — A)C est aussi
positive. On en déduit ‘CAC < 'CBC.

11. Si I, % A, pour tout X € M,, 1 non nul on a
0<(X]X)<(AX|X)

donc A est définie positive et par conséquent inversible (question 7). On
peut appliquer la question 10 en remplacant A par I,,, B par A et C par
la matrice symétrique A~'/? introduite dans la question 7. On trouve :

A~V2L A2 < A2 AAV2 = A2 A2 AV/2 4102
En appliquant le résultat de la question 8 on en déduit :

ATt <,
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12. Par définition la matrice A est définie positive ; pour tout X # 0, (BX | X) >
(AX | X) > 0, donc B est aussi définie positive, et par conséquent inver-
sible.

Soit C' la matrice symétrique définie positive telle que C? = A. On a :

A=B donc I,=C'AC™'=zC'BC™!
D’apres la question 11 on en déduit :
CB™'C <1, dou B '=c'cBlcct=<xcoc et =(CH =471

13. On sait que les valeurs propres de la matrice (symétrique) D sont les zéros
du polynéme X2 — (a + ¢)X + ac — b%. La matrice D est positive si, et
seulement si, les racines de ce polynéme sont positives (question 3). Une
CNS est que le produit et la somme des racines soient tous les deux > 0,
soit a +d > 0 et ac > b°.

14. Comme :

a —b
B_D:[—b 1}

les conditions 0 < D et D = B sont toutes les deux équivalentes a :
a+1>0 et a>0b

Enfin comme la deuxieme condition implique la premiere, on obtient la
CNS :a > b2
D’autre part :

2 2 2
2 a +b (a+1)b 2 4a 0
D [(a+1)b b?+1 B =10 4

donc

BQ_DQZ |:3Cl2—b2 —(a+1)b:|

—(a+1)b  3-1b?

On obtient par conséquent :
tr(B*2—D?) = 3(a*+1)—2b*> det(B%*—D?) = (3a*>—b?)(3—b*)—b*(a+1)?
La trace est toujours > 0 puisque si a > b% on a :

tr(B? — D*) =3(a* +1) — 26> > 3(a®* +1) —2a = 2(a® + 1) + (a — 1)?
mais pour a = b? :

det(B* - D?) = (3a*—a)(3—a)—ala+1)*=
= —a(Ba—1)(a—3)+(a+1)?) =
= —a(4a® —8a+4) = —da(a —1)? = —4b*(b* — 1)?

On en déduit que si b # 0, b # 1 et a = b2, on a D? £ B2 alors que
0<D=<B.
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15. Posons P~1X = Y ; comme PAP 'X = AX on en déduit AY = \Y.
Notons (y;) les coordonnées de Y ; I’égalité précédente sécrit Vi \;y; =
A\y; ; siiest tel que \; # A, alors y; = 0. D’autre part RX = Pf(A)P~1X,
donc P7'RX = f(A)Y; ce vecteur a pour coordonnées (f(\;)yi)i; si
Ai # A, yi = 0 done f(A)y; = f(Nyi et si Ay = X alors f(N)y: = f(Nyis
on en déduit 1'égalité P71RX = f(\)Y et finalement RX = f()\)X.

16. Posons Rp = Pf(Ap)P~! et Rg = Qf(Ag)Q~!. D’apres la question 15
les endomorphismes associés aux matrices Rp et Rg coincident sur les
espaces propres de M et comme M est diagonalisable, I'espace M, ; est
somme directe des espaces propres de M. Les endomorphismes associés
aux matrices ip et Rg sont donc identiques; on en déduit Rp = Rg.

17. Pour tout r € R, la fonction ¢, est continue sur ]0, +oo|. La fonction s —
sy () est intégrable sur |0, 1] si, et seulement si, r < 1 (régle de Riemann),
et la fonction ¢, est intégrable au voisinage de +oco si, et seulement si,
r > 0 ( (régle de Riemann). La fonction ¢, est donc élément de E si, et
seulement si, 0 < r < 1.

En posant u = st dans l'intégrale (pour ¢ > 0) on obtient facilement :

+o0 s +o0 U
L, (1) = /0 (L = tT/O (di =t"pr(1)

1+ st)s™ 1+ w)u”

18. Posons A = PAP~! ol P est une matrice orthogonale et A est diagonale,
de coefficients diagonaux > 0 puisque A est positive. Notons (A;); les coef-
ficients diagonaux de A. La matrice I,, + sA a pour coefficients diagonaux
la famille (1 + s);); (tous > 0), son inverse (I, + sA)~! a pour coeffi-
cients diagonaux la famille ((1+ s)\i)*l)i et la matrice I,, — (14 sA)™"
a donc pour coefficients diagonaux la famille (1 — (1 + s/\i)’l)i ; il s’agit
par conséquent de la matrice fs(A). De 1'égalité :

fo(A) =1, — (14 sA)"!
on tire sans difficultés :
fs(A)=Pf (AP =P (1, — (1+sA) )Pt =1,— (1+sA4)"!

car I'application M +— PMP~! est un automorphisme de 1’algebre M,,.

19. Supposons 0 < A < B; on a évidemment sA < sB puisque s > 0 et
I, +sA =1, + sB (la différence est positive); on a aussi 0 < I, <1, + sA.
D’aprés la question 12 on en déduit (I,, + sB)™" < (I, + sA)™" puis enfin
par différence fs(A) =X fs(B). La fonction fs est donc matriciellement
croissante sur R.

20. Pour ¢t € Ry on remarque que L (t) = O+OO fs()p(s)ds. Montrons que
pour tout X,Y € M,, ; on a 'égalité :

“+oo
(Lo(A)X|Y) = / (F(A)X|Y) ds

0
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21.

22.

Si X vérifie AX = AX alors pour tout s > 0, fs(A)X = fs(A)X et
L,(A)X = L,(N\)X (question 15); dans ce cas :

+oo
(Lo(A)XTY) = LN (X]Y) = (XIY)/O fsNe(s)ds =

+oo
(X|Y) fs(Np(s)ds =

MNX|Y)p(s)ds =

|
%ﬁc\
8

A)X 1Y) p(s)ds

Cette égalité s’étend par linéarité a toute somme de vecteurs propres de
A donc a tout X € M,, 1 puisque A est diagonalisable. Enfin pour ¥ = X
on obtient ’égalité a démontrer.

L’application fs étant matriciellement croissante sur Ry (question 19)
il est clair par monotonie de l'intégrale, et la question précédente, que
I'application L, est matriciellement croissante sur R, .

Pour r € ]0,1[ lapplication ¢, est élément de E (question 17). L’ap-
plication L, est alors matriciellement croissante sur Ri. Or pour tout
t>0ona: L, (t) =t"Ly, (1), ce qui est vrai aussi pour ¢t = 0. Comme
L, (1) = 0+°O Uiiﬁ > 0 on en déduit que l'application ¢ +— t" est
matriciellement croissante sur R .
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