MATHEMATIQUESII-B PT-97

| PARTIE PRELIMINAIRE

Dérivabilité de F

t

DéfinissonsH( x, t) :If(x,y)dy pour (x, tlx[c, d].
D’aprés le théoréme de Leibniz, H admet une dérivée partielle par rapport a X,

t
continue, et— (x,t)= J’—(x y)dy. De plus H admet une dérivée partielle par

rapport a t, continue, avegc!:- (x,t)= f(x1).
F(X)=H(x, g(x)), donc par composition, F est dérivable sur | et :

oH oH
F(x)= X (x,9(x)) * E(Xg;(g)(X))g (%)
Il en résulte que'(x) = I ﬁ(x y)dy + f (x,9(x)g" (X) .

I PARTIE B
1) Calcul de u
% =p(x); Il existe donc 2 fonctions, etp de la variable x telles que :
2
UxY) =% B 00+ A+ 09 - UX,0)=V = p(x)=V.
_ vV h&x)
U(X,-h()=0 = 200 = 15 + : B ).

2
Finalementu(x,y) =L p (x) + y&—) + —2 p'( )H V.
On notera que la réciprogue est immédiate.
2) O'(x)=0
~h(x)
Q(x) =- Iu(x, y)dy. On utilise la partie préliminaire : Q est dérivable sur R et,

0
-h(x)
Q(x)=- I &(X,y)dy+ h (X)u(x, —h(x)) .
0
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0
__r ¥ “h(x)= -
Qx)= _Jx)o_y(x,y)dy. (car u(x,-h(x)=0 e% = dy).
Q (0= Pvx, YLy = ~¥(x,0) +v(x,~h(x) =0
En conséquence, Q’ est nulle sur R.

3)
Reprenons I'expression de u(x y) obtenue a la questlon 1 de cette partie.
0
Qx) = R[)U(x,y)dy %— P+ —Hh(—x o (X)H VyH y
—hx —h(x
Par conséquen(x) = %Vh(x) - 1—2h3(x)p' (x).
Comme Q’(x)=0, on déduit I'égalitéox OR i (0P ())=6vh (x)
Il PARTIEC
1a)
h est une fonction L-périodique, h(R)=h([0,L]). De plus, hcesttinuesur R, a
valeurs dans R l'image par h de l'intervalle fermé borné [0,L], est un segment
[h,,h,] (O<h<h), inclus dans R. h, (resp.h) est le minimum (resp. maximum)
de h sur R et h atteint ses bornes.
1b)
p vérifie sur [0,L] les hypothéses du théoreme de Rolle. Sa dérivée p’ s'annule
sur I'ouvert ]O,L[.
2a
D’apres la question 3 de la partie B, il existe une constantaque telle que
h3(x)p' (x) = 6Vh(x) +a . Si % est tel que p’(Y=0, cela équivaut &(x,) :;—\O/'
Soit h* cette valeur & = -6Vh*.
2b

On déduit I'égalitén3(x)p' (x) = 6V(h(x) h*) .

L L 0
OI’Ip (x)dx = p(L) - p(0) = 0. Doncwghz( ) IhS(x) dx=0.
p dx
h*(x)
D ou h* -0
dx
Jo-hs(X)
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h 2h(x)2h1 donc i;;h (X)2h’(x)2h,h*(x); par passage a l'inverse (h(x)>0) :
. Par intégration sur le segment [O,L] :

hl hz(x) h3(x) ho 'h4(x) "
L L 1 L dx . "
rh-rh(x) h(x) I“bohz(x)'DonCE31sE.

On obtlent I'encadrementah*2h, qui était prévisible puisque h*=hjx
Le raisonnement qui précéde est par contre tres utile pour étudier un cas
d’égalite.

L
e . o1 oodx
Supposons par exemple h*=n obtient la relatlor?;‘([hz(x) __!).h3(x) :

L
U u T | 1.0 _ . s .
C est-a—dlreIEE. T Bjx—o. Or la fonction que l'on intégre est a valeurs

dans R elle est continue, comme l'intégrale est nulle, la fonction est nulle. Donc
sur le segment [0,L], h(x)zhh étant L-périodiquéy est constante sur. R

u(x,y) = L p‘ (X)ﬂ@wi) +&2X) p (x)ﬁ+v . De plus,h3(x)p' (x) = 6V(h(x) - h*) .

Ya 3y O O3y*h* 3yh*D D _Lljz|
0 neoH Breeo TheeoH T heos

On déduitu(x,y) = V%hz

Donc u(x,y) :V%§+%%‘_h(x)5+@+%%.

N__du & O6y> 9y*h* 4y  6yh*O
3, o AlOrSG TR " YRR hg()

compte tenu de v(x,0)=0, on obtienk,y)=Vvh (x) ( ” 1@

 Par intégration, et

3h*0 y?
h()H 20 °

u et v sont en fait de classe<trr R.
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IV PARTIE D

1)
¥
P
5
4
0
2
1
i
\r 2.5 a2 5 4 4.5
Lorsqu’un point parcourt I'arc de courbe (PQR), entre P et Q : u(x,y)30, entre Q
et R : u(x,y)20. Il convient en effet de noter que u(x,y) est I'abscisse du vecteur
vitesse en un point régulier de I'arc.
2)
. _ _,H3y y _h* o _y .
La fonctionA:y - u(x,y) _th(X) gu h(x)% 0 E+§L+ h0d %phange de signe
sur l'intervalle [-h[x],0]; c’est une fonction polynémiale de degré 2, elle admet
pour racines y-h(x) ety, = —% % .
0
A(0)=V>0 etA(-h(x))=0, pour que la fonctiok change de signe sur [-h(x),0], il
est nécessaire que<y,<0.
y,<0 = h(x)>h*.
1 h*
V<Y, = — 5+ <3 dOﬂCl—h(X) >3
" h(x)
Finalementh* <§ h(x) < %hl' En particulierhE <§ .
PARTIE E . CASPARTICULIER
1)

L’équation Coszix =-2 ne doit pas avoir de racine réelle; cette hypothese est

| b
vérifiée si et seulement siﬁ O-,-1, c'est-a-dire a>b. (noter que a>0, b>0)
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L

dx
. h* (%) . . .
On sait quen = +——. Le calcul des intégrales est élémentaire.
dx
3
) h®(x) L
1 2 L
—— =a 2 2abcos=2 + b? cod & etJ' = a +b2).
h™(x) L h 2
L
1 2 2 d L
h3_(x)_a +3a bcos%lx++3ab co§T+b cos’ X et.[h X a7(2a2+3b2).

2 2
Donc h* = M

a(2a2 + 3b2)'

ho 1 2hohy
| 1 d’ou O b - h
La-b=—=— (b= 9
O by 0 2hohy

+2ﬂ-+3%
X +b2:3h02+2h0hl+3hf H _3+2a+3a?
hghe an?
_5-2a+5a°?
4h?
3+20+30° 2hgh
5-2a+50% hy+h
{1_ 3+20 +3q° 2
5-20 +50° '1+a

De meme,2a +3b?

Ainsi, h* =

Par conséquen

=r(a).
On sait quex :%b- >1. L'idée d’étudier la limite du rapport précédent lorsque

a - 0est étrange. Par contre, la limite de ce rapport lorggue est égale a 1.
La limite en +_ est nulle.

Pour qu'il existe des trajectoires fermées, il est nécessaire que I'on chaisisse

tel quehE <2 .Orr(2 —% 2—91<§ De tels choix sont possibles : il peut donc

exister des trajectoires fermées. Enfin, cela n’est pas demandé, mais il est clair

2 2 . 3+20+30? o s a2
> 1 —< = —_—< >
que poura>2 223 et v (inégalité equivalente a{1)>0),

donCr(a)<23.

Il serait intéressant de savoir si I'on peut choisir une de ces valeurs pour obtenir
une trajectoire ferméd.’étude est faite avec Mathématica.: la réponse est
positive
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