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Concours Centrale Supélec
Math 1 MP 2009

Partie I : Questions préliminaires

I[1) I'(1) = I'(2) = 1. Comme I est continue sur [1,2] et dérivable sur |1,2[, d’aprés le théoréme de Rolle, il existe
¢ €]1,2[ tel que I'(c) = 0.

+o0
[.2) Pour z > 0, I (z) = (Int)?e~t*~! dt est I'intégrale d’une fonction continue, positive, non identiquement

0
nulle, donc I'"(z) > 0. Donc I” est strictement croissante sur |0, +oo[. On en déduit que I est strictement positive
sur |, +oof et T strictement croissante sur cet intervalle; a fortiori sur [2, +o00.

I.3) Comme (I'(n)),>1 tend vers +o0o et que I est croissante au voisinage de +o00, I" tend vers +o0o en +o0o0. On peut
donc limiter ’étude & v > 1.
Pour x > 2, on note n sa partie entiére.

T n+1 n—1
On a alors : 0 < v < 7 = 4?2 v E Comme la partie entiére tend vers 400 en +oco et que la suite
) I(x) L'(n) (n—1)!
,yn— ,yaf ) o
converge vers 0, —— 0, i.e. v* = o(T au voisinage de .
((nl)! . nverge ver ’F(z)m , i.e. ¥* = o(T'(z)) au voisinag +0o0

Partie II : Comportement asymptotique de la somme d’une série entiére
au voisinage de la borne supérieure de son intervalle de convergence

IT.A.1) On suppose que ¢ n’est pas positive sur [tg, +0o[. Soit alors t; > to tel que ¢(t1) < 0; par décroissance de ¢,
sur [t1,+oo[, ¢(t) < ¢(t1) < 0. Or la fonction constante ¢(t1) n’est pas intégrable sur l'intervalle non borné [tq, +oo[;
donc ¢ n’est pas intégrable sur cet intervalle. Absurde.

Donc ¢ est positive sur [tg, +00].
REMARQUE : ¢ étant décroissante sur [tg, +0o[, elle admet une limite en +0o; comme ¢ est intégrable, cette limite est nulle;
par décroissance, ¢ est positive sur [tg, +00[.

I1.A.2.a) Pour n > (to/h) + 1 : Vt € [(n — 1)h,nh] C [to, +o0[, ¢(t) > ¢(nh).
nh nh
Donc /( é(t) dt > / $(nh) dt = hé(nh) > 0.

n—1)h (n—=1)h
nh
IT.A.2.b) Comme ¢ est intégrable sur [0, +oo[, la série Z/ ¢(t) dt converge; on déduit de (II.A.2.a) la conver-
(n—1)h

gence de la série Z ho(nh).

nh
I1.A.3) Pour n > (to/h) + 1, pour la méme raison qu’au (IL.A.2.a) : h¢(nh) < / o(t) dt < ho((n — 1)h).
(n—1)h
On note ng la partie entiére de (to/h) + 2.

+oo 400 nh +o0 +o0 +oo
On aalors : Y hg(nh) < Y / o(t) dt = / ¢(t) dt < > hé((n—1)h) = Y he(nh), donc
(n=1)h (

no—1)h

n=ng n=ng n=ng n=ng—1
+oo “+o00
0< > he(nh) —/ o(t) dt < he((ng — 1)h).
n=no—1 (no—1)h
(no—1)h no—2 no—2 (n+1)h no—2 .(n+1)h
Deplus, | [ (0 e Y- hotu)| =| X [ (00 - oth) < X [ 000 - otab)| at
0 n=0 n=0 Y"1 n=0 v"

Comme V¢t € [nh, (n+ 1)h], |t :nh| <h:

(no—1)h no—2
/0 () dt — > hp(nh)| < (no — Dh.sup {|6(t) — ¢(u)] , t,u € [0, (ng — 1], [t — u| < h}

n=0

Or (ng — 1)h < tp + h. On se limite & h €]0,1]; ainsi (ng — 1)h < tg + 1. Comme ¢ est continue sur le segment
[0,t0 + 1], elle y est uniformément continue.
Soit € > 0; on peut trouver hy €]0, 1] tel que Vt,u € [0,t0 + 1], [t — u| < hg = |p(t) — p(u)| < e.
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(no—1)h no—2
Alors, pour h €]0, ho], on a : / o(t) dt — Z ho(nh)| < (to + 1)e.
0 n=
400 +oo (no—1)h ‘ no—2 400 +oo
Comme / o(t) dt = ho(nh) = ( / o(t) dt— Y h¢(nh)) + ( / o(t) dt— S h¢(nh)>, on en
0 n=0 0 n=0 no—1 n=ng

déduit :

+o0 too
/0 o(t) dt — 3 ho(nh)| < (to + 1)z + ho((no — 1)h).

n=0

Comme ¢ est continue sur le segment [0, ¢y + 1], elle y est bornée.
Or (ng — 1)h € 0,t0 + 1] ; donc hé((ng — 1)h) — 0.

On peut donc trouver hy > 0 tel que Yh €]0, k], [hp((no — 1)h)| < e.
Finalement, pour tout h €]0, min(hg, h1)], on a :

< ((to + 2)e.

+oo foo
/0 o(t) dt — 3 ho(nh)

n=0

+oo too
Comme t( est une donnée, on peut conclure : / o(t) dt — Z ho(nh) —— 0.
0 =0 h—0,h>0

I1.B.1) Pour « < 1, la fonction g, ne peut étre prolongée en une fonction continue sur [0, +ool.

Pour la suite, on suppose a > 1. Alors g, est continue sur [0, +oo[ (aprés prolongement naturel en 0) et intégrable
sur [0, +-o0[ (d’intégrale I'(c)). Elle est dérivable sur |0, +oo| et g/, (t) = e 't*~2(—t + o — 1). Donc g, est négative sur
[ — 1,+00[ et g, est décroissante sur cet intervalle. Les hypothéses du (IT.A) sont donc satisfaites par go, a > 1.

+oo +oo
Pour = €]0,1[, h = —lnx > 0 et hzoga(nh) = (flnzr)zoga(fnlnx)); comme h pr— 0 avec h > 0,
n= n=
+oo +00
d’apres (ILA), (—Inx) Zga(—nlnw)) R m—— Jo = I'(a).

r—1,x<1 0
n=0

I1.B.2.a) On étudie la convergence absolue de la série Z n® 1a™ pour 2 # 0 :
|(n + 1)a71$n+1| B

|na—1$n|

a—1
(1 + > |z] P—— || ; d’apreés la régle de d’Alembert, comme |[n®~'2™| > 0 pour tout
n n—->- 00

n > 1, sl x| <1, la série Z |na*1x”| converge, si || > 1, elle diverge.

oz—lxn

Donc le rayon de convergence de la série entiére E n vaut 1.

I1.B.2.b) Pour z €]0,1[, go(—nInz) = (= Inz)* n®1a" = (—Inz)*~ 1S, ().

Poura>1:
r
—Inzgy(—nlnz) = (—lnz)*Sy(z) PR (o) # 05 donc Su(z) ~ (1(04))1 au voisinage de 17. Comme
r—1,x —Inx)°
I'(a)

Inxz ~ 2 — 1 au voisinage de 1 : Sy (z) ~ au voisinage de 17.

(11—

Partie III : La premiére fonction eulérienne

II1.A) La fonction ¢ — t*~1(1 — )%~ est continue sur |0, 1[. Equivalente en 0% & t*~! elle est intégrable sur ]0,1/2]
si et seulement si @ —1 > —1, i.e. @ > 0. Equivalente en 1~ & (1 —¢)%~1, elle est intégrable sur [1/2, 1] si et seulement
si3—1> —1,i.e. §> 0. Elle est donc intégrable sur |0, 1] si et seulement si « et 8 sont strictement positifs.

I11.A.2.i) Egalité obtenue avec le changement de variable affine t — u = 1 — ¢, qui est un diffSomorphisme de ]0, 1|
sur lui-méme.

t dt 1
II1.A.2.i) u = T = t= uL—Fl; ur—t= T w est un difféomorphisme de ]0, 1] sur ]0, +o0[; v m;
a—1
t 1
ta—l 1—¢ B—-1 _ 1—¢ a+pB-2 _ ja—1 .
( ) (1 t) ( ) “ (1 4 u)xtB-2

DO c B( ﬂ) /J"Oo a—1 1 1 d /+OO uo‘_l d
Jut = — - i
“ o (UFwe i zitw? T )y (+wets
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1—¢ —(1 1—¢
IT1.A.2.iii) Soit & €]0,1/2]; par parties, / t*(1—t)P~tdt = [t”<} ﬁ/ t* (1 —t)? dt.
—(1— t)ﬁ
B

Comme « et (3 sont strictement positifs, t*

. Y] 1—¢

donc {t“ (1) ] 0.
ﬁ c e—0

De plus, t* (1 —t)% =t~ (1 — )P~ (1 —t) =t (1 — )1 — (1 — )8!

1-e
donc / t* (1 — )P dt—0>B(a,ﬁ) — B(a+1,0).

tend vers 0 quand ¢ tend vers O ou 1;

On en déduit : B(a+1,8) = %(B(a,ﬁ) — B(a+1,p)); puis : B(a+1,4) = aO‘TﬁB(a,ﬁ).
IT1.B.1) On suppose que Vo, 8 > 2, B(a, ) = lm.
Soit a, 8 > 0;
1 1
Bap) = “lBa+1,p) =00 I g0 g 5 = CEEOE I D5 0 49)
_ atfa+l+fa+p+2 _a+fa+l14+pBa+B+2a+3+3
= " P 5 B(B+1,a+2)= " o 5 () B(B+2,a+2).
Comme « + 2 et [+ 2 sont strictement supérieurs a 2 :
B3+ 2042 O EAEL2) (a+ Dol (a)(3 + DST(H)
’ Fla+3+4) (a+B8+3)(a+B+2)(a+B+1)(a+p)(a+p)
Aprés substitution et simplification : B(a, 8) = m.

[I1.B.2.a) Comme o — 1 et 3 — 1 sont strictement plus grands que 1, 1,5 est de classe C' sur le segment [0, 1], donc
sa dérivée est bornée. Donc 1), g est lipschitzienne.

n=1 .(k+1)/n
II1.B.2.b) Soit n € N*; B(a, f) — un(a, 8) = Z/

k=0 F/n

(Voust®) o) a.

k
Comme, sur [k/n, (k+1)/n], =A,p5(t— ﬁ)’ on a:

(k+1)/n I 1
< Anpplt— =) dt = Ay 5. —.
— /k;/n 1/[3( n) 118 2“2

Y1) — W s(5)

(k+1)/n 1
/ (wa,ﬁu) —wa,ﬁm) at
k/n n

n

2—:1 /k(k+1)/" (waﬁ(t)—%ﬁ(fl)) dt| <

k=0 |7 k/n

k
SAa,B‘t—n

Aap _ Aap

On en déduit : |B(a, 8) — un(a, B)| < n.s o

IT1.B.2.c) Pour z € [0, 1], les séries Z no Lz et Z n’~1z™ convergent absolument (séries entiéres de rayon de conver-
gence 1), donc la série produit converge absolument et sa somme est le produit des sommes, soit S, (x)Ss(z). Le terme

n n k a—1 k p—1
d’ord del L. duit t - k:oz—l —k B—1_n _ a+(B—-2 n 1- 2 n o_ a+6—-1 n n
ordre n de la série produit vau Z (n—k)"~" 2" =n z_: - " =n un (o, B)x

n
k= O

On en déduit que : Sy Z Py, (o, B)a™

Par différence : S, (2z)Ss(z) — B(a, 8)Sa+s(z Znaﬂa " (un(a, B) — B(a, B)) 2"

Avec la majoration du (2.b), on obtlent

Aa = 7 — n Aa
|Sa(2)S5(x) = B(ev, 8)Sarp(x |<Zna+ﬂ Hun (@, 8) = Blow f)] 2" < =2 Y nt 2 = o2 50500 (@),
n=0

n=0

En multipliant par (1 — z)*+8
Aq
|(1 = 2)*Sa(z).(1 - 2)7Ss(x) — B(a, B).(1 — )B4 5(x)| < Tﬂ(l —2).(1 —2)**P=18, . 5 1 (2).
Comme «, 8, a + et a+ 8 — 1 sont tous supérieurs & 1, on peut utiliser la question (I1.B.2) :
(1= 2)*Sa(x).(1 = 2)7Ss(x) = B(e, #).(1 = 2)* TS0y 5(7) ———— T(a)T'(B) = B(ov, H)T(a + B)

<l
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A
et ;ﬁ (1= 2).(1 =)™ S0 5o (@) ———

donc [M()T'(B) — B(a, B)l' (e + B)] <0, i.e. T()T'(8) = B(e, B)I(ev, B) = 0.
II1.C.1) Pour « €]0,1[, 1 — a €]0, 1], donc B(a, 1 — ) existe bien.
1

)

B(a,1—a) = / fla,t) dt avec f: (a,t) — t*(1 —t)~“.

e Pour tout « 60]0, 1], t — f(a, t) est continue (par morceaux) sur |0, 1.

e Pour tout t €]0,1[, « — f(, t) est continue sur ]0, 1[.

e Domination de f sur le segment [a, b] C]0, 1] : comme une exponentielle de base inférieure & 1 est décroissante sur
R, Vt €]0,1[, Vo € [a,b], 0 < fa,t) <t 11 —1)7b et t — t971(1 — t)7° est indépendante de « et intégrable
sur ]0,1[ (comme au (ITL.A.1)).

D’aprés le théoréme de continuité sous U'intégrale, @ — B(a,1 — ) est continue sur 0, 1[.

I11.C.2.a) D’abord, (2p +1)/(2q) €]0,1].

w1l . 2l o0 4(2(p—a)+1)/20)
D'aprés le (ILA2), B 221 2+ :/ g
2q 2q 0 1+¢

Le changement de variable u — t = 424, diffeomorphisme de ]0, +-o00[ sur lui-méme, permet d’obtenir :
9 1 9 1 +oo , 2(p—q)+1 +oo 2p
p(2oL ) [ gy [
0 0

d
2q 2 14 u2a 1wz

IT1.C.2.b) Les 2, k compris entre 0 et ¢ — 1 et leurs opposés sont les 2q zéros de X2¢ + 1 (et ils sont simples).
2p

Comme A = X?P a un degré strictement inférieur & B = X2 + 1, la partie entiére de T x4 est nulle. Le
X2 xr R b
développement en éléments simples de T3 X s’écrit donc : T X% = Z <Xikzk + X ‘:Zk)’ ol les ay et les by
A A(—
sont des nombres complexes définis par : ap = B’((Zzl;)) et by = B,((?k))
2 2
Or B' = 2¢X21~ ! et 2,9 = —1; donc B'(z;,) = e B'(—z) = —q; d’ot la formule de I’énoncé.
Zk Zk

IT1.C.2.c) Vérification par simple dérivation ...

Pour tout k compris entre 0 et ¢ — 1, la fonction :

1 t—R
wp it — (2 In ((t — Re z,)? + (Jm 2;)?) +iarctan (w))

Jm Zk
1 t + Re Zk
—( = In((t+Re 2)2 + (=TIm 2;)?) +iarctan | ————
<2 n(( 2k) ( 2k) ) iarctan T
t—MRe zx)? + (T 2 t—R t+R
= %111 ( € 2)” + (~m ) +1i | arctan ﬁiezk + arctan M
(t+ Re 21)? + (TIm z;)? Jm 2z Jm z
. 1 1
est une primitive de ¢t — — .
t— 2k t+ 2
N 9%k 41 ,
Comme Jm z, =sinw >0, wi(t) PEeLE et wi(0) = 0.
— 100
] 1 q—1 apt1 d t2p
La fonctio =—— est une primitive de ¢ —_—.
nction w 5 kZ_OZk Wi une primitiv — 7 wer
1 P
— _ 2p+1_. . 2p+1
De plus, w(0) = 0 et w(t) PR 5 2P = 12q Z zT.
k=0 k=0
t2p

+o0 q—1

, . . LT 2p+1
On en déduit que : dt =1 —w(0)=—-i— P,
n en déduit qu /0 lim w w(0) 12q I;:Ozk

1+ t%4

k
2 1 s 2p+1 s 2p+1 s _2p+1
Or 2P =™ 72 (&7 ete™a #£1;

1 . 2p41 .
= opi1 ez €7 a1 i 201 el (2r 1) _q -2
donc 2T T T elTTg =
k “ T optd " 2pti | i 2pidl 2ptl . . 2p+1 °
im == im=2t=  jp =Bt —im 2 P+
k=0 e q —1 e 29 (e 2¢ — ¢ 2q ) 1S1n WTq
oo g2 s 1
Flnalement, T o0 dt = 5 . _optl-
0 1+t 2q sin w <&
2q
2p+1

IT1.C.3) Pour tout « de la forme o = ,avec 0 <p < gq, p,qg € N, on a ainsi :
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too 2 v
B(a,l—a)zZq/ 0 dt = = .
0 1+ ¢4 sin To

2p+1

,avec 0 < p < q,

™
Comme o — B(a,1 —a) et a — — sont continues sur |0, 1] et que 'ensemble des
sin T

p,q € N, est dense dans |0, 1], on peut affirmer : Vo €]0,1[, B(a,1 — ) =
De plus, I'(a)T'(1 —a) = B(o, 1 — )T (a+ (1 — a)) = B(a, 1 — «).

sinma

Partie IV : L’opérateur d’Abel

ft)
(z —t)

est intégrable sur [0, z[, donc sur ]0, x[.

ft)
(z —t)

i

S G-te ; comme

IV.A.1) La fonction t — est continue sur [0, z[ et, pour tout ¢ € [0, z[, on a

1 t
t — ———— est sur [0, [ (de référence, avec a < 1), t — f(t)
(z — 1) (z — 1)

IV.A.2.a) Pour x €]0, 1], changement de variable affine v — ¢ = ux ... La formule reste valable pour x = 0 (1—a > 0).

f(xt)
1-t)e

IV.A.2.b) Comme z — 2!~ est continue sur [0, 1], il suffit de montrer la continuité de la fonction z — /

i)
(L1
f(at)
(-1

e Pour tout z € [0,1], ¢ est continue (par morceaux) sur [0, 1[;

e pour tout ¢t € [0,1], = est continue sur [0, 1];

f(xt)

< 11 ; la fonction ¢t —— 11
(1—t)

(1=t (1—t)

e domination sur [0, 1] : pour tout ¢ € [0, 1] et tout x € [0,1], on a: ’

est contlnue 1ntegrable sur [0, 1] et indépendante de z.

Donc z — /

T t dt est continue sur [0, 1]; donc A, f est continue sur [0, 1].

IV.A.2.c) Par linéarité de l'intégrale, A, est linéaire. D’aprés (IV.A.2.b), A, est un endomorphisme de E.
Continuité :

1 1
w1 e B e 0,1 Jaas @) < oot [ g [P gy [t = g

1 1
Donce,Vf € E, ||Aof| < T a II/]l- On en déduit que lendomorphlsme A, est continu et que |||Aq]]| < T—a
1 1
De plus, si f est la fonction constante 1, || Ay f|| == T—a I£]]- Donc |||Aa]l] = 1o
—a -«

IV.B.1.a) Pour n = 1, on reprend la méthode de majoration du (IV.A.2.c) :

La 1
pour tout x € [0,1], [Ay ()] SﬂrfﬂHfII/0 ﬁ =27 ||f|| 5 5 PNl =7

Soit n > 1; on suppose : Vz € [0, 1], \A” (JC)| < x”ﬁ% 71

n ) ' ALf(at)] s ns_(L(B)" bof

I'(8)
LB+1)

Donc

(nﬂ)ﬁm n nHﬁM n
F(1+n6)B( B+L1-a)|lfll= (Hnt( B+1,8 |7

_ p(nt1)B I'B)" I'(ns+1I(B) £l = (’H—l)ﬁF(ﬁ—)”H £l -
T(1+n8)T((n+ B +1) I((n+1)8+1)

AL f(@)] <

Par récurrence, on a donc : Vn € N*, Vz € [0,1], | A2 f(z)| < x”ﬁm 71
1—‘ n
IV.B.1.b) On en déduit : Vn € N*, || A2 f]| < F((l(f))ﬂ) || f]l- Autrement dit, ’endomorphisme A” de E est continu et
(F(ﬁ))"
A —
n n (1/8)ynB+1
[V.5.2) Soit + = 01 alors o+ LE" _ GXO) 1 () o, dapres (1),

P +nf)  TA+nB)  (I(B)I/A  T(1+npb) oo
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IV.B.3.a) Soit A € C.

Pour tout n € N*, [A"AZ f]| < |A]" <(F( Dl el

+
Or [\ ((I;(Jr))ﬁ) Ifll = ( ) 2 A" ((1(+))ﬂ) Ifll =o ((;) ) ; donc la série Z IAI" m || f|| converge

et la série Z A" AL f converge normalement donc uniformément sur [0, 1].

N
IV.B.3.b) Pour tout N € N*, (Idg — AAq) > A"ALf = f— ANTTAN T f.
n=0

N N
r (Z A”AZf) converge uniformément sur [0,1] vers g; (Z A"AZf) est une suite d’éléments de E (i.e. de
— N n=0

N
N
fonctions continues), donc g est continue (g € E) et (Z A”Agf) converge vers g dans FE. Comme Idg — AA, est
n=0
N N
continu dans F, <(IdE —AA,) Z A”AZf) converge dans E, i.e. uniformément sur [0, 1] vers (Idg — AA4)g.
n=0 N

D’autre part, (/\NJrlAéV*lf)N converge uniformément vers 0 sur [0,1], i.e. converge vers 0 dans E.
Donc (Idg — Mg = f.

“+o0
IV.B.3.c) D’aprés la question précédente, (Idg — AA,) Z APAY =Tdg.
n=0
+oo
On montre de méme : Vf € E, (Z A”Ag) (Idp — M) f = f, i.e. <Z A”A") (Idg — M) = Idg.
n= n=0
+oo
Donc Idg — AA,, est inversible dans F, d’inverse Z ATAT.
n=0
1
" 2~T(n+1I(B)
IV.C.1.2) Agen(z) = P @ g — 2B 41 GO T done Aen = B(n 41, B)enss =
W) Aves(o) = o [T = 2B+ 1,5) = o G done Age, = Bln 1)

I'n+ 1T
(n+ DT(5) en+p en prolongeant la définition des e, & k € [0,+o0c[. Le résultat précédent reste vrai pour tout

I'(n+1+p)
€ [0, +o0[.
IV.C.1.b)
T+ 1)I(B) F(n+1I(B) T'((n+p)+ I - p)
(Ai-a e AaJen = mAl a(en+s) = T(n+1+08) T((n+B)+1+(1—p)) "rA+=s
= Tera- ﬁ)I‘En i g e : mnr-(i-ll_ = entl = sinwwa ;”_:‘11

IV.C.2) Vrai par linéarité ...
IV.C.3.a) Pour tout f € E, Pf est bien continu; de plus, P est linéaire.
Soit f € B3 alors Vo € 0,11 [Pf(@)] < [ 1£0)] v < ["1f1] ae = 2 < 11 done P11 < 1151,

0
Donc P est linéaire continu et ||| P]|| < 1.
De plus, si f est Papplication constante 1, alors Pf : x — x; donc ||Pf|| = || f||. Donc ||| P]|| = 1.

IV.C.3.b) L’ensemble P des fonctions polynomiales sur [0, 1] est dense dans E pour la norme ||.|| (théoréme de Weiers-

trass). Comme B, et P sont deux applications continues sur E coincidant sur P, elles sont égales.
@

IV.C.3.c) Comme P est & valeurs dans C([0,1],C), D o B, est bien défini. Comme D o P = Idg, on a la formule de
I’énoncé.

IV.C.3.d) Soit f € E tel que A, f =0; alors B, f =0, donc P o B, f = 0; avec la relation du (IV.C.3.c), f =0.
Donc l'opérateur (linéaire) A, est injectif.
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