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[ ] [ ]
Correction Ecricome 2007
Voie scientifique
La correction comporte [20] pages.
Exercice 1
1. On rappelle que lorsque x est au voisinage de 0 :
1
In(l4+2z)=x— 5:1024—0(332)
1
expr = 1+w+§x2—|—0(x2)
Ainsi par composition des développements limités, lorsque = est au voisinage de 0 :
x 1 2 2
In(2—¢€*) = In(2- 1+$—|—§x + 0 (2?)
= In 1—m—1x2+0(m2)
2
2
1 1 1
= (—x - 2952) 3 (x - 2962) +o0 (372)
= —x—lxz—lxz—ko(ﬂ) t t
= 5 5 par troncature
= |-z —2?+o0(a?) (1)
2.
(a) Pour tout k supérieur ou égal & 2, nous avons les implications suivantes :
1 1 1 1
0< T < 3 =—> 1 < ek < e2 par croissance de exp
1 1
= —e2 < —ek < -1
1 1
= 2—-e2<2—-ck <1
1
= 2-Ve<2—-ek <1
1
= 0<2—-ek <1
Conclusion :
1
VE>2, 0<2—ek <1 (2)

(b) D’apres (2) :

=

1
Vk > 2, ln<2—62> <ln<2—e

) <o

par croissance de In sur R% donc :

1
Vk > 2, ln(Q—ek) <0

1
(¢) Puisque lim 7= 0 alors selon (1) :

k—+o00
1 1
2k ) ~ =
n( e>+mk
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ou E % diverge en tant que série harmonique (série de Riemann de paramétre 1). En utilisant
k
le critére d’équivalence appliqgué auz séries a termes positifs nous pouvons dire que la série

1
Z —In (2 — ek) diverge aussi.
k

Conclusion :

1
Z In <2 — ek> diverge
k

(d) Lasuite (V,,),,cy, st décroissante car V;, représente une somme de termes négatifs alors comme

1
la série de terme général In (2 — ek) diverge :

Enfin comme nous savons lim e’ = 0 nous pouvons conclure que :

t——o0

lim u, =0

n—-+oo
3.
(a) Nous avons :
Vn > 2, In(nu,) = Inn+lnu, (u, >0)
= lnn+V,
= lnn+iln(2—elt’> (3)

k=2

ki2—1n<1—]1€> _ é_ln@;l)
_ ;m<kk1>
= zn:(lnk—ln(k—l))

D’autre part :

k=2
n n—1
= ) Ink—>) Ik
k=2 k=1
= Inn—Inl
lnn (4)

Conclusion : selon (3) et (4)

n n 1
Vn > 2, In(nuy,) :Zfln <1;> +Zln <2ek>
k=2

k=2

d’ou :

¥ >2, In(nuy,) = i [m (2 - 6'1“) - (1 - llfﬂ
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1 1
(b) Pour obtenir un équivalent de In (2 —ek |=In(1- k) (qui est une différence) quand k tend
vers |00 nous aurons recours a un développement limité au voisinage de I'infini qui s’impose.

1
Posons pour k£ > 2, u = 0 on a :

In(2—¢€*)—In(1—u)

(—u—u?) <—u - ;u2> o (u?)

1
= —§u2 +o (uz)

1
et par substitution de — & u :
x

1 1 1 1

1
Comme la partie principale du développement limité vaut o2 alors :

m(2-ct) (12 N ()
" ‘ " k) 4o 2k2

(¢) D’apres le résultat (5) de la question précédente nous pouvons affirmer que la série de terme

1 1 . . ) .
général — [In|2—ek | —In(1— z converge en utilisant le critére d’équivalence appliqué
aux séries G termes positifs puisque zk: 2
série de Riemann de paramétre 2 > 1. Ainsi :

, - 1 1
ngr}rloo—];[ln<2—ek>—ln<l—k>}
li Y In (2 r In(1 !

_ek | — _
A3 [ (2-e) - (1- 7))

est constante aussi. Autrement dit il existe un réel « tel que :

converge en tant que série proportionnelle & la

est constante et donc :

lim 1 n) =
Jm n (nu,) = «

autrement dit :

lim nu, =e* >0
n—-+00

ce qui équivaut a dire que (c’est la caractérisation de l’équivalence) :

JK >0 | iy K

autrement dit :

AK >0 u, ~
—+oo

3=

K . . . . .
Comme — est un terme général proportionnel a la série harmonique divergente, le critére

n
d’équivalence appliqué aux séries o termes positifs permet de conclure que :

la série de terme général u,, est divergente

n
4. Posons pour tout entier n supérieur ou égal a 2, S, = Z (—1)]€ U
k=2
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(a) Nous avons :
Vn > 2, Upp1 — Up =€Xp Vo1 —exp Vi,

Or comme tous les termes de la somme définissant V,, sont négatifs, la suite (Vn)neN est
décroissante dans ce cas :

Vn > 2, exp Vi1

SOit Up41

< expV, par croissance de exp
<

Un

Conclusion :

la suite (uy,),,~, est décroissante

(b) Nous avons :

2n+2 2n
n Z ]-7 527L+2 - S2n = Z (—1)k Uk — Z (—1)k UL
k=2 k=2

(_1)2n+2 u2n+2 + (_1)2n+1 u2n+1

U2n+2 — U2n+1

IN

0 car (up),~, est décroissante

et :
(S2n),>; est décroissante
De méme :

2n+3 2n+1

Vo> 1, Sangs = Sy = 3 (D = > (1)

k=2 k=2
— (_1)2n+3 u2n+3 + (_1)2n+2 u2n+2

—U2n+3 T U2n+2

> Ocar (up),>, est décroissante

et :
(S2n+1),>1 est croissante

Enfin :

lim |‘92n+2 - SQ7L+1| - lim U2n+2
n—-+o0o n—-+oo

=0

car (u2n42),>o converge vers 0 en tant que suite extraite de (uy),~, qui converge elle-méme
vers 0 selon la question 2.d.
Conclusion : comme

e (S2n),>; est décroissante,

® (San41),>; est croissante,

o lim [Sopia— Sont1|=0
n—-+4oo

(S2n) ;51 €t (S2n+1),,>, sont adjacentes

(c) Les deux sous-suites (S25,),,»1 €t (S2n+1),,>; » d’ordre pair et d’ordre impair, sont adjacentes,
elles convergent vers une limite commune qui fait que la suite (.S,,) n>1, dont elles sont extraites,
est convergente. Autrement dit par définition de la convergence d’une série :

la série Z (—1)" u,, est convergente
n
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Exercice 2

1. Pour fixer les idées notons :

* A=(aij); jyennn? -

o ‘A= (Ci,j)(i,j)e([\17n|])2 ou v (i,7) € (HL”H)Zv Cij = Qji

* B= (i) e
o {AB = (dixj)(i,j)e([\l,n\])Q ou ¥ (i,7) € ([|1,n]))? ch 1Dk -
Ainsi :

¢ (A, B)

|
S
=
N
=

e Montrons que ¢ est un produit scalaire sur M,, (R).
— Tout d’abord ¢ est une forme car Tr (*AB) € R,
— Soit a et b deux réels, A, B et C trois matrices de M,, (R), alors :
¢(aA+bB,C) = Tr("(aA+bB)C)
= Tr (

N

r
= aT

(a

a ( AC) +b ( BC)) en développant
r(f

= ay (A’C) + b(p (B,C)

AC) +bI'r ( BC) par linéarité T'r

( ) ( B)) C) par linéarité de la transposition

cela permet de dire ¢ est linéaire & gauche ou linéaire par rapport a la premiére place.

— Nous avons :

¢ (A, B)

Tr (‘AB)

n n
= g E ak,ibr.i
=1 ke

k=1
et o(B,A) = Tr(*BA)
= Z Z by iak i
i=1 k=1

Selon (6) et (7) par commutativité du produit dans R :
 est symétrique

— Nous avons :

n

p(A,4) = Zzak,iak,i

=1 k=1

n n
= > (ki)
=1 k=1
> 0

o est positive
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— Enfin :
P(AA)=0 = > Y (ai;)*=0
i=1 j=1
— Y(i,5) € [|1,n]]*, (ai;)* =0 car tous les termes de la somme sont positifs
= V(i,j) € [L,n])*, ai; =0
= A=0

Conclusion : comme ¢ est une forme bilinéaire symétrique définie et positive

o est un produit scalaire

(a) Comme

L(PAA) = TA!(TA)
= 'AA
tAA est une matrice symétrique réelle donc diagonalisable dans une base orthonormale, c’est

pourquoi il existe une matrice P € M,, (R) orthogonale et une matrice D € M,, (R) diagonale
telles que YAA = PD'P ce qui équivaut a :

|'P('AA) P =D|

(b) Soit A une valeur propre de YAA et X un vecteur propre associé. Alors :
EXTAAX = X)X
= ANXX

A|X|? ot ||| désigne la norme euclidienne canonique de M, 1 (R) (8)

D’autre part :

IXTAAX = 1(AX)AX
= |Ax)? (9)
Selon (8) et (9) nous avons :
: ) |AX "
JAX]" = A || X]|| A= Y car || X # 0 puisque X est un vecteur propre
Ainsi :
A>0
(©) _
e Nous avons :
N = ¢(4,4)
= Tr('A4)
Tr (A'A) car Tr (AB) = Tr (BA)

N

Tr ("P'AAP) car Tr (AB) = Tr (BA)
= Tr
= |Tr (D) (10)

(
(
r (AP'P'A) car P'P =1,
(
(‘P

( ) ) par associativité du produit matriciel
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e Enfin :

[N (AB)* =

D’autre part :

Selon (12

(d) Nous avons :

) et

(13) :

Tr(SD)

(e) Tout d’abord :

22 avril 2007

¥

Tr ( BB)

Tr ( BPtPB) car P'P =1,

Tr (*PB'BP) car Tr (AB) = Tr (BA)

Tr (tP (BtB) P) par associativité du produit matriciel

Tr(S) (11)

(AB AB)
Tr (*(AB) AB)
Tr (*B'AAB)
Tr (AB'B A) car Tr (AB) = Tr (BA)

Tr ((A ) par associativité du produit matriciel
Tr (*A(AB'B )) car Tr (AB) =Tr (BA)
Tr (t ) ( )) par associativité du produit matriciel

Tr (B'B'AA) car Tr (AB) = Tr (BA)
Tr (B'B'AAP'P) car P'P =1,
Tr ( BtBtAAP ) par associativité du produit matriciel

Tr ("PB'B'AAP) car Tr (AB) = Tr (BA) (12)
Tr(SD) = Tr("PB'BP'P'AAP)

Tr ("PB'B'AAP) (13)

[N (AB))” = Tr (SD) (14)

n n

i=1 j=1

= Z 8i,5di 5 + Z si,jd; (15)

{(w)e [11,n[])? {(w)e [|1,n[])?

= E Siidii + > 5ijdi,j
1=1

{(i,j)e([\lmll)Q

i#J

= Z si,id;; +0 car d; j = 0 quand ¢ # j
i=1

n

<.
=

'E;SE; = 'E'PB'BPE,
' (\BPE;) ('BPE;)

= ||'BPE| (17)
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Puis sachant que :
0
0
Ei = 1 — §®™¢ Jigne
0 g
0
Vi € H].,TL” , tEZSEZ = S (18)
car en détaillant étape par étape :
tE,SE;, = Z Z Sk1ere
k=11=1
= Z Sk1€ekel + Z Sk,1€kCl

{(k,l)G(HLnl])2
k=l

> sk (ex)” + >
k=1

Z Sk k (6k)2 + Z
k=1

n
> sk (ex)”
k=1

{(hl)e([llml])
k#l

{(kvl)é([llml])
kAl

{(k,l)€([\1’n|])2
[

Sk,l1€kel
2

sk, % 0 car epe; = 0 quand Kk # {
2

= Z Sk,k (ek)Q + Z Sk k (ek)z
ke(|1,n] {ke[\lm\]
=i k#i
= S (ei)2 + Z Sk, X 0 car e, =0 quand k # ¢
{ke[\LnH
ki
= Sii X 1
Siyi

)

Nous en déduisons selon (17) et (18) que :

Vi e [|1,n],

820

(f) Montrons par récurrence finie que pour tout entier k non nul, la proposition Py, :

k k
" Z Aisii < (Z i
i=1 i=1

est vraie pour tout k € [|1,n|].

()

e L’initialisation est vérifiée pour k = 1 car d’évidence :

1 1
3 his < (z
=1 =1

puisque :
A1s1,1 <

e Supposons que Py, soit vraie pour k fixé dans

CONCOURS 2007
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e Nous avons :

k+1 k
Z AiSii = Z AiSii + Aib1Sk41,k+1
i=1 =1
k k
< (Z )\Z-> (Z s”> + Ak415k+1,k+1 selon 'hypothése de récurrence
i=1 i=1
k k k k
< (Z )\i> (Z 8“) b Nht 1Skl + Aer1 D Sii o Ska1 DA
i=1 i=1 i=1 i=1
k+1
<

() ()

car par positivité des coeflicients \; et s;; :

k k
M1 D Sii+ ki1 Y _Ai >0
i=1 i—1

Conclusion : la proposition Py, est vraie pour tout k de [|1,n|] et donc en particulier P,
vraie, c’est-a-dire que :

i AiSii < (i )\i> (i Sm‘> (19)
i—1 i—1 i—1

Enfin nous avons vu que :

[N (4, B)?

Tr (SD) selon (14)

= ZS“/\l selon (15)

=1

<§”: )\Z) <§n:s”) selon (19)
i=1 i=1

Tr (D) Tr(S)
[N (A)]? [N (B)]? selon (10) et (11)

IN

IN A

Conclusion : en prenant la racine de tous les réels en jeu

[N (A, B)] < [N (4)] [N (B)]]

Probléme
3.1. Préliminaire
1. C’est une question de cours classique. Pour tout réel X :
VOX+Y) = E ([()\X FY)-EOX + Y)]2> par définition

= E ([)\ (X-EX)+ (Y —-E (Y))]Q) par linéarité de l’espérance
- E (/\2 (X —B(X))?+ 22 (X ~E(X) (Y ~E(Y)) + (Y —E (Y))2> en développant
- AE ((X _E (X))Q) F2AE((X —E (X)) (Y —E(Y)) +E ((Y ~E (Y))Q) par lin. de B
= MV (X) 42 Cov (X,Y) +V(Y) par définition de la variance et de la covariance

Conclusion :

VAER, VOAX+Y) =XV (X)+2\Cov (X,Y)+V(Y)

22 avril 2007 CONCOURS 2007



ECRICOME 2007 — VOIE SCIENTIFIQUE — CORRECTION Page 10

2. Encore une question de cours ! Nous avons la célébre équivalence :

(Cov (X,Y))> =V (X)V(Y) <= X,Y sont presque stirement liées par une relation affine
— J(a,b) eR*|P([Y =aX +b)) =1

Démontrons ce résultat.

e Supposons que Y = aX + b p.s. alors :

(Cov(X,aX +b))> = (aCov(X,X))?
= (aV(X))* (20)
et V(X)V(Y) = V(X)V(aX +b)
= d*V(X)V(X)
= (aV(X))? (21)

Selon (20) et (21) égalité est vérifice.

e Réciproquement, introduisons pour A € R,
P:A—=PA\)=V(=AX+Y) =XV (X)-2\Cov (X,Y) +V(Y)

C’est un trindme du second degré en A. Son discriminant réduit vaut :

A = (Cow(X,Y) =V (X)V(Y)
=0
XY
P admet donc une racine double A = M et dans ce cas :
V(X)
XY XY
\Y (—%X + Y) =0 —%X + Y est une variable certaine

— 3(a,b) € R*| aX + Y est une variable certaine

3.2. Partie I : Etude d’une fonction de deux variables

1. On donne :

Ly, (a,b) = binexp <ll)(na+5)) si 0<a<Ad
0 si a>A

oun € N*, A et S deux réels positifs ou nuls vérifiant S > nA.
L, est de classe C* sur Pouvert ]0, A[ x ]0, +o0[ puisque :

1
e /;:(ab) — ~3 (—na + S) est de classe C! sur ]0, A[x]0, +00][, en tant que fraction rationnelle
dont le dénominateur ne s’annule pas, et a valeurs dans R.

o [y :t— expt est de classe C! sur R

1
e l3:(a,b)— e est de classe C! sur ]0, A[ x ]0, +oc[, en tant que fraction rationnelle dont le

dénominateur ne s’annule pas.

1
— Ainsi ly 0l : (a,b) — exp (b (—na + S)> est de classe C! sur |0, A[ x ]0, +00[ en tant

que fonction composée
— et L, = I3 x (Iz011) est de classe C! sur ]0, A[ x |0, +00[, en tant que produit de telles
fonctions.

e Comme nous travaillons sur un ouvert, si L,, admet un extremum, c’est forcément en un point
eritique (ag,bg) vérifiant :

oL,
p) (a07b0) =0
a
(S): 9 51
il (a bo) =0
b 05
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avec :
oL, n

1
5 (a,b) = BT CXP <_b (—na + S))

aaLbn (a,b) = — (W) exp <—11) (—na+ S))

Le systéme (S) nous donne alors :

n 1
bgﬁ exp <_bo (—nag + S)) =0

S —(ap +b 1
(S0t oy (L (g 15)) =0
0

et comme la premiére équation est impossible :

’Ln n’admet pas d’extremum sur 'ouvert |0, A[ x ]0, —|—oo[‘

2. Nous avons pour tout a € [0, A[ et pour tout b € |0, +o0] :
a<A — -—-na>-nA
—-na+S5>-nA+S5

1 1
- (—na+8) < ~3 (—mA+S)

1 1
exp (_b (—na + S)> < exp <_b (—nA+ S)) car exp est croissante sur R

=
=
=
—

| L (a,b) < Ly (A,0)]

Maintenant si @ > A on sait que par définition L, (a,b) = 0 et comme :

Ln(Ab) = blnexp(_Z(—nAJrS))

> 0

alors nous avons encore :

Va € |A, 400, Wbe]0, 400, Ly (ab) < Ly (A,Db)

3. Soit g une fonction d’'une seule variable b définie par :

1 1
Vb €]0,+00[, ¢(b) =L, (Ab) = b &XP (_b (—nA + S))
g est clairement de classe C! sur l'intervalle ouvert ]0, +oo[ avec :

g () = (S_bf‘ﬁ;b”) exp (-2 (—na + 5))

La dérivée est du signe de S — An — bn et

g+ 0 -

Ainis nous déduisons que g est strictement croissante sur ]0, } , strictement décroissante

{S — An
sur

,+oo [ Donc g admet un maximum absolu sur R’ atteint en un unique point by ot :
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4. Faisons un peu le bilan :

e pour tout a € [0, +oo[ — {A} et pour tout b € |0, 00 :

Ly (a,b) < Ly, (A,b) (22)
e pour a = A et pour tout b € 0,400 :
L, (a,b) = L, (AD)
= g(b)
< 1, (A S ‘nA”) (23)

Conclusion : selon (22) et (23) :

"y
VaeRy, VbeR:, L,(ab) < L, (A,S ”)

n

et

. . . . S — An
L, admet sur Ry x R*} un maximum absolu atteint en un unique point <A, >
n

3.3. Partie II : Etude d’une loi

1. Pour @ > 0 et b > 0 on consideére la fonction f,; définie sur R par :

1 (r—a) Cos
Fun (@) = bexp(— 7 ) si x>a

0 si z<a

e Tout d’abord constatons avec joie que Dy, , = R,

e D’autre part on voit facilement que f, 5 est continue sur [a, +00] en tant que fonction composée
et aussi continue sur |—oo,a[ puisque sur cet intervalle f,; coincide avec la fonction nulle.
Notez que f,, n’est pas continue en a puisque lir+nfu7b = fab (@) # 0 alors que limf, ; = 0.

a a—

° / fa,p converge et vaut 1 puisque :
R

a
— / fa,p converge car f,; coincide avec la fonction nulle sur |—oo, af,
— 00

—+oo
— fa,p converge du fait que :

lim Ble r—a dx lim e z—a\]’
Zexp | — —exp [ —
potee ), 5P b potee | P b

a

= st (e (550))

b
1 . li —t _
puisque iglme 0

Conclusion :

fa,p est bien une densité de probabilité‘

2. Notons F'x la fonction de répartition de X définie par :

VLEER, Fx(l'):/w fayb(t)dt
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Fy (z)

si z<a

0
/a fa,b(t)dt+/wfa,b(t)dt siz>a

0 si z<a
/zl i) AR
—exp | — si z>a
S =
0 si z<a
T —a .
1exp< 5 ) si x>a

3. Tout d’abord mentionnons que toute transformation affine appliquée sur une variable & densité
redonne encore une variable a densité. Ainsi :

Y est une variable & densité‘

Pour obtenir une densité de Y commencgons par rechercher sa fonction de répartition Fy définie

par:

Pour commencer signalons que :

e Six <O,

e Siz >0,

Ve eR, Fy(z)=P([Y <z])

Fy ()

Conclusion : selon (24) et (25)

D’apreés le cours :

=)

E(Y)=b V(V)=0?

(25)

Enfin comme X =Y + a ol Y admet une espérance et une variance, nous pouvons conclure

que X admet aussi une espérance et une variance respectivement égales a :

4. Soit p € N. X admet un moment d’ordre p si et seulement si

E(X) = E(Y)+a
= |b+a
V(X)) = V()

I
=]
[ V)

P fop (z) dz est absolument

R
convergente. En cas de convergence le moment d’ordre p de X est le nombre réel noté E (X?) défini

par :

22 avril 2007}
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Or:

(z —a)
b

+oc
/ 2P fob (x) dz est absolument convergente <= / — exp ( ) dx converge
R

car f,p coincide avec la fonction nulle sur |—oo, af. Or :

lim x xxpexp< (x—a)) = lim exp(a) i eXp(—E)

z—+00 b b T—+400 b b b

= m oo (5) (5) e (-5)

= 0 par croissances comparées exponentielle-puissance (26)

car n’oubliez pas que :
Va >0, lim z% =0

r— 400

Selon (26) nous pouvons écrire que :

Tor (-457) - e ()

“+o0o

ou / — converge en tant qu’intégrale de Riemann de parameétre 2 > 1. Alors par critére de
c>a>0 T

négligeabilité appliqué aux fonctions positives :

+oo p _
/ x exp ( (@ 7 a)) dx converge (27)

>a>0 b

Enfin par continuité de I'intégrande sur [a, ¢], en tant que produit de telles fonctions, nous pouvons

dire que :
(&

P _
% exp ( (= 5 a)) dx converge (28)

a

Conclusion : selon (27) et (28)

+oo p —
/ % exp (— (z 2 a)) dx converge

= / a® fob (x) dz est absolument convergente
R

<— ’X admet un moment d’ordre p‘

Pour établir une rélation entre E (X?) et E (X p_l) procédons par intégration par parties, en par-

- . . Bap (x —a)
tialisant en introduisant pour g > a: Ig = 5 Pl dx.
a
Posons : .

z) = paP?

L

u () —xp (]

v(m)-—exp( o (z) =

@\»—w-\

avec u et v deux fonctions de classe C! sur [a, 3]. Cela donne :
B P -
/a %exp <—(z 5 a)) dz
D _ B B _
oG] [ 5%)e

v () e ()

V@ > a, I@
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Par passage a la limite quand 3 tend vers +00, les croissances comparées expo-puissance et I'existence

T —a)

—+o0
de E (Xp_l) , donc la convergence de / 2P~ Lexp (—( 2 ) dx, permettent d’écrire que :
a

aP
E (X?P71) = & TPE (xP~1)

5.

(a) Comme la fonction x — —bln (1 — ) + a réalise une bijection de classe C! et de dérivée non
nulle sur U (Q) = [0, 1[, nous pouvons affirmer que :

’ —bln (1 — U) + a reste une variable a densité‘

Nous avons (—bln (1 —U)+a)(Q) = [a,+o0] car quand pour tout issue w de lunivers :
U(w) €[0,1],

h(1-Uw)eR. = —-In(1-U(w)) eRy
= (—In(1-U (w)) +a) € [a,+0]

Notons W la variable —bln (1 — U) 4 a et cherchons Fy sa fonction de répartition définie par:

Vo €R, Fy (a) = P (W <)

e Siz<a:
e Siz>a:
Fy(z) = P(W <4
= P(-bln(1-U)+a<1z])
= P([-bln(1-U)<z—al)
— P 1n(1—U)z—($;a)D

=P

- i (252)

= 1—exp <_(m;a)) car 1 —exp <_x;a> €[0,1] quand = > a

Il
e,
e i
—
|
d
vV
@
o}
o

Par dérivation de Fy sur R — {a} nous obtenons fy une densité de W sans oublier de

1
donner une valeur de fy en a. Nous poserons, par exemple, fi (a) = 5 Ainsi :

1 <(za)> .
—exp | — sl T>a

fw(z)=4 b b
0 si z<a
Conclusion :
W — ¢ (a,b)
(b) function tirage(a: real, b: real): real

begin

tirage := -b*ln(l-random)+a;

end;
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3.4. Partie III : Estimation des paramétres a et b

1. begin
randomize;
readln(a, b, n);
X:=tirage(a,b);

S:=X;

Y:=X;

for i:=2 to n do
begin
X:=tirage(a,b);
S:=S+X;

if (X < Y) then
Y:=X;

end;

writeln(S);
writeln(Y);
end.

2. La variable S,, est une variable & densité (car obtenue & partir de variables & densité indépen-
dantes) admettant une espérance et une variance puisque s’exprimant comme somme de variables
X admettant chacune une espérance et une variance, avec :

n
Z E (X) par linéarité de l'espérance

E (Sn) =
k=1
= |n(a+b)|puisque les variables X} suivent toutes la méme loi
V(S,) = ZV (X)) par indépendance des variables
k=1
= |[nb?

3. La question 3. de la partie IT nous permet de dire que toutes les variables Xy —a pour k € [|1, n|]
sont iid (indépendantes et de méme loi) puisque toutes les variables X}, sont iid, ou

VE € [|1,n]], Xka<—>5<ll)> =T(b,1)

alors d’apres la stabilité de la loi grand gamma pour la somme de variables indépendantes :

n

> (Xx—a) =T (bn)

k=1

n
Pour obtenir une densité de S,, notée fg,, remarquons que Z (X — a) vaut S, — na.

k=1
Tout d’abord S, () = |na, +o0[ puisque (S, — na) (2) = R7.
Soit Fs, la fonction de répartition de \S,, définie par :

Ve €R, Fg, () =P([S, <z])

e Siz<na:
FS (J?):O

n

e Siz>na:

Fs, (x) = P([S, <))
= P([S, —na <z —na))

= Fs, _na(x—na) on S, —na—T(b,n)
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Par dérivation de Fg, sur R — {na} nous obtenons une densité de S, notée fg sans oublier
de préciser que fs, (na) =0, ce qui donne :

r—na

e b (x—na
fs, (x) = (n— 1)lb"

0 si x<na

)nfl
si x> na

4. Notons Fy;, la fonction de répartition de Y,, définie par :
Vo € R, Fy, (¢) =P (¥, <]

pour commencer notons que Y, () = [a, +0oo[ puisque pour tout k de [|1,n|], X () = [a, +o0].

e Siz<a:
Fy (z)=0 (29)
e Siz>a:
Fy, (2) = P([Yn<2z])
= 1-P([Y, >2])
= 1-P <ﬂ (X >w]>
k=1
= 1- H P ([X) > z]|) par indépendance des variables X},
k=1
= 1-J] - Fx, (2))
k=1

r—a

= l—exp|— b
n

Conclusion : selon (29) et (30)

b
Y, —e¢ (a,)
n

E (Y,) :a—l—é et V(Y,)
n

Selon la question 3 de la partie II :

I
7 N
S|
~_

[\v]

(a) Par définition :

B(Y,,a) = E(Y,—a)
= E(Y,) — a par propréité de l'espérance
b
|n

Comme Y,, admet une variance le risque quadratique de Y,, existe et vaut par théoréme :
V (Yo) + (B (Ya,a))?
2b2

n2

Ty, (a)
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(b) Soit une variable X positive admettant une espérance alors :

E (X)

Ve>0, P([X >¢]) < -

Pour prouver que la suite (Y},),,~., est convergente en probabilité vers la variable certaine égale
a a, montrons que :
Ve>0, lim P([|Y,—a|>¢€])=0
n—-4o0o

Nota bene : 1’énoncé préconise d’utiliser a juste titre l'inégalité de Markov plutdt que
I'inégalité de Bienaymé-Tchebychev car 1'écart en valeur absolue ne met pas en jeu Y, et
son espérance mais Y,, et la limite de son espérance en 'infini. A retenir !

V>0, P([Va—al2e) = P([v-0>¢)
E ((Yn - a)Q) ,
< ———— selon Markov (E ((Yn —a) ) existe)
€
Y, — E (Y, —a))?

< Ve @) J;g ( @) par théoréme de Koenig-Huygens

_ V) + (B, —a)?

< =

. V() +EV) —a)

< 2
avec :

b 2
li Y, = 1l —
Jm V(¥a) = lm (n)
= 0
et : )
hrf (E(Y,) —a)” =0 puisque liIJIrl E(Y,) =a
V (Y,) + (B(Y,) — a)?
Conclusion : comme lir_E (o) + (52( )—a) = 0 le théoréme d’encadrement permet
n—-—+0o0

d’écrire que :
Ve > 0, lirf P(|Y,—al>¢])=0

et

(Y.),,>, est convergente en probabilité vers la variable certaine égale & a

(a) On pose Z,, = — —Y,, admettant une espérance puisque S, et Y;, en admettent une chacune.
n

Nous avons :
B(Z,,b) = E(Z,-0)
= E(Z,) — b par propriété

1
= —E(S,) —E(Y,) — b par linéarité¢ de l'espérance
n

_ ”<“+b>_<a+2>_b

n

b
n

Nota bene : Z,, sous-estime en moyenne b quand n tend vers 'infini puisque la limite du
biais est négative.
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(b) Le risque quadratique rz, (b) existe puisque Z,, admet un moment d’ordre deux en tant que
différence de deux variables en admettant une. Nous avons :

rz, (0) = V(Zy)+ (B(Zy,b))
() ()
© v (5) a0 (S, 1 (2)
= MV(STL)JrV(Y)Cov(Sn,Y)Jr(z)
(5 Zomisan s (1)

202 b2 2

= F-ﬁ-;——C’ov(Sn,Y)

(c¢) D’apres le préliminaire :

(Cou(Sp, Ya))* < V(S)V(Ya)

IA
3
S

[ )
S
S|l
~_

[\v]

b4

S i

n
avec 4
. b

lim — =0
n—-+oo n

donc par théoréme d’encadrement :

lim Cov (S,,Y,) =

n—-+oo
et comme :
) 202 b?
lim {—+—]=0
n—+oo \ N n
Conclusion : selon algébre des limites
w20 () =10

D’autre part :

lim rz, (b)=0 = lim V(Z,)+ (B (Z"’b))Q =

n— 400 n—-+00
— lim V(Z)=0et lim (B (Zab)’ =0

puisque V (Z,,) et (B (Zy, b)) sont positives.
Ainsi par théoréme, I'inégalité de Markov le démontrant (comme fait a la question 5.b de
cette partie) :

lim B(Z,)=b et lim V(Z,)=0 = (Zu),s; —b

n— —+o0o n—-+oo
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(a) Nous avons :

V(a,b) € Ry x R%, L (a,b)

1 i . .
[exp (_(x a))} si min(zy,...,2,) > a
= Pl b b
0 sinon
R i —
_ o £[1 [exp (— (= 5 a))] si min(z1,...,2,) > a
0 sinon
1 n .
—exp | — (zi —a) si min (z1,...,T,) > a
= b P b
0 sinon
1 1 (< : :
—exp | —= Ti —na si min(x1,...,%,)
- b ( b <L=1 >)
0 sinon
= |L,(a,b) avec S = Zml et A =min (z1,...,2,)
i=1
(b) D’apres la partie 1 et selon (31) nous avons :
ayg = A
= min(z1,...,%,) (32)
S—A
by = i
n
in —nmin (21,...,2T,)
_ =1
n
1 & )
= —in—mln(x17...,a?n) (33)
n
i=1
. i . IR .
ol min (z1,...,,) est une réalisation de la variable Y, et — Z x; —min (z1,...,z,) est une
n
i=1

réalisation de la variable Z,, pour un échantillon donné (x1, ...

Conclusion : selon (32) et (33)

3

—

:h
=
—~
&8
\;/

<.
Il
_

a)

(-5

exp (("’”b_a)ﬂ 1ja oo (min (21, .-, 7))

>:| 1[‘17""00[ (1‘1) X X 1[a,+oo[ (xn)

S| =
@
i
o]

=Bt

«
I
—

s Tn) -

les estimations de a et b obtenues & partir de Y,, et Z,, sont
les mémes que celles données par les valeurs ag et by
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