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Partiel —

1 Noyaux et images de deux matrices:

a

Remarque préliminaire : les colonnes de lamatrices M vérifient : C, = C, = Cs et puisque le rang
de M est le rang de ses vecteurs colonnes, rg(M) =rg( Cy, Cy) ; or ces deux colonnes ne sont pas
proportionnelles: rg(M) =2 = rg(tM).
En appliquant la formule du rang, on obtient alors : dim(Ker(M)) = dim(Ker( tM)). Intérét
pratique : il suffirad en connaitre une famille libre de deux vecteurs pour en connaitre une base.
[(X+y+z-2t =0

: t O Xx+y+z=0 .

Soit X ='(X,y,zt); XOKer(M) « MX=0« [X+y+z=0 - %—O Il restea

Ft=0

présent a déterminer une base de Ker(M) ;
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[ Soit on utilise laremarque du départ : la famille des deux vecteurs colonnes 10 et 0.1
D5 B
est une famille libre de deux vecteurs de Ker(M) ; ¢’ est donc une base de Ker(M).
i Soit : on écrit une coordonnée en fonction des autres en utilisant la 1° équation :
O x 0 010 0O 10 0o0d
O y 0 DOD 0 D D D
X OKer(M) = x =0 ~ U= D ; lafamille des col
er(M) Orx —y0 %-@ aamleascoonnesm_]D Dﬂ
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une famille libre et génératrice de Ker(M) ; ¢’ est une base de Ker(M).
On fait ensuite de méme pour déterminer Ker(tM) :

18 BB BE
D Xx+z=0 y 0 ,
XDKer(M) x+y+t— X O-y O %_E+% o Cette famille de deux vecteurs
&-yi B B
est une base de Ker(‘M).
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0

Le vecteur D , elément de Ker(M), ne vérifie pas la deuxiéme équation caractérisant

X

Ker(M) ; il 0’ appartient pas aKer(‘"M), ce qui signifie que Ker(M) O Ker(‘M).

De méme le vecteur t(O, 1,0, -1), élément de Ker( tM), ne veérifie pas|’équation : t = 0, donc

n’ appartient pas a Ker(M). Conclusion : Ker(‘M) O Ker(M).

Im(M) est de dimension 2 et est engendré par lafamille des colonnes de M ; comme rg(M) =

dim(Im(M)) = 2 et que les trois premiéres colonnes de M sont égales : Im(M) a pour base la
0 D -2]

famille des deux vecteurs colonnes : ?]E et% 0 (on peut aussi diviser le dernier vecteur par 2).
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De méme Im( M) apour base lafamille E’llD etD
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Si le vecteur a0 , vecteur de Im(M), appartenait alm( M), alors z% +% aet b étant

ia 3 B A

deux réel ; onaurait alors: 1 =a,0=a.: inutile d écrire les autres équations. C’ est impossible.
Conclusion : Im(M) O Im(tM).
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Si o0 vecteur de Im('M), était éément de Im(M), il S écrirait : o0l

HH e B

particulier : a= 0 (3° équation), b =0 (2° équation) et 1 = 2b : impossible.
On peut alors conclure : Im( tM) O Im(M).
2 Noyau etimagede'AA et A'A :
a SoitX OKer(A); dorsAX =0et'AAX ='A0=0: X OKer(‘AA) ;
onaains prouvé: Ker(A) O Ker(tA).
Réciproguement, soit X [ Ker(tAA) ;dors'AAX =0, ce qui entraine : "'AAX = 0 soit
[|AX ||2 = 0 (norme euclidienne sur M, 1(R) : AX =0 et X O Ker(A). Soit : Ker(tAA) O Ker(A).
Conclusion : Ker(tAA) =Ker(A)
En remplacant A par ‘A, A est remplacée par t(tA) = A, cequi donne: Ker(AtA) = Ker(tA).

b Par définition : rg( ‘A A) = dim( Im('A A)) ; puisque 'AA est une matrice carrée detaille p, ¢’ est
lamatrice d’ un endomorphisme de RP dans lui-méme ; laformule du rang permet d’ écrire :
rg('A A) = p - dim( Ker('A A)) = p—dim( Ker(A))

Or A est une matrice detaille (n, p) : ¢’ est lamatrice d’ une application linéaire de RP dansR";
I’ espace vectoriel de départ est de dimension p et (formule du rang) : p—dim(Ker(A)) =
dim(Im(A)). Finalement : rg( 'AA) = rg(A).

De méme, en remplacant A par ‘A : rg( A 'A) = rg( 'A) = rg(A).

c Laquestion b indique que Im(tAA) et Im(tA) ont méme dimension ; soit X [ Im( tAA) ; aors
OY OMpa(R) / X ='AAY ='A (AY) OIm('A) : Im('AA) O Im('A) ; puisque ces deux espaces
vectoriels ont méme dimension (finie) ils sont égaux. Im(tAA) = Im(tA). De méme, en remplacant
A par ‘A Im( A'A) = Im(A).

3 Propriétésdelamatrice G:

r
a Labase(ey, ..., &) éant orthonormale, < x;, ;> = z b by =9
(=1

r r
En utilisant la formule donnant le produit de deux matrices : (‘B B)ij = Z (tB), ) By = Z by iby
= " =

les deux matrices G et 'BB ont mémetaille (carrées detaille q) et mémes coefficients ; elles sont
égales. On utilise alorslaquestion [12b pour A =B : rg( G) = rg(tBB) =rg(B) ; lerang de B est
égal au rang de ses vecteurs colonnes, qui est le rang du systéme S: rg(G) = rg(S) = 1.

b Lamatrice G est réelle, symétrique car 'G="B t(tB) = 'BB =G, donc diagonalisable ( plus
précisement, il existe une matrice P orthogonale:: P ='P et une matrice D di agonaletellesque G
= PDP'l). Soit aune vaeur proprede G, X un vecteur propre associé (ce qui implique: X #0) ;
aors
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GX =aX ="'B BX ; on multiplie agauche par 'X : a|| X |F ='X'B BX =(BX) BX = ||BX | =0
Puisgue le vecteur X est non nul, || X ||2 >0eta=0. Conclusion : les valeurs propres de G sont
positives.

c Enreprenant lesnotationsdelaquestionb: G = PD.P': G et D sont semblables: det(G) =
det(D) ; mais D est diagonale ; son déterminant est le produit de ses termes diagonaux, qui sont les
valeurs propres de G, positives : det(G) = det(D) = y(Xy, ..., Xg) 20
Y(X1, ..., Xg) =0 = Gnoninversible = rg(G) =r<q = { Xy, ..., Xg} estliee,

0 2 H
d Danslecasq=2, lamatriceGest G=U ||X1|| <XuX2 2q

Foxxe > xf” H
det(G) = ||x1 | 1%z |F - < X1, X2>2 < 0, soit O<xy, X2>& || X4 |} %2 || (inégalité de Cauchy-
Schwarz) et il y aégaité s et seulement si det(G) = 0ie (question ¢) {Xq, X,} est liée (cas
d égalité)
4 Quitte arépéter I’ opération plusieurs fois, on se ramene au cas ou I’ on gjoute al’ un des vecteurs x; un
multiple d un autre, par exemple (les vecteurs jouent des réles symétriques) : X; « X1 + ax,. La
nouvelle matrice G’ différe de G par ses premiéres ligne et colonne soit :

B<xl,x1>+2a<xl,x2 >4a% <Xy Xo > KXy > B KXy > Xy, X, >R Ko, X, ED
0 <Xp, X > A <Xz, Xy > <Xz, Xz > XK, Xp > 0
G = % <Xy, Xg >+ <Xy, Xz > <Xy, Xg > EOn
O ' ' O
0 0
U <Xp, Xp > Fa <Xy, X, > <X2,Xp > XKpy X > L
calcule det(G’) en effectuant I’ opération élémentaire suivante sur leslignes: Ly « Li—als:
|:|< Xl’Xl> +a. <X1,X2 > <X1,X2 > <X1,Xn E
1 E<xl,x2>+a<x2,x2 > <X,,Xy > o <Ky, X % _
g . . g
g g
H<X1,Xn >Ha <Xy, Xp > <X, X, > 0 <Xy, X :H
(KX, X > <Xg,Xp > oo <X, X, 20
%Xl’xz > <X, Xp > e <X, X %
det(G') = det X1, Xg > <Xy, X3 > - [0 =det(G) : ledeterminant n’ est pas modifie.
U . . : U
g : u
H<X1’Xn > <Xp,Xp 2 e <Xp,Xp >E

Conclusion : y(xy, ..., Xq) reste inchangé en gjoutant a un vecteur une combinaison lingaire des autres.
5 Onsupposeq=2:

a Puisque p_(xq) appartient aL, il est combinaison linéaire des vecteurs X, ..., Xq; on peut
appliquer le résultat précédent en enlevant ax; le vecteur p_(x;), combinaison linéaire des autres
VECteurs : y(Xy, ..., Xq) = Y(X1 —pL(X1), -.-, Xg) = Y(hy, ..., Xg) Par construction (la projection est
orthogonale) le vecteur h, est orthogonal atout vecteur delL : < hy, x,>=0 pour k = 2 ; on note
G’ lamatrice obtenue en supprimant la 1° ligne et la1° colonnede G ;

<h;,h;> O

ST T = |y P det(@) = N I Yo, - o)

Og-11 G
b |Onsupposer =d, ielafamille{xy, ..., Xg} est libre.

[ Puisque h, est la projection orthogonale de x; sur L || hy || < || X1 || ce qui entraine :
VO, 0 Xg) < (T IF VX, -y X)

Il'y aégditési et seulement si ||hy | y(Xa, ..., Xg) = |1X1 |F (X2, ..., Xg). Puisque {x, ..., Xn}
est libre, lafamille extraite {x,, ..., Xn} I’est aussi et (question I3c) y(Xa, ..., Xg) #0. 11y a

y(ha, ..., Xg) =
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donc égalité si et seulement si || hy | = || x4 | soit (théoréme de Pythagore :

b IF+ 1l pL(xo) IF = 11x1 IF) pL(xa) = 0 équivalent & x; est orthogonal &L.
I Se fait en montrant par une récurrenceimmédiate sur k < r :

VXL, o0 Xg) € Y(X0) . YK Yo, -+, Xg) - (remarque: y(x) = [|x |F)

Il'y aégalités et seulement si il y a égalité dans chacune des inégalités précedentes:

(1) x; est orthogonal axy, ..., X,

(2) x, est orthogonal axs, ... , Xq

3) ...

(4) Xq-1 orthogonal axg

ieles x; sont deux a deux orthogonaux.

6 Majoration d’ un déterminant :
a SoitS={Cy...,Cy},ouCestlai® colonnedeA. Puisgue A est inversible, rg(S) =rg(A) = n.

Soit G lamatrice carrée de taille n définie par : g;; = < C;, Cj> ; alors (question 13a) G = ‘BB, ol
B est la matrice définie dans cette question. Mais puisque B est |a matrice des vecteurs colonnes
de A danslabase orthonormale (ey, ..., e,) A = PBP, ol P est lamatrice de passage de la base
canonique alabase (e, e, ..., €,) . A et B sont semblables, donc ont méme déterminant.

n
Comme G = BB, det(G) = det(B?) = det(A)* = y(Cy, .., Cg) < Y(Cp)...Y(Cy) = [lc I?, ce qui
k=1

donne I'inégalité demandée.
Il 'y aégalités et seulement si y(Cq, ..., Cg) < Y(Cy)...Y(C,) ielesvecteurs colonnes sont deux a
deux orthogonaux (on peut appliquer la question précédente car lafamille{C,, ..., C.}est libre.

b ||CIF = S & <n et Ddet(A)O< (Vn)' = n"2,
1=1

Il'y aégalité s et seulement il y a égalité dans toutes les inégalités utilisées, ie tous les vecteurs
colonnes ont pour norme vn et les vecteurs colonnes sont deux a deux orthogonaux. Soit : pour
chaguei et k variantde 1 an a,kz =1 (A est une matrice a coefficientsdans{-1, 1}) et les
vecteurs colonnes sont deux a deux orthogonaux.

Partiell —
1 1l yad4 possibilités pour la1° colonne:

a SC= %:a,alorsczzib,avecb:

Lo
mlm

b Demémes C;=-a3C,=%b

c EtsCi=%b,C,=%a

Il'y aen tout 8 matrices éléments de H, (4 possibilités pour C,, 2 pour C, une fois C, choisie)
2 Propriétésdes matricesde Hy, :

n
a Soit A OH,;adors (tAA)i’j = Zak‘iak‘j (cf calcul delaquestion 13) ie(tAA)i,j =<(C C>
k=1

[ Sii #], lescolonnes C; et C; sont orthogonales et (tAA)i,j =0: lamatrice 'AA est
diagonale.

n
i Si=j (AA) = Y =n @Kk =1)
k=1

Conclusion:

b LamatriceA = +/n I, vérifie cette derniére propriété mais n’ est pas dans Hy, (ses coefficients sont

Oet vV/n)



c SiA véifie'AA =nl,alors pour tousi et j comprisentre 1 etn< G, C>=ng;;; en particulier
lorsquei et j sont distincts, les colonnes C; et C; sont orthogonales et A appartient a Hy, puisque ses
coefficients sont avaleursdans{-1, 1}.

Remarque : ' égalité : '"AA = nl,, est équivalente a'(A/+/n) (A/v/n) =1,ie A/</n est une matrice

orthogonale.

3 Etude de quelques produits :

n n
a (PA)= Y (P (A = Y Bco(i, ; OF Sof) = O lorsque k #a(i). 11 ne reste dans|a
k=1 k=1

somme que le terme correspondant ak = a(i), ce qui donne : (tP(") A)ij = ag), -
Conclusion : lalignei delamatrice 'POA et laligne o(i) de lamatrice A.

n
b Delaméme maniere (AP(O))”- = Zai‘kék,c(j) =&, o) - lacolonnej de AP est lacolonne o(j) de
k=1

lamatrice A.
c Soit A appartenant aH,,.

Puisque A est a coefficients dans{-1, 1}, il en est de méme de'A. De plus: 'AA =nl,
entraine ‘A =nA™" et'(A)'A=A'A = A(nA™Y) =nl,. Enutilisant 11 2¢:'A O H,.
Lamatrice'P @ A est obtenue en permutant deslignesdelamatriceA ; elleest a
coefficientsdans{-1, 1}. De plus permuter des lignes de lamatrice A revient en fait a écrire
les vecteurs-colonnes de A : Cy, ..., C, danslabase { €y, ..., €5n)} - Les colonnes de'P©@ A
sont donc deux adeux orthogonales. On peut conclure : P@anQ Hp.
Autre méthode : par un calcul direct. (‘P © A)'P© A— 'A PO 'POA | Onest amenéa

calculer lamatrice Q = P 'P9; par définition O | 283' o(k) Oj.o(k) = 0i,j (car le seul terme

& o(x) NN nul est obtenu pour o(k) = j. Conséquence : P“’) PO= ) e'(POA) PO A="AA
=nl,. On retrouve le résultat précédent.

Lamatrice AP est obtenue en permutant des colonnes de A ; ses coefficients sont a
valeur dans{-1, 1} . Et puisgue les colonnes de lamatrice A sont deux a deux orthogonales,
celles de AP°) également . Conséquence : AP O H,,

Remarque : on peut auss calculer (APP)AP? = PO tap PO =,

Soit A matrice diagonale dont les coefficients sont les termes d;, élémentsde {-1, 1}.
Soient a et o les endomorphismes de matrices respectives A et A relativement alabase
canonique (e;, &, ..., &,) deR". Alors(aod)(e) = a(d(e)) = a(die) = dia(e) ; lamatrice AA de
I”endomorphisme aod est obtenue en multipliant chaque colonne C; de A par d;. Puisque
d =+ 1, les coefficients de AA sont avaleur dans{-1, 1} et les colonnes restent orthogonal es
deux adeux. AA O H,.

n |:| n
De méme (d0a)(g ) = 5%2@,1‘9'5:231,1‘1@ : chaquei® ligne C; de AA (matrice de
) 0 =

I”endomorphisme AA) est obtenue en multipliant laligne C; correspondante de A par d;. Les
coefficients de AA sont avaleur dans{-1, 1} ; de plus

n n

< Ci,, Cj,> = z (dkakJ )(dk,akJ): Zakjak‘j (Cal’ dk ==+ 1) SOIt < Ci’, Cj’> =< Ci, C]> = 0
k=1 k=1

les colonnes sont deux a deux orthogonales : AA [ Hi,.

4 Construction de matrices de Hop, :
a Oneffectuele produit par blocs:

Y(AOB) (AOB) =

0 (an,l"'a%,z)tBB (511,2‘5‘1,1"”"12,2<512,1)t|3|3D
Balz B a2’2 BE »1B azzBD @ 15811+ ,3,,) ' BB (&, +a3,)'BB



Or a0y 1 + & 28 1 st le produit scalaire des deux colonnes de A, donc vaut O ; de plus a1,12 =
t [l
2BB O L ol OO_,0 - ADB O Hy,
0 [l
O 2'BBg 0O nhhOg

b H,estnonvide; soit n=>1tel que E2n #0 ; en utilisant le procédé de laquestion a, E2n+1¢ a.

a2° = 1, cequi donne: (AB) (ADB) =

Conclusion : pour toutn=>1: E2n #[1 ie E contient toutes les puissances de 2 (y compris pour n =

0, danscecas A = (1) appartient aH,).
c Leprobléme est de construire un élément de H, qui ne soit pas de cette forme ; on commence avec
les deux premiéres colonnes de cette matrice, de sorte que les deux matrices extraites detaille 2 ne

A 1 |x aj
| | 3 1|y bg o
soient pas proportionnelles, par exemple A = a1 112 CB La 3° colonne doit vérifier :
H 1]t df
1 1|1 aj
U
(X+y+z+t =0 b
0 y U, 11 ne reste plus
[(X—-y—-z+t =0 cU

4 1]-1 df
(a+b+c+d =0

gu’ atrouver la4° colonne: Ea—b—c +d =0 et par exemplea=b=1, c=d=-1. Une matrice
Fa-b+c-d =0
1 1 ‘ 1 10

U
-1{-1 1
élément de H4 non construite d’ aprés le procédé de laquestion est A = % o

K] —1‘1 -1

311 -8
5 Choix d édémentsde H,,.

a Soit A [0 H,. S on multiplie une ou plusieurs lignes de A par —1, la nouvelle matrice appartient
encore aH, (cf 113c; c'est AA, avec tous les coefficients diagonaux de A égaux a 1 pour leslignes
non modifiées et d; = -1 pour les autres). On multiplie alors par —1, chague ligne dont le premier
terme est —1. La nouvelle matrice obtenue est élément H,,, et tous les termes de la 1° colonne sont
alorségaux al.

Soit p le nombre de 1 (un) dansla colonne 2 et q le nombre de —1 dans cette méme colonne. Alors
p+q = n (nombre de termes de lacolonne) et < C;, C,>=p—q=0:p=qetn=2p: n est pair.

b Lorsgu’ on permute deslignes de lamatrice A, la nouvelle matrice est encore élément de H,,. On
permute alors les lignes de sorte que les m premiers termes de la colonne 2 soient égaux al, les
autres sont alors—1. Les termes de la colonne 1 sont toujours égaux a1 (il n'y avait que 1 sur cette
colonne). On note p; et p, le nombre de 1 et —1 sur les m premiers termes de la colonne 3 (leur
somme vaut m) , et ps et ps le nombre de 1 et —1 sur les m derniers termes de la colonne 3 (id)
Alors<Cy, C3>=p1—pp+P3—ps =0

<Cy C3>=p1—pP2—pP3+ps=0
En faisant lasomme: p; = py; puis Pz = pPa
Deplusp; + P, =M= p3 + ps = 2p; ; M est pair et |n est multiple de 4)

Partielll —
1 Soitaunevaeur propredes, X unvecteur propre associé acette valeur propre; alors
'’XSX ="X(aX) =a.||X |F>0:||X |F>0(X nonnul) eta>O0.



Réciproguement, on suppose que toutes les valeurs propres de S sont strictement positives. Puisque S
est symétrique réelle, il existe D diagonale et P orthogonaletellesque S = PDP, les coefficients
diagonaux d; de D étant les valeurs propres de S (S et D sont semblables). Les nombres d; sont donc
strictement positifs. Pour X = 0'XSX = 'XPDP?X ='Y DY avec Y = P X ='PX (P orthogonale).

n
OnnoteY ='(yy, ..., yn) ; XSX = y d.y? = 0 car tous les termes d; sont positifs. De plus, Y est non
£

nul (car X non nul et Pinversible) ; il existei tel quey; # 0 et diyi2 >0: 'XSX >0. L’ équivalence est
ainsi prouvée.
2 Existence de la décomposition :

a '(‘MM) ="M '('M)) ='MM: M est symétrique.
Soit X 20; "X 'M MX =||MX |F>0car M estinversibleet X non nul : 'M.M est définie
positive.

b Etant symétrique réelle, il existe D diagonale et P orthogonale telles quetMM = PDP?, les
coefficients diagonaux d; de D étant strictement positifs. On pose alors &, = \/a >0etAla

matrice diagonal e dont les termes diagonaux sont les nombres §;. Alors A*=Dets on pose S=
PAP™:
S =PA%P' =PDP ="'MM.
S est symétrique ( car P orthogonale : Pl="PetAdi agonale), définie positive car ses valeurs
propres sont les nombres &, > 0 (S et A sont semblables).

c Onest pasvaeur propre de S (ses valeurs propres sont > 0) : Sest inversible.
Enfin(MSH) MS =ST'M M S (Sest symétrique)

=stsst=),; Q= MS™ est orthogonale
d SoitM =Q.S, ou Q est orthogonale et S symétrique.
3 Recherche d’une borne supérieure.

n
a Lesdeux matrices Z et D sont semblables, donc ont mémetrace : tr(Z) = tr(D) = z A
Eil
b < éant symétriqueréelle, il existe P orthogonaletelle que : = = PDP™ .
tr( QE) = tr( (QPD) PY) = tr( P* QPD) car tr(AB) = tr(BA) , et P'QP, produit de matrices
orthogonales, est une matrice orthogonale Q;. On note Q; = (j;;) &t D = (d; )
n n n n
tr(QiD) = Z (QD); = z Z Ok Oej = Z Gii 0
=1 Lkl g g ks L
Puisgue Q; est orthogonale, ses colonnes sont normeées, ce qui entraine que chague coefficient de

la colonne est en valeur absolue majoré par 1 ; puisque d; = 0 pour tout i:
n

tr(Q.D) < z d, =tr(D) =tr(X). Conclusion: tr(QZX) < tr(X) pour Q orthogonale.
=1
c L’ensemble sup{ tr(QZ), Q 00 O,(R) } est un ensemble non vide de R (car Oy(R) est non vide),
majore par tr(Z), donc admet une borne supérieure atelle que a< tr(Z).
Mais |, est orthogonale, donc tr(1,2) = tr(Z) O { tr(Q%), Q I O,(R) }
Conclusion : [sup{ tr(QX), Q 0 Oy(R) } =tr(X)| (et cette borne supérieure est en fait un maximum).
4 Unemagoration :

a Pourtout (ij) aj<1:f(A)< Z 1:@ (il'y aautant de 1 que de termes sur et au-dessus
I<i<j=n
deladiagonale principale de A) L’application f est bornée, donc admet une borne supérieure.
Remarque : I’ensemble H,, est fini (card(H,) < 7P car pour chaque coefficient de A [OH, il y a
deux possibilités au plus 1 et —1) ; cette borne supérieure est en fait un maximum et lavaleur de ce
maximum est un entier.



b tr(AT)= S (AT)i; = D ax tg =) > ak1=f(A).
i=1 vy EE

=Lkl g k«i

c f(A) =tr( ARS) or (cf remarque de lapartie ll) A/vVn est orthogonale, ie A =vVn P, ol P est une
matrice orthogonale : f(A) = vn . tr( PRS) ; PR, produit de deux matrices orthogonales, est une
matrice orthogonale, ce qui entraine (question I113b) : f(A) < Vn tr(S).

Conclusion : o, = sup{ f(A), A OH,} <Vn.tr(S).

1
d Danslecasn=2,a,<n(n+l)/2=3; soit A = E 1 E;AappartientaHzetf(A) =3.
O

Conclusion : m

On applique le procédé de la question I112 pour déterminer S: T = RS, donc F=T= élz Le

]

polynéme caractéristique de S est P(X) = (2-x)(1-x) - 1= x? — 3x +1 de racines
a= 2 (3+V6) = (6+V5) =, (L +/B)* etb= ~(3-5) = L ~V5)°

tr(S) =va+ Vb= %(1+J§) +%(J§ ~1) =V5et V2. tr(S) = v10|> 3= .
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