CCP 2004. Filicre MP. MATHEMATIQUES 1.
Corrigé de JL. Lamard (jean-louis.lamard@prepas.org)

Résultats préliminaires.

1.

a. Si f est périodique, continue par morceaux et de classe C' par morceaux alors sa série de Fourier converge

simplement sur R vers sa régularisée de Dirichlet f : 2 — %(f(er) + f(@7)). O

b. Si f n’est pas continue alors la convergence ne saurait étre uniforme sur R puisqu’alors, par théoreme de
récupération uniforme de la continuité, f serait continue . 0O

. ¢ n’est pas de classe C! par morceaux sur R car lim ¢'(z) = lim ¢'(z) = +o00. O

z—0— z—0t

. a. Comme u,, — ¢ tend vers 0 on a u, — |l = o(v,) avec v, = 1. Le théoréme de sommation de la relation o fournit

n 3
alors, puisque la série > v, est & termes positifs et divergente, que > (uy — £) = 0( > vk) c’est & dire :

k=0 k=0
n

Slug =€) =o(n+1). O
k=0

n

> (up —0)

b. Ainsi k=0 0ic. ug +ur + -+ un
n -+ 1 n—-+oo n -+ 1 e

(.0

Soit f continue sur R et périodique dont la série de Fourier converge simplement sur R vers une fonction notée
g. D’apres le théoreme de Césaro la suite (Un ( f)) converge également simplement sur R vers g. Mais d’apres le
théoreme de Fejér elle converge uniformément donc a fortiori simplement sur R vers f. Ainsi g = f. O

. Soit (uy) une suite de réels positifs qui converge vers 0. Notons d,, = sup{ug} ce qui a bien un sens puisque, comme

la suite (uy) est convergente, elle est bornée. kzn

On a bien sur 0 < u,, < d, pour tout n.

Par ailleurs la suite (d,,) est évidemment décroissante.

En outre elle tend vers 0. En effet soit ¢ > 0 donné quelconque. Comme la suite (u,,) tend vers 0, il existe un entier
N, tel que 0 < uy, < € pour tout n > N.. Ainsi 0 < dy. < € ce qui prouve bien que la suite (d,,) tend vers 0
puisqu’elle est décroissante. [

Un exemple de série de Fourier divergente en un point.

6.

7.

- 1 . . -
On a évidemment |f,(z)| < — pour tout n et tout x € [0,7] ce qui prouve bien que la série ) f, converge
n

normalement sur [0,7]. O

—+o0
REMARQUE : Comme & — > f,(x) est continue sur [0, 7] par théoréme de récupération uniforme de la continuité,

la fonction f définie déja sur T—w, 7] par parité puis sur R par 27-périodicité est bien continue sur R. [

a. Nous avons 2sin (2k + 1t) cos(pt) = sin ((%—;—1 + p)t) + sin ((%—;—1 — p)t) d’oll immédiatement :

1 1 1 1
L= = :
Pk 2k+1+2p+2/€+1—2p 2(k—p)+1+2(k+p)+1
1 i=kre

b. Il en découle que T

:—+ - .
2k + 1 j:zk:,q 2j +1

Si ¢ < k cette somme est évidemment positive.
4 1 ka1 1 1 k+q+1 1

+ — + —— = -

1 q+zk:+1
+ -
2I€ + 1 j=q—k+1>0 2_] — 1
Ainsi on a bien Ty, > 0 pour tout couple (g, k) d’entiers naturels. O

Sinon elle s’écrit T}, , =

donc T}, = et est donc encore positive.

/N dt .
ie.
0 2t+1

NllnN. 0
2

N+1 N
c. On a classiquement par comparaison a une intégrale : /
0 2t +1 kZ:O 2k

1 1

1
+
N 1
< 1+ =In(2N) d’ou, par le principe des gendarmes, Z
2% + 2 -

2k+1

M=z

1 In(2N +3) <
2 k

1
1 1
Z —— donc Ty ~ —ln(2k) ~ —lnk O

d. N Ter =
ous avons T}, j 1 a1
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8. Comme f est paire nous avons :

—+o0

1 1 /™ 1 3 t

a — cos(pt)dt = — / cos(pt) dt / —sin(2” —|—1—)cos t) | dt.
o) =57 | S (®cos(pt) F(t) cos(pt) dt WO(Z%2 (27 +1)3 ) cos(pt)

Or la série qui ﬁgure sous l'intégrale étant normalement convergente sur [0, 7] (méme démonstration qu’a la question
6) on peut intégrer terme & terme d’olt (en remarquant que 2™ +1 =2k + 1 avec k = 2"3_1) :

21X 1
ap(f) = = Zl le op3—1- [l

=
REMARQUE : Cette relation est également vraie pour p = 0 et pas simplement pour p entier naturel non nul comme
il est demandé dans 1’énoncé !

9. Nous avons S,,s_,(f)(0) = ( )+225 w(f) = _%olf) —i—Qi (2 Jrf:o 12Ik72n3,1).

2 =0 \T pn=17M
Donc (par linéarisation de séries convergentes) :

+o0 2P° 81 400
Spr(£)0) = =4 25 (LTS g ) =D L 2

Or cette derniere série est a termes positifs donc sa somme est supérieure en partriculier & son terme de rang p
N a 2
d’ou Sgp?’—l(f)(o) > —% + ﬂ_—p2T2p37172p371. O
In2, 4
it — 1) ~
5 @ =1)

Il découle alors immédiatement de 'inégalité ci-dessus que Sy,3_,(f)(0) — —+00.
p—+o0

D’apres la question 7.d, nous avons Ty,s_1 5,81 ~ %ln (2” _1) = 1n72p3.
Il en résulte que la suite (Sn( ) (O)) diverge puisqu’il existe une suite extraite tendant vers +o0o. O

Fonctions a variations bornées. Théoréme de Jordan.

10.Commengons par remarquer que la “subdivision” o, proposée est bien une subdivision de [0, 1] ! Il vient :

1 1
Vion, _‘—cosnﬂ" ‘ cos —k)r) — ——— cos n+1—k7r‘—|—’1——cos7r‘.
(0. ) }j (tn = ky%) = gy coslln 4 1=Ky 1 = 5 costr)
—_—— —_———
1/2n Vn 1/2
n—1
Or cos((n — K)m) = (~1)"~* et cos((n — + 1)m) = (1)1 de sorte aque Va = 5= (5o + 5oy )
1l 11 1l 1 1
c’est a dire V,, = = -+ = = - =
2217 2322] ]2::1.7 2 2n
En conclusion V (o, f) = > 1 Inn ce qui prouve bien que f n’est pas a variations bornées. [
j=1J
11.a.]l est immédiat que si f est monotone sur [a, b] alors V (o, f) = | f(b) — f(a)| pour toute subdivision o de [a,b] de
sorte que f est & variations bornées et que V([a,b], f) = |f( )— f(a)]. O
11.b.11 est également immédiat que si o est une subdivision de [a,b] on a V (o, f +g) < V(o, f) + V(0o,g).

Ainsi la somme de deux fonctions & variatons bornées (et en particulier de deux fonctions monotones) sur [a, ]
est-elle a variations bornées. [

Tit1
1l.c. Si f est continue et de classe C! par morceaux, on a f(xi11) — f(z1) = / f/(t)dt d’apres la relation
z1
fondamentale primitivation-intégration. De sorte que |f(:ci+1)—f(:c1)| < My (ziy1—21) en notant My = sup |f’(t)‘
(par la majoration fondamentale du calcul intégral).
Ainsi V (o, f) < M1(b — a) pour toute subdivision o de [a, ] de sorte que f est & variations bornées. [

12.Si o7 est une subdivision quelconque de [a,c] et o2 de [¢,b] alors ¢ = o1 U o2 est une subdivision de [a,b] et
Vo, f) + V(oa, f) = V(o,f) < V([a,b], f). Ce qui prouve que V (o1, f) < V([a,b], f) donc que f est bien &
variations bornées sur [a, ¢]. De méme sur [c, b]. En outre en passant au sup dans U'inégalité ci-dessus pour o1 puis
o9 on obtient V ([a, c], f) + V([e,b], f) < V([a,b], f). O

REMARQUE : ’égalité annoncée dans I’énoncé est tres facile & établir. En effet soit f & variations bornées sur [a, ]
et [c,b] et soient o une subdivision quelconque de [a,b] et ¢’ la subdivision obtenue en rajoutant (éventuellement)
le point c¢. Par inégalité triangulaire il est clair que V (o, f) < V(¢', f). Soient alors o1 et o2 les subdivisions
de [a, ] et [c,b] telles que 0’ = o1 U ge. Nous avons V (o', f) = V(ow, f) + V(o2, f) < V([a,d], f) + V([e,b], f)
. Ainsi V(o, f) < V([a,d], f) + V([¢,b], f) ce qui prouve bien que f est & variations bornées sur [a,b] et que
V([a, 0], ) < V([a,d, f) + V([e, bl f)-
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En conclusion finale, f est & variations bornées sur [a,b] si et seulement si elle 'est sur [a,c] et [c,b] et alors
V(la,0], f) = V(la,c, f) + V([c.0], ). O

13.a.Remarquons d’une maniére générale que si f est & variations bornées sur [a,b] alors |f(z) — f(y)| < V([a, ], f)
pour tout couple x y) d’éléments de [a, b].

Tr
ponc | [ (0= e tad < [ 1100 stonlat < in o - o
Tr—1
D’ou évidemment | Y / (f(t) - f(:z:k))eﬂ”tdt < Y V() (zk — 2p—1). O
k=1 Tp—1 k=1
D?Fan
|V or 12N 2 2
REMARQUE : Y Vi(f)(zp —zp—1) = Vi(f) < —=V (o, f) < —=V/([0,27], f) d’apres la question 12.
k=1 |”|N k=1 In|N In|N

Ik . 3 . .
13.b. On a / flzp)e ™ dt = lf(iﬂk)(e_wwk”/]v — 7 1x2=T/NY avec ¢ = 2 Donc :
n D
1

o Jn
In|N  pzk ) i In|N . [n|N—1 |
> flzp)e ™ dt = —(Z f(wy)eiEx2km/N _ Z f(xkﬂ)eﬂsx%ﬂﬂv)
k=1 Jzp_1 n 1 =
i In|N—1 _
== (f(27r) —flx)+ > (f(Ik) - f(:ckﬂ))eﬂsx%ﬂ/]v)
k=1
) In|N—1 iy
=2 (FO) = )+ X (Fon) = fla)e <N
k=1
i In|N—1 .
= - kz:o (f(iﬂk) _ f(mkﬂ))e—zslem/zv
Il \n|N 1
Ainsi Z/ flzg)e ™ dt‘ |;| P2y |fxr) = f(zrr)| = |—;|V(a, f) < ﬁv([gvgﬂhf). 0

13.c. Parla relation de Chasles nous avons 2mc, (f) = oy, + On.
Or |8, < | | v (]o, 27r] f) par la question 13.b. et |ay| < 21

In|N
Donc 27|c, (f)] < —V ([0, 2x], f)+ —V([O 27], f) et cela pour tout entier relatif n non nul et tout entier N > 0.

| | In|N
En fixant n dans cette inégalité et en faisant tendre N vers +o0 il vient :

1
n S0
() < g
14.a. En uitilisant la définition de o,, il vient par un calcul immédiat que :
k(Sn - L) — (n + k)(o’n+k_1 — L) + ’I’L(Jn_l - L) =S,+---+ Sn-l—k—l —kS,,.
= Unt1+ (Uns1 +tUng2) + o+ (Ungr 4+ FUngr—1). (1) O

V ([0, 2x], f) d’apres la remarque de la question 13.a.

V ([0, 27], f) pour tout entier relatif non nul. O

14.b. Comme par hypothese |uy4p| < A < pour tout entier p > 1, la valeur absolue du membre de
n+p+1 n -+ 2
droite de ’égalité (1) ci-dessus est majorée par k(k; D) X 12.
n

Par ailleurs | — (n + k)(0nqk—1 — L) + n(0n—1 — L)| < (n+ k)dnsk—1 + ndn—1 < (k + 2n)dy_1 (car (d,) décroit).
L’égalité (1) prouve alors par inégalité triangulaire que :

‘Sn - L| < (1 + 2n ) n—1 + Ail pour tout entier n > 1 et tout entier k > (2) O
k 2(n +2)
14.c. Fixons n dans I'inégalité ci-dessus et choisissons k = 1 + Int(2ny/d,_1) i.e. (k —1)? < 4n’d,_1 < k%
1 k-1 k—1
11 t al — < et < < Vdp_1.
vient alors \/dn TPy o Vdn_1

11 découle alors de (2) que ‘S — L‘ <dpo1+ (14 A)\/dp—1.

—+o0
Ainsi la série > u, est-elle convergente de somme L. [
n=0

. - N . 1
En d’autres termes si une série de nombres complexes > u,, converge au sens de Césaro et si u, = O(—) alors la
n
série converge (évidemment vers la méme somme par le théoréme de Cesaro).
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15.¢ Comme F est continue, d’apres le théoreme de Fejér sa série de Fourier converge uniformément au sens de
Cesaro vers f. C’est a dire que la suite (sup ‘an (Hx) — f(:c)‘) tend vers 0. D’apres la question 5, cette suite est
rzeR

majorée par une suite (d,,) décroissante de limite nulle. Ainsi |0, (f)(z) — f(z)| < dy pour tout z € R.
e Notons u,(x) = c_p(f)e™ " + ¢, (f)(z)e™® pour n € N* et ug(x) = co(f).
DEF

Mpourn}lettOUtl‘ER.Orl§

D’apres la question 13.c, on a |u,(z)] < pour n > 1.

Ainsi [un(z)| < 220027 1)
T n+1

pour n > 1 et tout x € R.

A 2 2

Donc |uy,(z)| < o powr tout n € N et tout z € R avec A = max {|co(f)|7 M}

n ™

e Nous sommes alors dans la situation de la question 14 pour la suite (un(x)) avec la méme constante A et la

méme suite (dy,) pour tout « € R. Il en découle que |S,(f)(z) — f(2)| < dn-1 + (1 + A)\/dy—1 pour tout = € R ce
qui prouve bien que la série de Fourier de f converge uniformément sur R vers f. [

16.11 suffit de prouver que f est & variations bornées sur [—, 7] (ce qui entraine par périodicité qu’elle lest sur [0, 27]).

Or pour z € [—m, 7| on a ¢(x) = ¢1(x) + @2(x) avec ¢1(x) = V/—x si © € [—7,0] et 0 sinon et @o(x) = /x si

x € [0, 7] et 0 sinon. La fonction ¢; est décroissante sur [—, ] et @2 croissante. Il en découle que f est & variations

bornées sur [—7, 7] par la question 11.b. O

17.En remarquant qu'une fonction lipschitzienne sur un intervalle y est & variations bornées (immédiat) et bien stir
continue, on a immédiatement la conclusion de cette question.. [

FIN
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