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MODELISATION EN SCIENCES PHYSIQUES ET SCIENCES DE L’INGENIEUR
Probléme I

I Présentation
1.1 /O =1/md’ou p = pRT/m.
1.2 dp/p - dp/p = dT/T <<1, donc dp/p et dp/p peuvent étre <<1 en méme temps.

Il Explosion Adiabatique Homogéne
Il.1.adY +dT/(T,-To) =0, donc Y + T/(Ty-T,) = H = cst =T/(Ty-To).

E j )
R -THH-v) "

I1.1.c Q=]0,1]; ®estC”; Y(0) =1 et ®(1) =-Bexp(-E/RT,) <0 donc dirigé vers I’intérieur de Q.
D’autre part, |<D(Y1)-CD(Y2) | <B|YY,| donc Lipschitz. Donc il existe une unique solution maximale C* sur
[0,tmax[. Enfin, d;Y <0, donc strictement décroissante. Si tn.y est fini, Y(t) tend vers u=0 ou 1 (la frontiére de
Q) soit ici 0 puisque Y décroit a partir de 1. Or, comme Yy(t) =0 qgsoit t est aussi solution, et que
Y (thax) = Yi(tmax) = 0, on aurait Y(t) = 0 ggsoit t d’ou contradiction. Donc t. = oo. Si il existe t; tq Y(t)) =0,
alors Y(t;) = Yi(t;) = 0 et Y(t) = 0 qgsoit t d’ou contradiction. Enfin Y > 0.

1.1.ddT>0etT=(Ty-To)(H-Y) < (Tp-To)H=T,.

IL1.b T = (Tp-To)(H-Y), donc d;Y = -BYexp (—

I.1.e Si Y(t) tendait vers Y, >0
qd t tend vers oo, on aurait diY qui
tendrait vers @O(Y,)#0 d’ou
contradiction.

I1.1.f A vos crayons !

I.1.9

di.T = B(T,-T)exp (— %j = A(T).

I1.1.g si p=50: T =2748 et

02t

02 Amax = 0,00457B ; si B =100
Trax = 2863 et Apax = 1,08.10°B ;
Si T=1000: A =4,09.10% ou 1,6.10™;
0.
si T =2400: A =0,489 ou 0,0768.
La dépendance en [ (qui contient
027 I’énergie d’activation E) est claire, et
la non linéarité aussi.
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I1.2.a
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-
>>1 et —X0<<f donc, si O n'est pas trop grand
FK TO

do~B T =T, exp [—B(l—hejj soit
TFK TO

Tb — To Tb — To
do~B T exp(-B)exp(6) et 1/t =B T exp(-p).

FK FK
[1.2.c  je ne vois pas. ] : . .
I1.2.d  dO/dt = exp(®) puis  exp(®) = 1/(1-1) ou ° P2 be e DR
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0(1) = -In(1-7).

[12e ©->0 qd t>1 : boum ! Avec la deuxieme échelle, on voit que ® reste petit devant 3
presque jusqu’a t = 1 ce qui justifie les approximations précédentes presque tout le temps.

.2f  t/1,=1-e°=0,993 et (t-t)/t=e°=6,74.10°

I1.3.a Voir ci-dessus. Dautre part, Y = (Ty-T)/(Tp-To) = 1 - [T/ (Tp-To)]IN[1/(1-t/7))] reste voisin de
1.

11.3.b  dyY =-Bexp[-E/RT,J{1 - [0Te/(T,-To)]1}exp(0) dont la dérivée par rapport a © s’annule pour
T =Ty,-T,/B trés voisin de T,

I1.3.c  Au début, Y décroit trés lentement et T augmente a peu prés linéairement, puis, juste avant ,,
Y chute brutalement et la température s’emballe.

11.3.d Y =(Tp-T)/(Ty-T,) dc on a dans le plan de phase le segment de droite joignant les points
(Y=1;T=T,) et (Y=0;T=T,). Premiére étape : t<t; ; le systéme reste pratiquement au point (Y=1;T=T,).
Deuxieme étape : entre t; et T, ; le systeme décrit trés vite le segment ci-dessus. Troisiéme étape : t=t, ; le
systeme se trouve au point (Y=0;T=Ty).

I1.3.e  Laconsommation de fuel est concentrée apres t;.

11.3.f  1/t, varie comme Bexp(-B), dc, pour B>1, le temps d’induction augmente (et tend vers I’infini)
qd B augmente.

11.3.g T =12; 6=5 pour t/t; =0,993 et alors Y = 1- 6/200 = 1 ; le taux de réaction est max pour
T =3000-12 et 6 =199 soit t/t; = 1- exp(-199) ~ 1.

I11- Traitement des Pertes Thermiques.
.la |Ad,Y|<B|AY]| et |Ad,T|<(Ty-To)B|AY|+|AY|/z, de Lipschitz.

M.1.b  dI =exp(t/tp)[dT + (T-To)ltp] = (Tp-To)Bexp(-E/RT)Y >0, dc T augmente en partant de O et
T>T,.
1 — o
HL1c dfY+T/(Ty-To)]=-— <0 dc H<Tu/(Tp-To).
Tp b~ 'o
I.1d Y>0 dc T<Tp-Y(Ty-To) < Tp.
I1l.1.e Ici 6Q est la frontiére du rectangle Te[T/2,2Ty] et Y €[0,1]. Or T,<T<Ty ; dc, Si tmax €st fini, Y
tend vers 0 et T tend vers T*e[T,,T,] (seul point possible de la frontiere puisque d;Y<0). Mais le systeme admet

1
des solutions avec Y;=0 : il reste alors diT=-— (T-T,) d’ou T;-T, = Aexp(-t/tp) et il suffit de choisir A tq
T
P
T*-T, = Aexp(-tmax/Tp) pOUr que la solution (Y4, T,) passe par le méme point que la solution (Y,T) a I’instant ts,
ce qui est impossible car Y n’est pas nul au début. D¢ ty.x = +oo. Enfin Y>0, car s’il existe t; tq Y (t;) = 0 etc....
I1.1.f  Si Y tend vers Y,=0 cela entraine d,Y tend vers 0 d’ou contradiction avec (l11.1). Dc Y tend

1
vers 0 et (111.2) devient alors équivalente a d;T=-— (T-T,) d’ot T-T, = Aexp(-t/t,) qui tend vers 0.
T
p

.19

( T j T
I.1.h d.Y =-| ——— | Y.exp(0) et d.6=Y.exp(®)- | — | 6.
T -T Tp

b 0
.22 Te<<(TyT,) dc, si 6 n’est pas trop grand, d.Y reste trés faible et Y~1, d’ou

4.0 ~ exp(0) - [ij 0.
Tp

I11.2.b t<<rt, et faible consommation.
I11.2.c v =1/t, Les deux courbes sont tangentes si exp(0)=y0 et exp(0)=y, soit 6, =1 et y, =e.
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M.2d T =To+Tek.
I11.2.e Si y<e (faibles pertes thermiques), d.0 reste positif et T augmente d’ou explosion thermique
(en part. si y tend vers 0, on retrouve le I1).
Si y>e (fortes pertes thermiques), d.0 s’annule pour 0;<1 et T reste inférieure a T, (pas d’explosion thermique)
(en part. si y tend vers I’infini, 6, tend vers 0 et T reste
égala T,).
Pour le cas y=e, voir ci-dessous. 204
I11.2.f Si y>e, soient 0,<0, les deux points ]
d’intersection. En partant de 6, si 6 augmente (resp.
diminue) d.6 devient négatif (resp.positif) et 6 revient
vers 0, dc stable. En partant de 6, on a les conclusions
inverses, dc instable. Enfin, si y=e, c’est stable si 6
diminue et instable si © augmente, dc globalement
instable et en pratique le cas critique conduira a une ]
explosion thermique. 5]

15

10

I11.3.a et I11.3.b  Déja vu.
11.3.c exp(®)>y0 dc on peut écrire
puis T do en remplacant la
T~
e’ —v0 ' . e’ =0

dr =

borne supérieure 0, = (Ty-T,)/Tex >>1 par I’infini car la fonction tend vers O trés rapidement.

e’ —v0

111.3.c(bis) 0 restant voisin de ecr tout en tendant vers [I’infini (?) on trouve
T = 1dx 1 :_I T_(1-g) N_I EryEtyil2
5 oer—e(l-8)A+x) et —( E..)( +%) E..+x§+x

et comme

T~

E+EYH+Y2 = E+(y+E)Y2 - EX2 ~ E+(x+E)Y2  (mouais), il vient : Tx— I
-1

T o, arctan( uj °° _ 2 E—arctan(—
oz 6TUE eE Vel |, eve|2

7, tend vers I’infini comme 1/,/& quand & tend vers 0.

I11.3.d pas d’idée.
1.4 pas traité.

IV Le Cas Inhomogeéne : Diffusion
IV.la &Y-Do,Y + [6T-Do,T)/(Tp-T,) =0 d’ou

2L
d.Y -D/2L j 0,,Ydz + [d, T -D/2L j 6, Tdz]/(To-T,) =0 puis d.Y -(D/2L)[3,Y (t,2L)-

oY (1,0)] + [dtf -(D/2L) [0, T(t,2L)- 0, T(t, 0)]/(Tb- 0) =0 et comme 8,Y(t,2L)=0,Y(t,0) et que la fonction T(t,z)
est symeétrique par rapport a z=L, il reste &Y + [dtT -(DIL)[0,T(t,2L)]/(Ty-To) =0.

IV.1b th + dtT/(T.D To) =(D/IL)[0,T(t,2L)]/(Ty-To) <0  car  T(tz) est concave dc
Y + T/(Tb- 0) <1+ To/(Ty-To) = To/(Tp-T,). 1l est raisonnable de considérer que Y tend vers 0 partout d’ou, a

Pinfini, T < T,.
IV.1.c On retrouve, en moyenne, le T<T, du Ill.
V.2 06-Dd,,0 ~ (Y/t))exp(6) si 0 suffisamment petit, puis 619-(Dr./L2)6&6zexp(e)si

Y=1, d’ot A = L¥(D1)).
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IV.3  En régime stationnaire il rest : 0::0 ~-kexp(B), d’ou 0:00:0 ~-A0:0exp(0)  puis

(8:0)% = 20 [exp(0(L))- exp(0(E))] = 2.D%(E) et 8:0 = V2 D(E) si E<1 ou -+/2A D(E) si £>1. A I'aide de
20(£)0:D(&) = -0:0.exp(0(£)) = -0:6[exp(6(L))-D?(£)], on obtient, en posant a® = exp(6(1)) :

sié<l 0:0(8) = -\/Z [exp(6(1))-D?()] soit do = -\/Z d& puis (1/a)argth(®/a) = -\/Z (&-1);
2 a’ - d° 2 2

sie>l 0.D(8) = \/Z [exp(0(1))-D*(£)] soit do = \/Z d& puis (1/a)argth(d/a) = \/Z (E-1).
2 a’—@° 2 2

}\’ H 2 22 }\‘ az
Donc ®/a=th|a —|§—]4 puis exp(0) = a*-a‘th*| a —|§—Zq et (&) =1In .
2 2 ) A
ch (a1/|§—ﬂj
- 2 —
i ( /XJ B
Pour£=0,0na6(0)=0 d’oua“=ch?| a E ou E = (1/a)argch(a) = ¥(6(1)).

V.4 a>1. Le max : a=181 et Y¥Y=0,663 dou

Ao = 0,878. 1
Si A>\, pas d’intersection dc explosion. ot

Si A<l deux intersections pour a; et a,>a;.

Si A=her, a1=8,=1,81. 0.6}/
IV.5  SiA<Ag, a; est stable et a, instable. .;,_4{

V Les Phénomeénes Convectifs n.z

Pas traité. G+ 2z 3 4 5 & 7

Probléme 11

Il Ondes Progrssives

lla co*+D¢"=BY¥ ¢ et co‘ + Do’ =-BY ¢.
II.1b Par addition : cH’+DH”’=0 dou cH+DH’=cst=cH(-0) + DH’(-0) = ¢, puis
H=1+ Aexp(-cy/D) et A=0 carH(-) =1.Dc H=¢+B=c.

.l.c co‘+ DO =-BY (0)(1-0) d’ou ¥(0) =B ‘Y (0)(1-0) > 0.

1.2 S’il existe y tq 0°(y) =0, il reste DO*’(y) =-¥ <0, dc ce ne peut étre un minimum, mais
pourquoi pas un maximum ?

[1.3a p=06°etp =-cp-y(O).

[1.3.b  Je prendrai p <0 en conformité avec la figure 2.
dp/dy = (dp/d6)(d6/dy) d’ou pdep = -Cp-y.

I1.3.c  On aen fait : p~oa(0-1) et y=vy(6-1), d’ou, pour 621, a’+ca+y=0 dont la racine

¢ —4y —c (4<0) d’ol da/dc = (1/2) ¢
— (< ou da/dc = —_—

2 \C% —4y
courbe p(0), voisine de sa tangente en 6 = 1, se rapproche de I’axe horizontal (en passant par le point (1,0)).On
peut donc dire que la solution est une fonction croissante de ¢, pour un 0 fixé.

positive est o = —1|<0, dc quand ¢ augmente la

1
Sic=0, il reste : p(dp/de) = -y, d’ou, en intégrant entre 0 et 1 : p*(0)/2 = .[ y(X)dx et en particulier
0

1 1
pm =2 w(ddx=2[ w(xdx=21 doi p(n)=-2I .
n 0
I1.3.e Ici, dp/d® =-c d’ou p = -cO, fonction décroissante de c.
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Pour ¢ =0, la solution se compose d’un segment OA horizontal joignant les points O(0,0) et A(n,0) et d’un arc

de courbe monotone croissant EF joignant les points E(n,- \/ﬁ) et F(1,0).

Quand c augmente, le segment OA reste rectiligne mais le point A « descend » et en méme temps le point E
«monte ». Il existe donc une seule valeur c, de ¢ pour laquelle les points A et E se rencontrent : la courbe
intégrale est alors continue.

11 Vitesse et Limite n — 1.

I[l.1.a  Onaau point de rencontre des deux parties de la courbe : -c,n = po(1).
HLLb  po(n) =-+/21 dotl o< /21 /.
I11.1.c Sur [n,1] on a 0>p,(0) = P(®) d’ou dp/do =-co-y/P < -Co-w/p, = dp,/dO  puis, par

intégration entre 6 et 1 : P (6) = p,(0). D’autre part, d p/do =-Co-\v/l_) =-Cot dB/de, d’ou par intégration
entrenetl: P (M) =co(1-m) + P ().

l1.1.d  Enfin, ¢, = -ps(m)M = - P )M = V21 Im -co(1-n)/m ce qui achéve I’encadrement.

.2 Sin—1, ¢c,— V2l et la courbe dans le plan de phase devient : le segment OA avec

Ax(1,-+/21 ) suivi du segment quasi vertical AF.
La réaction est concentrée au voisinage du point y = c.t, ou 6 (resp. Y) passe brutalement de 1 (resp. 0)
a0 (resp. 1).



