Corrigé de I’épreuve de physique de Polytechnique 2007 MP
I. Cinématique de la réaction

1.1) 1l y a conservation de la quantité de mouvement 7, + 7, ~ 0 etde I’énergie E, + E, = E, . Comme

> B
prE _m, :l B, = - = 352MeV et B, = 14,08 MeV .
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I1. Pression et densité du plasma
[1.1) Les ions deutérium portent une charge +e et les électrons une charge —e : j = e(n,v, — n,4, ).

I1.2.a) Si le plasma est neutre en tout point, la densité volumique de force électrique (n, — n, )eE estnulle ; la

densité volumique de force de pression est —gradP ; la densité volumique de force magnétique est j AB. Compte
tenu des interactions (électromagnétiques ou par chocs) entre les électrons et les ions, on ne peut pas séparer les forces

, ) , . L ov OV, =2 1o .
en deux parts, I’'une sur les électrons et I’autre sur les ions. En régime permanent a—;’ = E = 0, I’équation du

plasma est :

Pe(ﬁe 'M)ﬁe + pD(ED '@)ED = fgr—a'dp+j/\ B

Cette équation étant compliquée, pour poursuivre le probléeme, il faut faire I’hypothése, absente de I’énoncé, que les
deux champs de vitesse moyenne sont uniformes. Alors, I’équation du plasma est : —gradP + j AB=0

11.2.b) Pour un petit déplacement géométrique d7, la variation de pression est dP = gradP - d7f = j A B-dF, qui
estnul si dF est parallélea j oua B.

11.3.a) Tout plan contenant I’axe du cylindre est un plan de symétrie du courant, donc un plan d’antisymétrie du
champ magnétique, donc le champ additionnel B’ est orthoradial. Comme I’axe du cylindre est un axe de révolution du

courant, ¢’est aussi un axe de révolution de ce champ magnétique, donc B’ = B’ (0,2)¢,.

Le théoréme d’Ampére n’étant valable que pour une distribution de courant conservatif, il faut supposer le cylindre
de longueur infinie ; alors son application a un cercle d’axe celui du cylindre donne

21pB’ = pyjmp> = B' = ’u02jpﬂ .
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Comme le plasma est neutre, n;, = n,.C’est un gaz parfait ou la densité de particules est n, + n, = 2n, :
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I11. Chauffage du plasma

2
I11.1.a) md—f = —qgrad® ; mi = —qa—@ = qgk®Pysin(wt —kxr) =0 Z=0.
dt Oz
I11.1.b) Soit R’ le référentiel en translation par rapport a R a la vitesse de I’onde ¢, = %é, ; dans R, I’abscisse de

la particule chargée est 2’ = 2 — % et I’équation de son mouvement est mi’ = —gk®, sin(kz') =0 #=0.La



particule est soumise a un champ de force qui dérive de I’énergie potentielle
E, = —de:r :f—qk@o sin (kz')dz" = — q®, cos(kz').

. . 1 .
L’énergie £ = §mz’2 —q®, cos(k:r’) est une constante du mouvement.

I11.1.c) Plagons nous dans R’. Comme I’énergie cinétique ne peut étre E
négative, E, < E ; I’'examen du graphique de E, (z’) montre qu’il existe f : )
quatre possibilités : S E f
o) si E = —¢®,, la particule est a I’équilibre dans une de ses positions i 0 ! _>/
d’équilibre stable z’ = Omodulo% : i '
| ./ |
1 I 1
B)si —¢®, < E < +q®,, la particule oscille de fagon périodique entre i ﬁ !
deux positions pour lesquelles £, (a:’) = F ;dans le portrait de phase, — |
cela correspond a une courbe fermée (cas représenté sur la figure) ; d
7)si E = ¢®, , la particule partie & I’instant —oo d’une position 0 I',
d’équilibre instable =’ = %modulo%r se dirige vers I’une des deux —

positions d’équilibre instable voisines, qu’elle atteint a I’instant +o0 ;
dans le portrait de phase, cela correspond a un arc de la séparatrice ;
I’équation de cette séparatrice, représentée en pointillé, est

1 . . kx'
§mz'2 — q®, cos(kz') = ¢®, = i’ = :técos% ;

d) si E > ¢®,, la particule se meut continiment dans le méme sens :
ou bien elle part de 2’ = —oo aI’instant —oo et elle va jusque

z' = 400 alinstant +oco, ou bien elle décrit le méme mouvement,
mais en sens inverse.

Remarquons que ce portrait de phase est identique a celui du pendule.

I11.1.d) Les particules dont les conditions initiales du mouvement
correspondent a un point situé a I’intérieur de la séparatrice ont une
vitesse moyenne nulle dans R’, car leur mouvement est périodique,
puisque leur trajectoire de phase est fermée. 1l s’agit d’une partie des
particules dont la vitesse dans R’ vérifie —§ < i’ < &, donc dont la
vitesse dans R vérifie ¢; — 6 <& < ¢y +6

I11.2.a) Voir la figure. A est une constante et non une fonction de 7.

I11.2.b) Une partie des particules dont la vitesse était dans [c; — 6,¢5 |
voit leur vitesse moyenne passer a ¢, ; une partie des particules dont la
vitesse était dans [c,,c, + 6] voit leur vitesse moyenne passer & ¢, ;
comme il y a plus de particules de la premiére sorte que de la seconde, le
bilan est qu’il y a plus de particules dont la vitesse est augmentée que de
particules dont la vitesse est diminuée.

I11.2.c) Cette inégalité est d’autant plus grande que la pente de p(v, ) est

plus grande. Le chauffage est le plus efficace au maximum de pente, soit
d2
pour —p(cq,) =0:

dv?
p = Aexp(—pv*) % = —2fvAexp(—Fv*)
‘ W
&p _ (48°0* —28) Aexp(—pv*)
dv’ P
d’p 1 _ kT
W = O = v = m Cp = m

IV. Confinement magnétique
IV.1.a) La puissance q(?; A é) - v de la force magnétique étant nulle, I’énergie cinétique reste constante au cours du
temps.



ma = qBy
d’r ar = = . .
IV.1.b) meor =4 AN B = {mj = —¢Bz

mZ=0= z=u_t
Soit Q=28 et 7 -4 +iy. Z = —iQZ = 7 = Zyexp(—iQt) = u) exp(—iQt) et
m

;0
7z z%(exp(—z@t)—l).

Si u, = 0, la particule décrit un mouvement hélicoidal uniforme ; le mouvement projeté sur B est uniforme ; celui

uf ma’
Q qB
vitesse angulaire —2. La pulsation demandée dans I’énoncé est |€2| ; mais dans la suite, il faut plutét considérer 2

comme algébrique.

projeté sur le plan perpendiculaire a B est un mouvement circulaire uniforme de rayon r, = et de

. 1 107" x 4 . - . . L

IV.1.c) Pour les ions Q = % = 2x10%rad-s™' ; comme il y a équipartition de I’énergie cinétique,
1 2 1 |4Em 2><\/16><10*15><2><167><10’27
z —‘E gy = — — ’ ’ =42x10%m.
g™ = 3% T BN 3 J3x16x10 " x4 o
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Pour les électrons, || = W =7x10"rad s ;
2% /1,6 x107° x 9,1 x 107" .
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tourne dans le sens associé a B si g < 0 etdans le sens contraire si ¢ > 0 et que dans les deux cas le moment
-
” . = N s R B . i
magnétique est en sens contraire de B. D’ou la formule algébrique p = —% , qu’il faut préférer a la formule
proposée par I’énoncé par ce qu’il est plus simple de continuer les calculs avec €2 algébrique.

. Un examen du sens de la force montre que la particule

IV.1.e) D’apreés la formule précédente, %mui =—uB=—ji- B.

IV.2.2)Si ji = —ub , F, = —ub - 8—35 + Ba—b .Endérivant b - b = 1, on obtient 5~a—b =0,d’ou
ox oz ox
0B , o oL = N - -
F = —H Comme I’axe x n’arien de particulier, F' = —uV B, ou p et B sont des mesures algébriques sur b
X
2
. u
liées par = ———.

par u 5B

IV.2.b) Explicitons les notations que I’énoncé est réticent a définir précisément. Soit U= U//I; + ﬁl la moyenne sur

un tour de la vitesse ¢ d’une particule ; nous admettrons que %, = v — U , de valeur moyenne nulle, est
perpendiculaire au champ magnétique local.

—

L’équation du mouvement est mz—z =gi A B ou %(Uﬁ +U, + ﬁL) = Q(U//g +U, + 11)/\ b

Pour le mouvement rapide, la particule se comporte comme un dipdle ; en espérant cette approximation suffisamment
bonne, on est tenté de remplacer le terme correspondant de la force par son approximation dipolaire, ce qui revient a

prendre la moyenne de cette équation sur un tour : %(U//E + ﬁL) = QﬁL Ay -LYB.
m

. au,, - b -
Si on peut négliger U, , I’équation devient —LLy + U, a =-L9pB
dt dt m
IV.2.c) Multiplions scalairement les deux membres de cette équation par U//E .Comme b -b=1,0- % =0;
- o dB . au,, wdB . dK dB
d’aut t b-VB=—.D’ — = ——— , solt — — = 0.
autre part U, b - V i ouU, 7 p—— soi 7 +“dt 0



1 1
IV.2.d) B, = 5mU}, + 3

. d(1 dB mu?
2 est constant (voir 1.a), donc —(— 2 ) = u— ;daprés1.d, p = —=, d’ol
e (voir 1.2) ar\g M) T gy e p=p 0

d(mu? /2 N _ 2

M = —, soit en intégrant 1n(d(lmui )) — In|B| = cste, qui montre que y = == est constant au cours
mu; /2 B 2 2B

du temps.

IV.2.e) En réalité, le caractére non uniforme du champ magnétique est cause d’une derive du mouvement (voir
Hprépa Mécanique 2 1" année édition 1996 page 80 n* 12 et 13 ou Centrale physique | M 1988) : il existe une

composante [Z de la vitesse, petite si I’échelle de longueur de la variation du champ magnétique est grande devant le
rayon de giration. L’équation du mouvement est %(U//g + UL ) =0 (ﬁ A —PVB.
m

IV.2.f) Multiplions vectoriellement par b les deux membres :
db  dU

U, — 1+ =+
rata

—

]:Qm(mz)_m%w:_m_z;A%VB

Si U, est petit, la trajectoire du centre de giration est voisine d’une ligne de champ magnétique. Soit 7 le vecteur
unitaire de la normale principale a cette ligne de champ et s I’abscisse curviligne sur cette ligne de champ,
db _ ds db

o dids U// 7 ; négligeons

dtL la formule du double produit vectoriel a
P AT 7o it T Uj =
b /\(UL /\b): U, ;onobtient: U, ~ QRb /\n+—Qb AVB.

IV.3.a) Négligeons le caractére discret des spires et remplagons la distribution du courant par une nappe de courant
ou la densité superficielle de courant est indépendante de 6 . Tout plan contenant Oz est un plan de symétrie du
courant, donc d’antisymétrie du champ magnétique. Le champ magnétique est donc orthoradial. Sa grandeur ne dépend
pas de 6, car le courant est invariant par rotation d’axe Oz .

Appliquons le théoréme d’Ampére & un cercle d’axe Oz. A I’intérieur du tore, 2B = u,NI eta I’extérieur

= NI s ieess - -
97rB = 0.Donc B = £ € = gee a l’intérieur du tore et B = 0 a I’extérieur.
27r qr
- - - -, - U -

IV.3.b) Remarquons que 7 = —é, et choisissons b = ¢, dans U, ~ QRb AT+ —Qb AVB ;dol
. mU mu’ dB €. . 1dB 1 o mU}, + mu? /2
U, ~| L - 220 — (2K, — K )= =22 = —Z dou 0, = — 725 ou
. [ gBr  2¢B? dr e, = (2K, L)oz B dr r + qBr c
— o 2K// + K N

1 - ez

«

Cette formule a I’interprétation suivante : ﬁL est tel que la force magnétique correspondante qﬁL A B compense la
2

mU},
force centrifuge — et la force —MVB toutes deux ayant la direction et le sens de €,
T

Les énergies cinétiques étant positives, ﬁL est toujours dirigé dans le méme sens, qui dépend du signe de ¢, et est
borné inférieurement en module, donc la particule s’échappe dans la direction de I’axe des z .

, ) 0F
. ol |mlEert) ==
’r‘ —
IV3.0) m—r = g A B = ?7“9/\1:> m(rd + 2i6) =
z 0 . ar
mz = —
;

IV.3.d) La composante orthoradiale de la force est nulle. Soit & le moment cinétique de la particule par rapporta O .

—

: o . d L . . , d
Projetons le théoreme du moment cinétique d—j = (re, + 26, ) A (Fe + F.& )surl’axe z : 9: _ (. Donc

dt
o, = mr*0 est une constante du mouvement.

IV.3.e) D’ou § = — ; d’autre part, intégrons mZ = &= Z + i ; portons ces expressions dans la
mr s m

Lh
- . I af,  a, T - X :
composante sur = de I’équation de 3.c: mi — — + —| %z, + —In— | = 0 ; multiplions membre a membre par 7+ et
mr r m T




intégrons : §mr2 + E, ; ¢r> = cste ou Iénergie potentielle effective est

I? af . a, T mrt0? ) o’ r Y
E, ;> = f - —|—?[z0 +Elng] dr = 2?«20 + az,Int +%[1HE] .

Plus simplement, comme le travail de la force magnétique est nul, I’énergie cinétique est constante. Comme

9 = est constante au cours

. 1 [, wer (. ’
- et 2 =3 + L 10 énergie cinétique E, = —mlr2 4D =+ [zo + 21n£]
mr m 2 r m
du temps.

IV.3.0) Si 7 estconstant, 6 = d, et z = %, : U, = 1,0, et U, = %¢., qui est conforme & 2.b.

Plus généralement, quand » — 0, ouquand r — +oo, E, ; — -+oco :le mouvement radial est oscillatoire et nul

en valeur moyenne. En moyenne, pour un mouvement quelconque, U, est paralléle a €, si I’étendue transversale est

suffisante.
IV.4.a) Les lignes de champ sont des hélices qui s’enroulent autour du cercle moyen du tore.

IV.4.b) UL n’a pas toujours la méme direction et la particule s’échappe moins vite, parce son trajet est plus sinueux.



