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EXERCICE 1
n
1) (z1,22,...,Tn) — Z xy, est de classe C? sur U car c’est une fonction poynoéme.
k=1
"1
(z1,29,... Z x— est de classe C2? sur U car c’est une fonction rationnelle dont le domaine de définition

contient U.

Par produit :

’ fn est de classe C? sur U. ‘

2) Notons que f admet des dérivées partielles premiéres en tout point de U car elle est de classe C? sur U.

" 1 - 1 11
Soit X = (x1,®2,...,%,) un point de U. Vi € [1,n], 8£ X):lxz %+<Zxk> <302>Zxkx22xk

k=1 k=1 @ k=1 k=1
. Ofn 1 &
Vin(X) = 0rn < Vi € [1,n], (X)=0<Vie[l,n], Z———z zp =0
ox; T T
k=1 t =1
Rappelons que X = (1,2, ...,2,) appartient & U done, pour tout i dans [

V(X)) = O0gn <= Vi € [1,n], 27 =

Vi(X)=0n <= 21 =00="--- =2, et 21 =

Vi X)=0gn =21 =00="=a,etx1 =\/2? <= 11=00= =a,et 11 =01 < 21 =29 = - = .

fn posséde une infinité de points critiques. L’ensemble des points critiques de f, est ’ensemble des

éléments (a1, a9, ...,a,) de U tels que a1 = ag = -+ = a,.

n

Ofn 11
3) a) Soit X = (x1,z2,...,2,) un point de U. Soit i et j deux éléments de [1,n]. f(X):E —— = Tk

ox; T T

k=1 k=1

. s . 0% f, 11 11
Si j est différent de i : &Tjaxi(X):—g??—gs—l2 X 1:_;12_;?.
R [ 12” 1 2 2
Sl]estegalazzaxjaxi(X)— —12 ;?kgzlxk 712 :_;?+;?k:1$k'



9 9 n .
. 82f, _E—FE,, T S11=)
Y(i,j) € [1,n]%, VX = (21, 22,...,2,) €U, ———(X) = k=1
8:5]-8% 1 1 o )
-— - sii#j
Ty X
b) Soit A un point critique de f,,. Il existe un réel strictement positif a tel que A soit le n-uplet (a,a,...,a).
, 0 f, 2 2 & 2 2 2 2
Vi € [1,n], aT:g(A):_cT?JrE ’;a:—?—f—ﬁ(na):n?—ﬁ.
0%f, 1 1 2
V(i i Ll i OIn 11 2
() el i#)= 5 (=5 - =
2 2 i
2 n72_72 17=7]
0° fn A — a a
Ox; Ox; 2 S
- sii#j
a
. 2 02 fn 2 2 ) 2
Alors la Hessienne V*f,,(A) = | —=—(A4) de fpen Aest:n— I, — = J,. V°f(4) = = (n I, — Jn).
025 0x: " ") (i jyenn m @ @ @

’ La Hessienne de f,, en un de ses points critiques est proportionnelle a K,, =n I,, — J,,. ‘

4) a) Notons (par anticipation!) v, la matrice de M,, 1(R) dont tous les coefficients valent 1. Toute les colonnes de
Jp, sont égales & v,, et v, n'est pas nulle. Le sous-espace vectoriel de M, 1(R) engendré par les colonnes de J,, est
donc de dimension 1. Ainsi:

’ Jp, est une matrice de rang 1. ‘

Jp, est une matrice de M,,(R) dont le rang est strictement inférieur & n car n est supérieur ou égal a 2. J,, n’est donc
pas inversible. Alors 0 est une valeur propre de J,, et le sous-espace propre associé est de dimension n — rg J,, donc de

dimension n — 1.

’ 0 est valeur propre de J,, et la dimension du sous-espace propre associé est n — 1.

1 n 1
n 1

b) J, v, = Jn =1 |[=n]|.|=nv.etv, nest pas nul(le).
1 n 1

Le vecteur vy, élément de M,, 1(R), dont tous les coefficients sont égaux & 1 est un vecteur propre de J,
associé a la valeur prorpre n.

¢) 0 est une valeur propre de J,, dont le sous-espace propre associé est de dimension n — 1 et n est une valeur propre
de J,, dont le sous-espace propre associé est de dimension supérieure ou égale a 1. Comme la somme des dimensions
des sous-espaces propres de J,, est inférieure ou égale a n :

1. 0 et n sont les seules valeurs propres de J,,.

2. Le sous-espace propre de J, associé a la valeur propre n est de dimension 1.

Les valeurs propres de J,, sont 0 et n.

Montrons que les valeurs propres de K, sont 0 et n.



Version 1 Soit A une valeur propre de K,,. Il existe un élément non nul X de M,, 1(R) tel que K, X = A X.

Alors \ X =K, X=nl,—J,) X =nX—J,X. Donc J, X = (n—X)X. Comme X n’est pas nul, n — A est une
valeur propre de J,. Ainsin —A=0oun—A=n. Donc A\=nou A=0. Alors SpK,, C {0,1}.

v, n'est pas nul et K, v, = (nl, — Jp)v, = nl,v, — Jpv, = nv, —nu, = Om, @) = 0vp donc 0 est une valeur
propre de K.

Soit X un vecteur propre de J,, associé a la valeur propre 0.
X n'est pasnulet K,, X = (nl, — J,) X =nl, X — J, X = nX donc n est une valeur propre de K,,.
Finalement Sp K,, = {0,n}.

Version 2 Sp J, = {0,n}, dimSEP (J,,0) =n — 1 et dim SEP (J,,n) = 1. Don J, est diagonalisable (normal pour

une matrice symétrique & coefficient réels).
Soit (X1, Xa,...,Xp—1) une base de SEP (J,,,0) =n — 1 et (X,,) une base de SEP (J,,,n) = 1.

B = (X1,Xs,...,X,) est une base de M, 1(R) constituée de vecteurs propres de .J, respectivement associés aux
valeurs propres 0, 0, ..., 0, n car M,, 1(R) = SEP (J,,,0) & SEP (J,,,n).

Notons P la matrice de passage de la base canonique de M, 1(R) & B. P est inversible et P~1.J,,P est la matrice
diagonale D,, = Diag(0,0,...,0,n) de M, (R).

Alors P~ K, P = P~(n1, — J,)P = n P~'I,P — P~'J,P = nI, — Diag (0,0, ---,0,n).
P~'K, P = Diag(n,n,---,n,n) — Diag (0,0, ---,0,n) = Diag (n,n,--,n,0).

K, est donc semblable & la matrice diagonale Diag (n,n, - --,n,0). Ces deux matrices ont méme valeurs propres. Ainsi
les valeurs propres de K, sont 0 et n.

les valeurs propres de K, sont 0 et n.

Exercice Retrouver ce résultat en remarquant que K, est symétrique & coefficients réels et que X2 —n X en est un
polynéme annulateur.

Remarque SEP (K,,0) = SEP (J,,n) et SEP (K,,,n) = SEP (J,,0).

d) Soit A = (a,a,...,a) un point critique de f,,. La hessienne V?2f, (A) est proportionnelle & K,,.
2
a2

Plus précisément V2f,(A) = = K,,.

2
Les valeurs propres de V2 f,,(A) sont donc 0 et — n. Elles sont donc positives ou nulles sans étre strictement positives.
a

La Hessienne de f, en un de ses points critiques ne permet pas de savoir si f,, admet un extremum local

en ce point.

5) a) Soit (z1,72) un élément de R?.

(r1+x2)? —dz1m0 =23 + 23+ 23100 — 4wy 20 = 27 + 23 — 221 29 = (1 — 22)% > 0. Donc (21 + 22)? > 4x1 79,

’V(l‘l,l‘g) S R2, (l‘l +$2)2 >4z 0. ‘

b) Soit A = (a,a) un point critique de fa. Soit (21, z2) un élément de ]0, +00[%]0, 00|

1 1 T T 2+ ai+2nx 1 + x2)?
fa(z1,22) = (21 + 22) <+>:1+1+2+1: ! 2 ! 2:( ! 2)”,

X1 X1 To X1 Xr1 T2 Xr1 T2




2
Or (71 + x2)% > 421 29 et 2129 > 0 done fo(z1,72) = % >4=(2a) <z) =(a+a) <(11 + clz) = f2(4).
172

V(z1,22) €]0, +00[X]0,+00[, fa(z1,22) = fo(A) Donc fo admet en A un minimum global égale & 4.

’ f2 admet sur ]0, +00[%]0, 400[ un minimum global en tous ses points critiques qui vaut 4. ‘

6) L’inégalité de Cauchy Schwarz appliquée dans R™ muni de son produit scalaire canonique indique que:

ak bk Z a; Z b? ou ak bk) >oaz Y b2
k 1 \/ \/ k=1 k=1 = k=1

Soit A = (a,a,...,a)) un point critique de f,. Notons que f(A) = (na) (n ) =n?.
a

V(al,ag,...,an) e R"”, V(bl,bg,...,b )ER"

Soit X = (x1,x2,...,%,) un élément de U.
1 1 1
N RV

n 1 2 n 5 n 1
(o (512) () () (2] o

2

2
RS 1 - =n?= onc
Or.<§ m\/ﬁ) <Z 1) =n® = f(A). Donc f(A) < f(X).

k=1

Appliquons l'inégalité de Cauchy-Schwarz & (v/z1, /T2, .. .,/ZTn) €t < > On obtient :

3

Donc VX € U, n? = f(A) < f(X). f admet en A un minimum global qui vaut n?

’ fn admet sur U un minimum global en tous ses points critiques qui vaut n?.

EXERCICE 2

1) u est un vecteur non nul de F puisque sa norme est 1, donc Vect(u) est un sous-espace vectoriel de E de dimension
1.

E étant un espace vectoriel euclidien de dimension n, (Vect(u))J‘ est un sous-espace vectoriel de £/ de dimension n — 1.

La dimention de (Vect(u))™ est n — 1.

2) o Soit x un élément de E. fy(z) = A (z|u) u+z est un élément de E' comme combinaison linéaire de deux éléments
de E.

f est une application de F dans F.

e Soient x et y deux éléments de E et soit A un réel.

Nez+y)=A(az+y|lv)ut+az+y=A(a(z|u)+ (y|w)vtaz+y=a(@|v)u+A(y|v)u+az+y.
Paw+1) = a(A(@wu+a)+ Ay uw)u+y = afr(@) + ).

Y(z,y) € E?, Va € R, fi(az+y) =afr(z)+ fr(y). fr est donc linéaire. Finalement :

’ f est un endomorphisme de E. ‘

3) 1l s’agit de montre que f3 — (A+2) fx + (A +1)Idg = Oz(p).



Soit z un élément de E. fZ(z) = fr(fra(z)) =LA (z|w)u+z) = X(z|u) fr(u) + fr(z).
@) =A@[w)(A (u|w)utu) + fr@) = Az [w) (A +Du) + falz) = A+ 1D (A (z]u)v) + fr(2).
@)=+ Azlwu+z)— A+ Da+ fal@)=A+1) @) — A+ Do+ fal@) = (A +2) i) — A+ 1) 2.

Donc fE(z) — (A+2) fa(@)+ A+ 1)z =0g ou (ff — (A +2) fa+ (A+1)Idg)(z) = Op et ceci pour tout élément z de
E.

Ainsi 3 — (A +2) fa+ A+ 1)Idg = 0g(g). Alors:

’ X2~ (A+2) X + (A + 1) est un polynéme annulateur de f. ‘

4) a) Soient z et y deux éléments de E.
(@) ly) = A(zlw)u+z]y) =A(z|u) (u]y) + (2]y) = A(z]u) (y[u) + (2 ]y).
(@[ fay) = (@A ylw)u+y) = Ay |w)(z|u) + (z]y) = Az |uv) (y|uv) + (z]y).

Donce (fx(z) |y) = (x| fa(y)) et ceci pour tout couple (z,y) d’éléments de E. Donc :

’ /> est un endomorphisme symétrique de E. ‘

b) fii(u) =A(u|uv)u+u=Au+u=(A+1)ucar (u|u) =1 puisque u est unitaire.

Pour tout élément v de (Vect(u))™, (v|u) = 0 donc pour tout élément v de (Vect(u))™, fr(v) = A(v|u)u+v=wv.

A(w) = A+ 1) uet fr(v) = pour tout élément de (Vect(u))™.

c) fu(u) = (A+1)u et u est non nul donc A + 1 est une valeur propre de fy et le sous-espace propre associé contient
la droite vectorielle engendrée par w.

fx(v) = v pour tout élément de (Vect(u))™" et (Vect(u))™" contient un vecteur non nul car c’est un sous-espace vectoriel

de dimension n — 1 que n — 1 n’est pas nul.
Ainsi 1 est une valeur propre de fy et le sous-espace propre associé contient (Vect(u))L.
Notons que A + 1 et 1 sont distincts car A n’est pas nul.

Dans ces conditions A + 1 et 1 sont deux valeurs propres distinctes de fy et les sous-espaces propres associés sont
respectivement de dimension supérieure a 1 et a n — 1.

La somme des dimensions des sous-espaces propres de fy étant inférieure ou a égale a la dimension n de F :
1. A+ 1 et 1 sont les seules valeurs propres de fy.

2. La dimension du sous-espace propre associé a la valeur propre A+ 1 est 1 et la dimension du sous-espace propre
associé a la valeur propre 1 est n — 1.

Mieux le sous-espace propre SEP (f\, A+ 1) de fy associé a la valeur propre A 4+ 1 est de dimension 1 et contient la
droite vectorielle engendrée par u. Alors SEP (fx, A + 1) = Vect(u).

Le sous-espace propre SEP (fy, 1) de f\ associé & la valeur propre 1 est de dimension n — 1 et contient (Vect(u))J‘ qui
est de dimension n — 1. Alors SEP (fy,1) = (Vect(u))™.

f possede exactement deux valeurs propres distinctes: A 4+ 1 et 1. Le sous-espace propre de f associé a
la valeur propre A 4 1 est Vect(u). Le sous-espace propre f associé a la valeur propre 1 est (Vect(u))L.

5) a) e f_; est un endomorphisme de E.



e De plus, d’apres 3), Ogpy = f2, — (=1+2) fo1 + (=14 1)Idg = f2, — f_1. Donc f2, = f_;. Ainsi:

’ f—1 est un projecteur. ‘

b) f_; est la projection sur Im f_; = Ker(f_1 — Idg) parallelement & Ker f_;.
Or Ker(f_; —Idg) = SEP (f_1,1) = (Vect(u))" et Ker f_; = SEP (f_1,0) = SEP (f_1,(—1) + 1) = Vect(u). Donc:

f_1 est le projecteur orthogonal sur (Vect(u))".

EXERCICE 3

si x € [0,a]

1
1) a) Posons Vt € R, fy(t) =X a . fy est une densité de Y et de X.
0

sinon

si @ €] —00,0]

Notons Fy la fonction de répartition de Y. Vo € R, Fy(z) = si x € [0,a]

0
x
a
1 six€la,+oo]

Notons F_y la fonction de répartition de —Y. —Y prend ses valeurs dans | — a, 0].

Donc Vx €] — 00, —a], F_y(z) =0 et Vz € [0,400], F_y(x) = 1.

Soit z un élément de | — a, 0].

Fy@)=P(-Y<z)=PY >-2)=1-PY <—2)=1—-P(Y < —z) car Y est une variable aléatoire a densité.

= (-a)

Fy(x)=1—Fy(—2)=1- (z) car —z appartient a |0, a[. Finalement: F_y (z) =
a

00— (—a)
0 si z €] — 00, —a]
Ve eR, F_y(z) = :;_((_3 six €] —a,0]
1 si z €]0, +o0[
On reconnait la fonction de répartition d’une variable aléatoire qui suit la loi uniforme sur [—a,0] ou sur | — a,0] ou
sur | —a,0[!!
o sizel-a0)
La fonction f_y définie par Vi € R, f_y(t) =< a St @) est une densité de —Y.
0 sinon

stz €] —a,0]

La fonction f_y définie par Vt € R, f_y(t) = est encore une densité de —Y.

S Q=

sinon

b) X et —Y sont deux variables aléatoires a densité indépendantes car X et Y sont indépendantes.
fx est une densité de X bornée sur R et f_y est une densité de —Y (également bornée sur R).

Le théoreme de convolution indique alors que X — Y est une variables aléatoire a densité et que

—+oo
g:x — / fx(t) foy(x —t) dt en est une densité définie sur R.



—+oo

vz € R, g(z) :/

— 00

[x(t) foy(z—t)dt = /Oaif_y(x—t)dt.

Le changement de variable u = z —t (t — 2 — t est de classe C* sur R) donne :

VocR, gla) = |

xT

T—

vt Dde=1 [ fvwau

1
Rappelons que Vt € R, f_y(t) =< a siz€l-a, 0}.
0 sinon
Notons que si z €] — 00, —a[ alors [z — a,z] C] — 00, —a] et si z €]a, +o00[ alors [z — a,x] C]0, +o0].
1 x
Par conséquent : Vz €] — oo, —a[U]a, +o0[, g(z) = ; / 0du = 0.
1 fdu 1 _atz  a—lx| .
Vr € [—a,0[, g(z) = o /_a; =3 (z—(-a) = PR (siz € [—a,0, z—a< —a).
1 /% du 1 a—x a-—|z| .
Vz € [0,a], g(z) = p /17(17 == (0—(z—a)) = PR (siz€[0,a], z—a€[—a,0] et z>0).
a— || six € [—a,dal
Ve e R, g(z) = a2 T
0 sinon
a—lzf
La fonction g définie par:Vz € R, g(z) = a2 sizé€[-a,al est une densité de X — Y.
0 sinon

2) a) Va €] — 00,0, H(z) = P(Z < z) = P(|X - Y| <z) = 0.

Ve e [0,+o0[, Hx)=P(Z<z)=P(|X-Y|<2)=P(-x < X -Y <z)=G(z) - G(—=).

Vx eR, H(z) = {G(x) —G(-z) size [07+oo[.

0 sinon

b) Notons que g est une densité de X — Y continue sur R. Alors la fonction de répartition G de X — Y est de classe
Clsur Ret Vo € R, G'(z) = g(z).

Par composition : * — G(—z) est de de classe C' sur R. Par différence z — G(z) — G(—x) est de de classe C! sur R.
Ainsi H est de classe C* sur sur [0, +oo[. H est également de classe C! sur | — 0o, 0] car elle est nulle sur cet intervalle.
H est donc au moins dérivable en tout point de R*.

Remarque H est de classe C* SUR | — o0, 0[ et Sur [0, +o00[. Ceci montre qu’elle est de classe C' sur R* et qu’elle est

continue a droite en 0.

De plus lim H(z) = 0= G(0) — G(—0) = H(0) ; H est donc continue a gauche en 0. Finalement H est continue en
rz—0~

0. Alors H est continue en tout point de R et de classe C* sur R*. Cela suffit pour dire que Z = |X — Y| est une

variable aléatoire a densité. Ce qui n’était pas demandé car admis dans le texte.

Vo €] — 00,0[, H'(z) = 0.

On a aussi: Yz €]0,+oo[, H'(z) = G'(z) + G'(—z) = g(z) + g(—z) = 2g(z) (g est paire sur R).

G*QM 9T _ 2(a — ) et Vo €la, +oof, H'(z) = 0.

Précisons. Vz €]0,a], H'(x) =2g(x) =2 2 2

a a a

2(a —x)

Finalement : Vz €]0,a], H'(z) = 5

. et Vz €] — 00, 0[U]a, +oof, H'(z) = 0.



2(a—z) 0
Posons Vz € R, h(z) =4 a2 z €| 7a].

0 sinon

h est positive sur R et coincide avec H’ sur R* donc sur R privé d’un ensemble fini de points. Ainsi &k est une densité
de Z.

2(a—z)
La fonction h définie par:Va € R, h(z) = a2 siz €0,a] est une densité de Z = | X — Y.
0 sinon
3) D’une pierre plusieurs coups. Soit k dans N.
+oo
Montrons que Z posseéde un moment d’ordre k, c’est a dire que / ¢k h(t) dt converge.
— 00

0

+oo
t — tF h(t) est nulle sur | — oo, 0[ et sur ]a, +-o0[ donc / th h(t)dt et / t* h(t) dt convergent et valent 0.

— 00

2

2(a—t @
vt € [0,a], t*h(t) =t* M. Ainsi t — t* h(t) est continue sur [0, a] donc / tk n(t) dt existe.
a 0

+o00o a a
Alors / tk h(t) dt converge et vaut / t* h(t) dt. Donc Z posséde un moment d’ordre k qui vaut / tk n(t) dt.
— 0 0 0

a
Le cours montre alors que Z* possede une espérance qui vaut / t* h(t)dt.
0

@ @ 2a—t) 2 [° 2 [ gkl k270
E(ZF = [ t* :/ RAGD) :7/ ko gkl gp — B .
(Z*) /O t* h(t) dt B dt == i (at ="t = =5 o — )

9 k+1 k+2 1 1 2 k
E(Zk):2<aa—a):2ak< — >: a .
2 \"Er1 k2 k+1 k+2) (hrD(k+2)

2 2

2 2
En particulier E(Z) existe et vaut ?a ou g, et E(Z?) existe et vaut T3 ot %-
a® a\?2 a®
Alors Z posséde une variance qui vaut i (5) ou T

2

Z possede une espérance et une variance. E(Z) = % et V(2) = %8'

4) Notons que si U est une variable aléatoire qui suit la loi uniforme sur [0, 1] alors a U est une variable aléatoire qui

suit la loi uniforme sur [0, a[.

1 Function z(a:real):real; Var x,y:real; Begin
2 x:=axrandom;y:=a*random;z:=abs(x-y); End;

PROBLEME

Préliminaire : un résultat utile pour la partie 2.

1
1) a) Soit k un élément de N*. ¢ — — est décroissante sur [k, k + 1] donc: V¢ € [k, k + 1],

1
Vit Er1 it



1
k<k+1ett— — est continue sur [k, k + 1]. En intégrant ce qui précede il vient :

Vi
1 k+1 dt k+1 dt k+1 dt 1
= g 7< - = .
VEF+1 /k VE+1 /k vt e VE VE
1 kL gt 1
vk € N*, < <

L e Vi VR

b) Soit n dans [2,+oo[ En utilisant ce qui préceéde on obtient par sommation :

n—1 1 Z/k+1 dt i e donme enco i /n dt <n—1 1
< — qui donne encore — — < .
= VE+1 k — /i — Vi L Vvt =V
n n—1
1 dt 1
Vn € |2, +c0 — g/ — < —_—
[[ [[ kzzz\/E 1V o vk
: 14 "t "
2) Soit n un élément de 2, +o0]. — = [2 \/f] =2vn-2.
1Vt 1
En utilisant 1) b) onaalorS'ii—l—iL<2\/ﬁ—2<nili< 3 L
k=1 vk =2 VF im1 VE o VE
n 1
Ainsi 2 -2 — <2yn—-1-
Lol
Notons que ceci vaut encore pour n = 1 car 2v/1 — 2 =0, Z T =1,2v1—1=1. Finalement
k=1
n 1
Vn € N*, 2y/n — —<2yn-1
o VE
S|
Remarque Soit n € N*. 2y/n —2 < — <2vn—1.
k=1 vk
1
En divisant par 2+/n on obtient : 1 — — Z

7S v
C li 1 ! =1let I 1 ! =1 il vient d t: i ! i ! =1
omime n—l>I—&1:loo % =1e€ n—l>r-i{lo<> m = 1 1l vient par encadrement : n—1>I-',1:1<>o m 2 ﬁ = 1.

n 1
Alors : Z — ~ 2vn.
=1 \/E n—+4o0o

Partie 1 : Convergence compléete.

1) Soit & un réel strictement positif.
Comme la suite (X,,) converge complétement vers X, la série terme général P(|X,, — X| > ¢) converge.

Alors lirrb P(|X,, —X| > €) = 0 et ceci pour tout réel ¢ strictement positif. Donc (X,,) converge en probabilité vers X.
n—

’ Si (X,) converge complétement vers X alors (X,,) converge en probabilité vers X. ‘
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1
2) Nous comprendrons que pour tout n dans N*, Y,, suit la loi de Poisson de paramétre —-
n

a) Soit n un élément de N*. Y,,(2) =Net VE e N, P(Y, =k) =

1

P(Yn>1):1*P(Yn<1):17P(Yn:0):1767;'

Pour tout élément n de N*, P(Y,, > 1) =1— e

b) Soit n un élément de N*. Soit € un réel strictement positif.
L’événement {Y,, > e} est contenu dans 'événement {Y;, > 0} qui est lui méme égal & I'événement {Y,, > 1}.

Par croissance de la probabilité P on a: P(Y, > e) < P(Y, >0)=P(Y, > 1)=1—¢ n.

Pour tout élément n de N*, et pour tout réel e strictement positif, P(Y;, > ¢) <1 — e .

¢) Soit € un réel strictement positif.

VneN*, 0< P(|Yy — 0] 2e) =PV, 2e) = P(Y, 2¢) <1—e % et lim (1_6—%):0.

n—-+oo

Par encadrement on obtient : liIE P(]Y, — 0] > €) = 0 et ceci pour tout réel € strictement positif. Ainsi:
n—-—+oo

’ la suite (Y;,) converge en probabilité vers la variable aléatoire certaine nulle. ‘

d)e®"—1 ~ z. Alorse™ —1 ~ —z. Ceci donne 1 —e™ ~ .
z—0 z—0 z—0

1

1 1
Par conséquent P(|Y,, —0| > 1)=P(Y, >1)=1—e"» ~ —. Or la série de terme général — est divergente et a
n—-+oo n n

termes positifs.

Les régles de comparaison sur les séries & termes positifs montrent que la série de terme général P(|Y;, — 0] > 1) est
divergente. Dans ces condition la suite (Y},) ne peut converger complétement vers la variable aléatoire certaine nulle.

’ La suite (Y;,) ne converge pas complétement vers la variable aléatoire certaine nulle. ‘

Partie 2 : étude d’un exemple.

’ Disons deés le départ que la démarche poposée ne permet pas de montrer le résultat final.

1) a) Soit n un élément de N*. S, est une variable aléatoire finie donc elle possede une espérance et une variance.

Sl-

Par linéarité de l'espérance : E(S,) = E <Z Bk> = Z E(By) = Z
k=1 —

k=1 k=1
n n
Supposons n > 2. V(S,) =V <Z Bk> = Z V(By) + 2 Z cov(B;, Bj).
k=1 k=1 1<i<j<n
Or les variables de la suite (Bjy)r>1 sont deux & deux indépendantes donc : (i, j) € [1,n]?, i < j = cov(B;, B;) = 0.

1 1
Notons aussi que: Vk € [1,n], V(By) = —= (1 — ) =

n n 1 1 n 1 n 1
Finalement : V(S,) = »  V(By) = ( _ k) =5 - =

k=1 k=1
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’ pour tout n dans N*, V(S,,) < E(Sy). ‘

—~ 1
2) a) Soit n un élément de N*. Notons que E(S,) = Z T donc E(S,,) n’est pas nul(le).
k=1

Ly = B(S ) Sy, possede une espérance et une variance donc il en est de méme pour Z,.
n

27 =2 (56 ) = ey P60 =1 VE =V (565 ) - <E<g>> ViSn)

2
Notons que V(Z,) < < ! ) E(S,) =

1 1 \?
B(5.) FS.) car V(S,) < E(Sy) et (E(Sn)> >0

Soit € un réel strictement positif. Z,, possede une variance donc nous pouvons lui appliquer l'inégalité de Bienaymé-
Tchebychev.

V(Z,) 1
Alors P(|Z, — 1| > ¢) = P(|Z, — E(Z,)| > ¢) < < .
ors P(1Z,— 1| > &) = P(Zu — B(Z)] > 9) < 3% < e
1
Pour tout réel strictement positif € et pour tout n élément de N*: P(|Z, — 1| > ¢) < W
€ n

1
b) Soit € un réel strictement positif. ¥n € N*, 0 < P(|Z, — 1| > ¢) < EQT(Sn)
1 1
Yn e N*, E(S,) = Z ——. En utilisant le préliminaire on a:V¥n € N*, 24/n —1 < Z —
k=1 vk k=1 vk

o~

. _ . 1 .
Comme ngrfoo@ Vn —1) = 4o il vient: ngrfw Z 7E ou nEIEOOE(Sn) = +o00.

1 1
. . * < _ > < - _ =
Ainsi Vn € N*, 0 < P(|Z, — 1| 2 ¢) < 2 E(Sy) et nllffoo e2 E(Sy) 0

On obtient alors par encadrement 1irJrrl P(|Z, — 1] =2 ) = 0 et ceci pour tout réel e strictement positif.
n——+oo

’ (Z,,) converge en probabilité vers la variable aléatoire certaine égale & 1. ‘

3) Dans la remarque de la question 2) du préliminaire nous avons montré que E(S, E 2/n.
f n—>+oo
1 1 1 1
A. i Al ~ = —
L E(S,) nteo 2 f % B(Spa) notoo o/pd | 2n2

1
Comme T est une série convergente a termes positifs, les regles de comparaison sur les séries a termes positifs
n

montrent alors que la série de terme général converge.

1
E(Sp1)



Soit € un réel strictement positif.
1

converge et Vn € N*, 0 < P(|Z,a — 1] 2 ) < ZEG)

1
La série de terme général ————
& 62 E(Sn4)

Les régles de comparaison sur les séries & termes positifs montrent alors que la série de terme général P(|Z,+ — 1| >

converge.

’ Pour tout réel strictement positif , la série de terme général P(]S,« — 1| > ¢) converge. ‘

4) a) Soit n un élément de N* et soit w un élément de §2.

Vk € N*, Bi(w) = 0. Comme et <n < (e, +1)*:
n (en+1)4
Z Bi(w Z Z B(w) et ainsi 0 < Ses (w) < Sn(w) < S, 41)2 ().
Vw e, 0< ( )< Sh(w) € Slen+1)4 (w). Donc 0 < Set < Sp < Se,41)2-

Par croissance de I'espérance on a encore 0 < E(S.1) < E(Sn) < E(S(e, 41)1)-
Notons que E(S, Z \f > 0. Alors 0 < E(Se1) < E(Sy) < E(S(e,+1)1)-

1 1 1
Donc 0 < < < .
E(S(e,+1t) ~ E(Sn) ~ E(Se1)

Comme 0 < S <5, < S il vient par produit : S < Sn < Steat)t
S TS S et B P OO S ers) © E(Sa) T E(Sey)

Seéw, < Z, < S(en+1)4

Ce qui donne encore: ———=—— < —EnT o,
E(S(e,+1)1) E(Se1)

Pour tout élément n de N, ——%4 < 7, < Seatl?
our tout element n de s T A X 4n x .
E(S(en+1)4) E(Se;ﬁ)

b) Soit n un élément de N*.
Se,‘}t - E(Se,‘,ﬁ)Zej‘L o E(Se,ﬁ) 74 et S(en—i-l)“ - E)(S(en-i-l)‘l)Z(en—i-l)4 - E(S(en-i-l)‘l) 7 .
- - - - en+1)%:
E(Se,111)  E(Se.11t)  E(Swe,111) ™ E(S.1) E(S.) E(Se) et
SEATLL S(En+1)4 . E(Seﬁ) E(S(en+1)4)

— < Z, < : Zor K Zp & — 222 Zo 41yt
E(S(c,+1)1) E(Se) E(Se,411) " E(Set) “lentV

E(Ses) E(S(e +1)4)
e Tt < Iy < — 2L T e,
E(S(e,11y1) E(Sex) lentVs

Comme

Pour tout élément n de N*,

5) a) Rappelons une fois encore que E(S Z \/E =~ 2/n.

lim e =+4ooet lim (e, +1)* =+4ococarVn €N, e <n < (e, +1)%

n—-+4oo n—+oo

Ainsi E(Ses) ~ 2y/ed =2¢l et E((e, +1)") ~ 2y/(en+ 1) =2(e, + 1)

" n——+oo n—+o00

Bleon) . 2ot (1Y’

E(Se) ntoe 2(en)2  (en)?

1\2
lim e, = 4+oo donc lim <1 + > =1. Alors
n—-+oo n—-+oo €n

12

€)
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E(S
lim (S(en+1)1)

=1
n—+oo E(Sei)

b) Soit £ un réel strictement positif.

E(S(
En utilisant la définition de lim w = 1 on obtient 'existence d’un élément n, de N* tel que:
n—+oo E(Sei)

E(S(e, +1) E(S(

Vn € [nq, +oof, (E((.ST’:;))) —1| <e. Alors ¥n € [ng, +oof, —e < (E((Sgbl)ﬂ) —-1<e.
E(S( E(S(
Donc:Vn € [ng,+oof, 1 —¢ < M < 1+¢. En particulier : Vn € [ng, +oo[, (E((ST;I))AI) <1+e.
E(S E(S,
lim w =1 donc lim M =1.

n—-+o00 E(Sei) n—+oo E(S(enJrl)él)

2+¢ € €

b ——=1——— ¢t = .
Observons que 0 +e) 3019 et posons & 3019
Comme ¢’ est un réel strictement positif on montre encore qu’il existe un élément ny de N* tel que:
E(Se4)
Vn € [ng, +oof, 1 —¢/ < ———2— < 1+¢€.
[[ [[ E(S(en+1)4)
E(Se4 ) £ 2+4+¢

Ceci donne:Vn € [ng, +00f, =———2—>1—-¢'=1— = .

1220 S i) 2ite) 21 +e)

E(S. 2
Posons ng = Max(n1,ns). Alors Vn € [ng, +oo[, (E((g;_l))él) <l4e et E(Se, 1)) > ﬁ
E(Se,+1)) 2+4¢
Rt* 3 * L n> — K1 E(S. > —.
Ve € , dng e N*, Vn e N*, n >n, = B(S.) +e et (Sten+1)%) 0+ 9)
c) Soit € un réel strictement positif.
E(S. 2

Il existe un élément ng de N* tel que Vn € [ng, 400, (EES;l)M <l4e et E(Se, 1)) = ﬁ

€
Soit n un élément de [ng, +-00[. Montrons que: {Z, < 1—e} C {Zaa —1 < =%} et {Z, > 1+¢} C {Z(61L+1)4 -1 5}
® Si{Z, <1— e} est Pévénement impossible alors {Z, <1—¢e} C{Za — 1< —?}!
Supposons {Z,, < 1—e¢} non vide. Alors nécessairement 1 — ¢ est positif ou nul car Z,, prend ses valeurs dans [0, +0o0.

Soit w un élément de € tel que Z,(w) <1 —e¢.

E(S. E(S
Alors d’apres 4) b) % Zei (w) € Zp(w) <1 —¢edonc Zea (w) < (1 —¢) w car les espérances sont
E(See,+11) " E(Se1)
strictement positives.
E(S(9n+1)4) N 19 JN . . . 2 2
Comme ———"——— < 1+cet 1—¢ > 0 (d’ott I'intérét du premier cas) on obtient : Ze1 (w) < 1—€? ou Zea (w) —1 < €.

E(Se‘},,)
Ceci acheéve de montrer que {Z,, <1—¢} C{Za1 — 1< —e%).

e Soit w un élément de O tel que Z,(w) > 1+ €.

E(S(e,+1)1)
E(Sei)

E(Se4)

n

Alors d’apres 4) b) 1+¢e < Z,(w) < (14¢) )
(en+1)*

Z(e,+1)4(w) done Zie, 1)1 (w) > car les espérances

sont strictement positives.



E(Ses) 2+¢ . . 2+¢ 2+¢ €
Comme B in) > 2019 et que 1 + ¢ est positif on obtient : Z(¢, y1)s(w) = (1 +¢) 2010 === 1+ 3
Ainsi Z(¢, 1)1 (w) — 1> % Ceci acheve de montrer que {Z,, > 1+¢} C {Z(en+1)4 —-1> %}

Ve €R™™, 3ng e N*, Vn e N, n 2 ng = {Z, <1—¢} C{Zaas —1< —*} et {Z, > 1+¢} C {Z(enﬂ)zl -1> g}

d) Soit € un réel strictement positif.
11 existe ng dans N* tel que Vn € [no, +0o[, {Z, <1—¢e} C{Zu —1< =€’} et {Z, 21+¢} C {Z(en+1)4 -1 }

Soit n un élément de [ng, +oof. P(|Z,—1| =€) = P({Z,—1>¢e}U{Z,—-1< —¢}) = P({Z, > 1+e}U{Z, < 1-¢}).

DO ™

Par incompatibilité on obtient : P(|Z, — 1| > ¢) = P(Z, > 1+¢)+ P(Z, <1 —¢).
Rappelons que: {Z, <1—¢e} C{Za —1< e’} et {Z, >1+¢} C {Ze, 11 —125}.

Par croissance de P on obtient: P(Z, < 1—¢) < P(Zei —1<-eY)et P(Z,>1+e)< P (Z<en+1)4 —1> g)

Alors P(|Z, —1| 2 ¢) < P(Zes —1 < ) 4P (Z(en+1)4 1> %)

Observons que: {Zgs —1 < =2} C {|Zes — 1] > €%} et {Z(enﬂ)z; -1 g} C {|Z(en+1)4 -1 > g}
La croissance de P donne alors:

P(|Zn =1 >¢) < P(Zes —1 < =) + P (Z(en+1)4 1> g) <P(|Zes 1|22+ P (\Z(eﬁw —1 > %)

Ve € R**, 3ng € N*, ¥n € N*, n > ng = P(|Zy — 1| 2 &) < P(|Zes — 1] 2 %) + P (|Z(en+1)4 TS g)

e) Soit € un réel strictement positif.

Visiblement Iidée du concepteur était alors de nous faire dire que les séries de termes généraux P(|Z.s — 1| > £?)

et P (\Z<e”+1)4 -1 > 5) sont convergentes grace & 3) et qu’ainsi, en utilisant les régles de comparaison des séries a

termes positifs, la série de terme général P(|Z, — 1| > ¢) est convergente.

Sauf que la convergence de la série de terme général P(|Z,a — 1| > 1) obtenue en 3) ne donne pas nécessairement la
convergence de la série de terme général P(|Z.s — 1| > 1).

(el),>1 est une suite qui tend vers 400 mais ce n’est pas une sous-suite de (n*),>; car elle n’est pas strictement
croissante.

Notons par exemple que e1, e, ..., €15 sont égaux a 1.

Disons de maniere imagée qu’il y a beaucoup plus de termes dans la série de terme général P(|Z.s — 1| > 1) que dans
la série de terme général P(|Z,s — 1| > 1). Comme les séries sont a termes positifs...

Nous avions obtenu la convergence de la série de terme général P(|Z,s+ — 1| > 1) & partir de

1 1

v N 0K P(|Zypu—12e) 5——etde ——+— ~ ——-

n e ) (| 4 ‘ 5) 52 E(Sn4) € e 52 E(Sn4) oo 52 nz
Observons que e,, ~ ni. Alors ici:

n—-4oo
1 1 1 1

VneN", 0<P(|Z,s—-12e) =———ctde ———— ~ —— ~ _.

n > (| - | 5) 22 E(Sen4) et de 22 E(Sen“) n—+too €2 ,2 n—s+oo g2 3

Un peu court ou le contraire si tu veux mais en tout cas c’est raté...

’ Dessine moi un mouton.




